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МОДЕЛЮВАННЯ ГАУССОВОГО СТАЦIОНАРНОГО
ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ З НЕОБМЕЖЕНИМ СПЕКТРОМ З

ВИКОРИСТАННЯМ ТЕОРIЇ 𝐿2(Ω)-ПРОЦЕСIВ

Робота присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiонар-
них випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю. В. Козаченко.
Розглянуто застосування теорiї 𝐿2(Ω)-процесiв при моделюваннi гауссових стацiонар-
них випадкових процесiв. Використовуючи оцiнки норм та деякi властивостi i теореми
𝐿2(Ω)-процесiв, для моделi одержано розбиття спектрального промiжку, при якому
модель наближатиме процес з заданими точнiстю i надiйнiстю в рiвномiрнiй метрицi.
У середовищi Python було змодельовано процес для часткового випадку.

Ключовi слова: 𝐿2(Ω)-процеси, гауссiв стацiонарний випадковий процес, модель про-
цесу, точнiсть, надiйнiсть моделi.

1. Вступ. Однiєю з актуальних задач теорiї випадкових процесiв є побудова
математичної моделi, а також дослiдження її загальних властивостей. На сього-
днiшнiй день активно розроблюються загальнi методи чисельного моделювання
випадкових процесiв, а також швидко зростає область застосування стохасти-
чних моделей, зокрема в радiотехнiцi, електронiцi, у актуарнiй математицi i
т.д.
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Оскiльки бiльшiсть фiзичних явищ залежить вiд багатьох факторiв, то при
їх моделюваннi намагаються вiдтворити процеси, що є сумою великого числа
випадкових факторiв, тобто, згiдно з центральною граничною теоремою, гаус-
совi або близькi до них процеси. Тому найбiльш поширеними i найбiльш роз-
робленими є методи моделювання гауссових випадкових процесiв i полiв. Ряд
нових напрямкiв у галузi моделювання випадкових процесiв та полiв розробле-
но Г. О. Михайловим, Ю. В. Козаченком та їх учнями [1]- [3], [6]. Дана робота
присвячена подальшому розвитку теорiї моделювання гауссових стацiонарних
випадкових процесiв за методом, який запропонував i розвивав Ю. В. Коза-
ченко. У данiй роботi розглянуто простiр Орлича, що породжується функцiєю
𝑈(𝑥) = |𝑥|2. Випадковий процес у цьому просторi називають 𝐿2(Ω)-процесом.
Використовуючи властивостi цього процесу, побудовано модель гауссового ста-
цiонарного процесу з заданими точнiстю i надiйнiстю i для часткового випадку
комп’ютерно змодельовано процес.

2. Основний результат. Розглянемо гауссовий стацiонарний дiйсний цен-
трований неперервний в середньому квадратичному випадковий процес 𝑋(𝑡) з
коварiацiйною функцiєю:

𝑟(𝜏) = 𝐸𝑋(𝑡+ 𝜏)𝑋(𝑡) =

∞∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝐹 (𝜆),

де 𝐹 (𝜆) – неперервна спектральна функцiя цього процесу.
Тодi випадковий процес має зображення

𝑋(𝑡) =

∞∫︁
0

cos𝜆𝑡𝑑𝜂1(𝜆) +

∞∫︁
0

sin𝜆𝑡𝑑𝜂2(𝜆),

де 𝜂1(𝜆) та 𝜂2(𝜆) такi незалежнi центрованi гауссовi випадковi процеси, що
𝐸(𝜂𝑖(𝜆2) − 𝜂𝑖(𝜆1))

2 = 𝐹 (𝜆2) − 𝐹 (𝜆1) при 𝜆1 < 𝜆2, 𝑖 = 1, 2.
За модель процесу вiзьмемо випадковий процес

𝑋𝑀(𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

[𝜂𝑘1 cos 𝜁𝑘𝑡+ 𝜂𝑘2 sin 𝜁𝑘𝑡], (1)

де де 𝜂𝑙1, 𝜂𝑚2, 𝜁𝑘 — незалежнi при всiх 𝑙,𝑚 та 𝑘 випадковi величини,
Λ = {𝜆0, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑀+1} – таке розбиття промiжку [0,+∞), що 𝜆0 = 0, 𝜆𝑘 < 𝜆𝑘+1,
𝜆𝑀+1 = +∞, 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2 – гауссовi випадковi величини, такi що 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0,
𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘, 𝜁𝑘 – випадковi величини, що приймають
значення на вiдрiзках [𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1], та якщо 𝑏2𝑘 > 0, то

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆) − 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘)
.

Якщо 𝑏2𝑘 = 0, то 𝜂𝑘1 = 0, 𝜂𝑘2 = 0, 𝜁𝑘 = 0 з ймовiрнiстю одиниця.

Означення 1. [1] Випадкову величину 𝜉 називатимемо субгауссовою, якщо
знайдеться таке 𝑎 ≥ 0, що для всiх 𝜆 ∈ 𝑅 виконується нерiвнiсть

𝐸 exp {𝜆𝜉} ≤ exp

{︂
𝑎2𝜆2

2

}︂
.
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Клас всiх субгауссових величин будемо позначати 𝑆𝑢𝑏(Ω).
Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ T} називається субгауссовим процесом,
якщо для всiх 𝑡 ∈ T , 𝑋(𝑡) – субгауссова випадкова величина та sup

𝑡∈T
𝜏(𝑋(𝑡)) <

<∞.

Нехай 𝜂𝑀(𝑡) = 𝑋(𝑡) −𝑋𝑀(𝑡). Тодi

𝜂𝑀(𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=0

⎛⎝ 𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(cos𝜆𝑡− cos 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂1(𝜆) +

𝜆𝑘+1∫︁
𝜆𝑘

(sin𝜆𝑡− sin 𝜁𝑘𝑡)𝑑𝜂2(𝜆)

⎞⎠ . (2)

Лема 1. [4] Нехай ‖𝜉‖𝐿𝑝 = (𝐸|𝜉|𝑝)
1
𝑝 , 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝜉𝑖 ∈ 𝐿𝑝 – послiдовнiсть

незалежних випадкових величин з 𝐸𝜉𝑖 = 0, 𝑖 = 1,∞. Тодi

‖
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖‖2𝐿𝑝
≤ 𝐶𝑝

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

‖𝜉𝑖‖2𝐿𝑝

)︃
,

де

𝐶𝑝 = 8

(︂
(𝑝+ 1)

2
√
𝜋

)︂ 2
𝑝

.

З дослiджень дисертацiї [7] для часткового випадку 𝐿2(Ω)-процесу сформу-
люємо леми:

Лема 2. Якщо
∞∫︀
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) < ∞, то для субгауссового випадкового процесу

𝜂𝑀(𝑡) справедлива нерiвнiсть

‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿2 ≤ 2(𝐶2
̃︀∆2)

1
2𝑇

⎡⎢⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

𝐹 (𝜆𝑀) +

⎛⎝ ∞∫︁
𝜆𝑀

|𝜆− 𝜆𝑀 |2𝑑𝐹 (𝜆)

⎞⎠ 2
2

⎤⎥⎦
1
2

. (3)

Лема 3. Якщо
∞∫︀
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) <∞, 𝑝 ≥ 2, то справедливе спiввiдношення

‖𝜂𝑀(𝑡) − 𝜂𝑀(𝑠)‖𝐿2 ≤ 2(𝐶2
̃︀∆2)

1
2 |𝑠− 𝑡|

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀)

+

∞∫︁
𝜆𝑀

|3𝑢− 𝜆𝑀 |2 𝑑𝐹 (𝑢)

⎤⎦ 1
2

. (4)

Обчислимо коефiцiєнти для нашого випадку: 𝐶2 = 8
(︁

𝛤 (3)
2
√
𝜋

)︁
= 8√

𝜋
;

̃︀∆2 =
√︁

2
𝜋

∞∫︀
0

𝑡2𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡, провiвши замiну змiнних, матимемо ̃︀∆2 = 2√
𝜋
𝛤
(︀
3
2

)︀
= 1.

Cправедливою буде теорема:
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Теорема 1. Якщо в моделi 𝑋𝑀(𝑡) розбиття Λ таке, що виконуються не-
рiвностi:

∞∫︁
0

𝜆2𝑑𝐹 (𝜆) <∞, (5)

√︀
𝑇𝐿𝜀0 +

√
2𝜀0 ≤

𝛿

3

√︂
2𝛽

3
, (6)

де 𝐿 = 4
√
2

4√𝜋

[︃(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︀
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

]︃ 1
2

, a

𝜀0 = 4
√
2

4√𝜋
𝑇

[︃(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︀
𝜆𝑀

(𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

]︃ 1
2

, то iснує випадковий гауссiв

процес 𝑋(𝑡) до якого дана модель 𝑋𝑀(𝑡) буде наближатись з надiйнiстю 1−𝛽,
0 < 𝛽 < 1 та точнiстю 𝛿 > 0 в рiвномiрнiй метрицi.

Доведення. Випадковий процес 𝑋(𝑡) i його модель, а отже i 𝜂𝑀(𝑡) є сепа-
рабельними неперервними з ймовiрнiстю одиниця процесами.

Якщо виконується умова (6), то з леми 2 випливає, що процес 𝜂𝑀(𝑡) є 𝐿2(Ω)-
процесом (оскiльки 𝜀0 = sup

0≤𝑡≤𝑇
‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿𝑝 <∞).

А для 𝐿2(Ω)-процесу справедлива нерiвнiсть:

𝑃

{︂
sup

0≤𝑡≤𝑇
|𝜂𝑀(𝑡)| > 𝛿

}︂
≤
̃︀𝐵2
2

𝛿2
,

де ̃︀𝐵2 = inf
0≤𝑡≤𝑇

(𝐸|𝜂𝑀(𝑡)|2)
1
2 + inf

0<𝜃<1

1
𝜃(1−𝜃)

𝜃2𝜀0∫︀
0

𝑁
1
2 (𝜀)𝑑𝜀, 𝜀0 = sup

0≤𝑡≤𝑇
‖𝜂𝑀(𝑡)‖𝐿2 .

Оскiльки з [5] 𝑁(𝜀) = 𝑇
2𝜎(−1)(𝜀)

+ 1, 𝜎(ℎ) = sup
|𝑡−𝑠|<ℎ

‖𝜂𝑀(𝑡) − 𝜂𝑀(𝑠)‖𝐿2 .

В нашому випадку 𝜎(ℎ) = ℎ𝐿, де 𝐿 визначено в лемi 2:

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀𝑇 )2𝐹 (𝜆𝑀) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑑𝐹 (𝑢)

⎤⎦ 1
2

.

Тодi

𝜎(−1)(ℎ) =
ℎ

𝐿
, inf

0≤𝑡≤𝑇

(︀
𝐸|𝜂𝑀(𝑡)|2

)︀ 1
2 = 0,

𝐵2 = inf
0<𝜃<1

1

𝜃(1 − 𝜃)

2𝜃𝜀0∫︁
0

(︂
𝑇𝐿

2𝜀
+ 1

)︂ 1
2

𝑑𝜀 ≤ inf
0<𝜃<1

1

𝜃(1 − 𝜃)

[︃(︂
𝑇𝐿

2

)︂ 1
2

(𝜃𝜀0)
1
2 2 + 2𝜃𝜀0

]︃

≤ inf
0<𝜃<1

𝜃
1
2

𝜃(1 − 𝜃)

[︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

]︁
Мiнiмум досягається при 𝜃 = 1

3
, тому

𝐵2 =
3
√

3

2

[︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

]︁
.
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Тодi 𝑃{ sup
0<𝑡≤𝑇

|𝜂𝑀(𝑡)| > 𝛿} ≤ 27

4𝛿2

(︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

)︁2
.

Оскiльки можна пiдiбрати такi 𝜆𝑀 та 𝑀 , щоб 𝜀0 та 𝐿 були зробленi як зав-
годно малими, то iснує таке розбиття Λ, для якого згiдно означення збiжностi
моделi до процесу з певною точнiстю i надiйнiстю повинна виконуватись нерiв-
нiсть

27

4𝛿2

(︁√︀
2𝑇𝐿𝜀0 + 2𝜀0

)︁2
≤ 𝛽.

Розглянемо частковий випадок цiєї теореми.
Вiзьмемо таку спектральну функцiю: 𝐹 (𝜆) = 1 − 𝑒−𝜆. Тодi умова (5) вико-

нується:
∞∫︁
0

𝜆2𝑒−𝜆𝑑𝜆 = 𝛤 (3) = 2

Знайдемо коефiцiєнти нерiвностi (6), поклавши 𝑇 = 1:

𝜀0 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑒−𝑢𝑑𝑢

⎤⎦ 1
2

=

=
4
√

2
4
√
𝜋

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 2𝑒−𝜆𝑀

]︃ 1
2

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

⎡⎣(︂𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

∞∫︁
𝜆𝑀

(3𝑢− 𝜆𝑀)2 𝑒−𝑢𝑑𝑢

⎤⎦ 1
2

Обчисливши визначений iнтеграл у другому доданку, матимемо:

𝐿 =
4
√

2
4
√
𝜋

[︃(︂
𝜆𝑀
𝑀

)︂2

(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 𝑒−𝜆𝑀
(︀
4𝜆2𝑀 + 12𝜆𝑀 + 3

)︀]︃ 1
2

Пiдставимо результати у (6), матимемо:

4

√︂(︁(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 2

𝑒𝜆𝑀

)︁(︁(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 + 𝜆𝑀)2(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) +

4𝜆2
𝑀+12𝜆𝑀+3

𝑒𝜆𝑀

)︁
+

+

√︁
2
(︀
𝜆𝑀

𝑀

)︀2
(1 − 𝑒−𝜆𝑀 ) + 4𝑒−𝜆𝑀 ≤ 𝛿

12

√︁
𝛽
√
𝜋

3

Пiдставляючи рiзнi значення точностi i надiйностi, можемо одержати зале-
жнiсть числа 𝑀 доданкiв моделi процесу вiд довжини спектру 𝜆𝑀 . Для
розв’язання цiєї нерiвностi складено програму на мовi Python. Результати по-
данi у зведенiй таблицi 1.

Комп’ютерно змоделюємо процес (1) для одного з часткових випадкiв, ви-
користовуючи мову програмування Python.

Для цього потрiбно змоделювати компоненти моделi (1), тобто гауссовi ви-
падковi величини 𝜂𝑘1, 𝜂𝑘2, для яких 𝐸𝜂𝑘1 = 𝐸𝜂𝑘2 = 0, 𝐸𝜂2𝑘1 = 𝐸𝜂2𝑘2 = 𝐹 (𝜆𝑘+1) −
− 𝐹 (𝜆𝑘) = 𝑏2𝑘 та випадковi величини 𝜁𝑘, що приймають значення на вiдрiзках
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Таблиця 1.
Залежнiсть числа 𝑀 вiд точностi i надiйностi моделi.

𝛿 𝛽 𝜆𝑀 𝑀

25 80 416
0.1 0.1 50 211 226

100 565 982

25 820 756
0.01 0.1 50 2 111 936

100 5 659 720

25 3 276 316
0.01 0.01 50 6 678 481

100 17 897 584

[𝜆𝑘, 𝜆𝑘+1] з функцiєю розподiлу

𝐹𝑘(𝜆) = 𝑃{𝜁𝑘 < 𝜆} =
𝐹 (𝜆) − 𝐹 (𝜆𝑘)

𝐹 (𝜆𝑘+1) − 𝐹 (𝜆𝑘)
.

Для моделювання випадкових величин 𝜁𝑘 використано метод Смiрнова, а
для моделювання нормально розподiлених випадкових величин, використано
готовi функцiї бiблiотеки numpy.random; часову змiнну 𝑡 взято з промiжку [0, 1].
Одержимо графiчне представлення процесу на рис. 1.

Рис. 1. Модель випадкового процесу,
при 𝐹 (𝜆) = 1 − 𝑒−𝜆.

Рис. 2. Скрiншот результату.

3. Висновки та перспективи подальших дослiджень. У данiй роботi
побудовано модель гауссового стацiонарного випадкового процесу з заданими
точнiстю i надiйнiстю у рiвномiрнiй метрицi, використовуючи теорiю 𝐿2(Ω)-
процесiв. Для часткового випадку спектральної функцiї та деяких значень то-
чностi i надiйностi одержано таблицю значень числа 𝑀 в залежностi вiд вели-
чини спектрального промiжку. Проаналiзувавши її, видно, що iз покращенням
точностi i надiйностi, зростає кiлькiсть доданкiв у моделi (1) . Для точностi

Роздiл 1: Математика i статистика
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𝛿 = 0, 1, надiйностi 1−𝛽 = 0, 9 i спектральної функцiї 𝐹 (𝜆) = 1− 𝑒−𝜆, одержано
графiчне представлення процесу (див. рис. 1).
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