
ДОСЛIДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ ПРИ ПЕРIОДИЧНОМУ . . . 155

УДК 539.3
DOI https://doi.org/10.24144/2616-7700.2022.40(1).155-167

М. М. Дiхтярук1, Н. О. Ярецька2, О. А. Кравчук3

1 Хмельницький нацiональний унiверситет,
доцент кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
кандидат фiзико-математичних наук
mega-dihtyaruk@ukr.net

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-0819-3842

2 Хмельницький нацiональний унiверситет,
доцент кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
кандидат фiзико-математичних наук
yaretskano@khmnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3726-2878

3 Хмельницький нацiональний унiверситет,
старший викладач кафедри вищої математики та комп’ютерних застосувань,
kravchukoa2@khmnu.edu.ua

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6937-5001

ДОСЛIДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ ПРИ
ПЕРIОДИЧНОМУ ПIДСИЛЕННI ПОПЕРЕДНЬО НАПРУЖЕНОЇ

СМУГИ ТОНКИМИ ПIДКРIПЛЮЮЧИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

У статтi дослiджено якiсний i кiлькiсний вплив початкових (залишкових) напру-
жень на закон розподiлу контактних характеристик при взаємодiї пружних скiн-
чених накладок (стрингерiв), при їх перiодичному розмiщеннi, з попередньою на-
пруженою смугою. Дослiдження виконане у рамках лiнеаризованої теорiї пружно-
стi для стисливих та нестисливих тiл з використанням методiв iнтегральних пере-
творень Фур’є, методiв розв’язку гармонiйних диференцiйних рiвнянь, сингулярних
iнтегрально-диференцiальних рiвнянь та числових методiв. Вважаємо, що пружна
смуга з початковими (залишковими) напруженнями знаходиться в умовах плоскої
деформацiї, а для пружної накладки, навантаженої одночасно вертикальними i гори-
зонтальними силами, справедлива загальноприйнята модель згину балки в поєднаннi
з моделлю одновiсного напружено-деформованого стану пружної накладки. Виведе-
но сингулярне iнтегрально-диференцiальне рiвняння з ядром Гiлберта, що дозволяє
розв’язати поставлену задачу. Аналiтичний розв’язок рiвняння знаходимо у вигля-
дi рядiв вiд функцiї Якобi. Для матерiалiв з пружними потенцiалами гармонiчного
типу (стисливi тiла) та пружними потенцiалами Бартенєва-Хазановича i Трелоара
(нестисливi тiла) проведенi числовi дослiдження. Розглянуто випадок, коли всi перiо-
дично розмiщенi накладки, що пiдкрiплюють пружну смугу з початковими (залишко-
вими) напруженнями, навантаженi тангенцiальною силою. Аналiз числових резуль-
татiв свiдчить про суттєвий вплив попередньо напруженого деформованого стану на
розподiл контактних характеристик перiодично пiдсиленої смуги тонкими пiдкрiплю-
ючими елементами. Отриманi результати можуть бути використанi для iнженерних
розрахункiв на мiцнiсть та довговiчнiсть конструкцiй з урахуванням початкових (за-
лишкових) напружень для широкого вибору конструкцiйних матерiалiв.

Ключовi слова: напружено-деформований стан, початковi (залишковi) напруження,
функцiї Якобi, перетворення Фур’є.

1. Вступ. Контактнi задачi класичної теорiї пружностi в нашiй країнi i за
кордоном в останнi десятилiття одержали подальший розвиток як по глибинi
нових пiдходiв, так i по ширинi дослiджень. Про це свiдчить велика кiлькiсть
вчених, якi працюють над заданою проблемою i кiлькiсть поданих доповiдей на
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симпозiуми, з’їзди та конференцiї як у нашiй країнi, так i за кордоном в останнi
десятилiття.

Iснує велика кiлькiсть оглядових праць, якi мiстять детальний аналiз основ-
них результатiв i сучасний стан рiзних аспектiв розвитку механiки контактної
взаємодiї, в яких приведена кiлькiсно велика бiблiографiя з вищезгаданих пи-
тань. Не дивлячись на досить великий спектр праць по дослiдженню закону роз-
подiлу контактних характеристик у конструкцiях та деталях машин у класичнiй
теорiї пружностi, не вдається, виходячи з прийнятої фiзичної моделi, врахувати
початковий (залишковий) напружено-деформований стан тiл, що перебувають
в контактi. Як вiдомо, початковi (залишковi) напруження практично завжди
присутнi в елементах конструкцiй i деталях машин. Причини їх появи рiзнома-
нiтнi: незворотнi деформацiї, структурнi змiни в матерiалах, змiни агрегатного
стану в окремих мiсцях конструкцiй, фiзико-механiчнi, хiмiчнi i технологiчнi
процеси, збiрка конструкцiй або навмисне їх створення. Дiя останнiх, викликає
в попередньо напруженому тiлi такий самий ефект, як i будь-якi iншi напруже-
ння, якi можуть викликати деформацiї, руйнування, що спричиняє збiльшення
тенденцiї до втрати стiйкостi та внутрiшнього тертя. Отже, врахування поча-
ткових (залишкових) напружень при розрахунку важливих елементiв констру-
кцiй, машин i споруд дозволило б (при їх створеннi) ефективно враховувати
ресурси мiцностi матерiалiв шляхом правильної оцiнки запасiв цiєї мiцностi й
iстотно знизити їх матерiалоємнiсть. Цей пiдхiд дозволяє зберегти необхiднi
функцiональнi характеристики в цiлому.

Навiть враховуючи досить великий дiапазон дослiджень по визначенню за-
кону розподiлу контактних характеристик у конструкцiях i деталях машин кла-
сичної теорiї пружностi, не можливо (виходячи з прийнятої лiнiйної моделi), як
вказано вище, врахувати початковий (залишковий) напружено-деформований
стан тiл, що перебувають у контактi. Але його можна врахувати, використав-
ши лiнеаризовану теорiю пружностi, розроблену у 70 роках минулого столiття
академiком НАН України О. М. Гузем. Хоча в загальному випадку, чiтка поста-
новка таких задач вимагає застосування нелiнiйної теорiї пружностi. Проте при
досить великих величинах початкових (залишкових) напружень можна обме-
житися її лiнеаризованим варiантом.

Iсторично дослiдження контактних задач в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi складалося по двох напрямках. Перший пов’язаний з дослiдженнями
контактної взаємодiї тiл з конкретною формою пружного потенцiалу [1]. Другий
пiдхiд це дослiдження просторових та плоских задач контактної взаємодiї тiл з
початковими (залишковими) напруженнями з довiльною структурою пружного
потенцiалу для стисливих i нестисливих матерiалiв у випадку теорiї скiнченних
(великих) i декiлькох варiантiв теорiї малих початкових (залишкових) дефор-
мацiй [2 – 17].

2. Актуальнiсть. Вивчення i дослiдження якiсного i кiлькiсного впливу
початкових (залишкових) напружень на закон розподiлу контактних характе-
ристик є досить актуальною проблемою як в теоретичному, так i в практичному
аспектах. Зокрема, теоретичне та практичне значення одержаних результатiв
дослiдження полягає в тому, що всi розв’язки поставленої задачi поданi у ви-
глядi аналiтичних виразiв, формул та графiкiв. Їх можна безпосередньо вико-
ристовувати в iнженерних розрахунках мiцностi i довговiчностi конструкцiй з
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урахуванням початкових (залишкових) напружень для широкого вибору кон-
струкцiйних матерiалiв.

3. Постановка задачi. Метою роботи є розв’язок задачi про контактну
взаємодiю пружних скiнчених накладок (стрингерiв), при їх перiодичному роз-
мiщеннi, з попередньою напруженою смугою в рамках лiнеаризованої теорiї
пружностi. Дослiдження виконане у рамках лiнеаризованої теорiї пружностi
для стисливих та нестисливих тiл [2 – 4].

Для вивчення впливу початкового (залишкового) напружено-деформованого
стану на закон розподiлу контактних характеристик розглянемо пружну не-
скiнченну смугу з початковими напруженнями товщиною 𝑡, яка на скiнченних
вiдрiзках 𝐿𝑘 {−𝑎+ 2𝑙𝑘, 𝑎+ 2𝑙𝑘} , 𝑘 = 1, 2 своєї гранi 𝑦1 = 0, що пiдкрiплена
перiодично розмiщеними пружними накладками з перiодом 2𝑙, а грань 𝑦2 = −𝑡
жорстко защемлена (Рис. 1).

Рис. 1. Попередньо напружена смуга, пiдсилена тонкими стрингерами.

Необхiдно визначити вилив початкових (залишкових) напружень в пружнiй
смузi з початковими (залишковими) напруженнями на закон розподiлу нор-
мальних i тангенцiальних контактних напружень в областi контакту пружних
накладок з пружною смугою, коли на останнi дiють вертикальнi i горизонтальнi
навантаження iнтенсивностi 𝑝0(𝑦1) i 𝑞0(𝑦1) вiдповiдно.

4. Метод розв’язку. В силу перiодичностi розглянутої задачi вплив по-
чаткових (залишкових) напружень на 𝐿𝑘 при 𝑦2 = 0 пiд пружними тонкими
накладками буде однаковий [1, 5, 6], тобто контактнi напруження, що виника-
ють на 𝐿𝑘 – вiдрiзках зi сторони накладок пружної смуги будуть функцiями
перiодичними з перiодом 2𝑙.

𝜏12 (𝑦1) |𝑦2=0 = 𝜏 (𝑦1) = 𝜏 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝜏 (𝑦1 + 2𝑙) ,

�̃�22 (𝑦1) = 𝑄22 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝑄22 (𝑦1 + 2𝐿) ,

�̃�21 (𝑦1) = 𝑄21 (𝑦1 − 2𝑙) = 𝑄21 (𝑦1 + 2𝐿) .

Отже, можна обмежитися розглядом однiєї iз них, наприклад, тiєї, для якої
𝑘 = 0. Будемо вважати також, що вiдносно пружної смуги з початковими (за-
лишковими) напруженнями i пружних накладок справедливi припущення, а
саме: пружна смуга з початковими (залишковими) напруженнями знаходиться
в умовах плоскої деформацiї, а для пружної накладки, навантаженої одночасно
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вертикальними i горизонтальними силами, справедлива загальноприйнята мо-
дель згину балки в поєднаннi з моделлю одновiсного напружено-деформованого
стану пружної накладки. Це означає, що пружна накладка в вертикальному
напрямку 𝑂𝑦2 згинається, як звичайна балка, а у горизонтальному напрямку
осi 𝑂𝑦1 стискається або розтягується, як звичайний стержень в одновiсному
напружено-деформованому станi з скiнченою жорсткiстю. Виходячи з остан-
нього, для поставленої задачi будуть мати мiсце рiвняння

𝑑𝑢 (𝑦1)

𝑑𝑦1
=

1

𝐸1𝑡

𝑦1∫︁
−∞

[𝑞 (𝑡) − 𝑞0 (𝑡)] 𝑑𝑡 (−∞ < 𝑦1 <∞) .

Так як стрингер (накладка) в вертикальному напрямку згинається як зви-
чайна балка, то згин балки опишемо у виглядi

𝐷
𝑑4𝑣 (𝑦1)

𝑑𝑦41
= 𝑃 (𝑦1) − 𝑃0 (𝑦1) , (−∞ < 𝑦1 <∞)

при граничних умовах

𝑢 (𝑦1) = 𝑢1 (𝑦1) ; 𝑣 (𝑦1) = 𝑢2 (𝑦1) ; 𝑦1 ∈ (−𝑎+ 2𝑘𝑙 < 𝑦1 < 𝑎+ 2𝑘𝑙) ;

(𝑘 = 0,±1,±2, . . .) ,

де 𝑢, 𝑣 – вiдповiдно горизонтальнi i вертикальнi перемiщення пружної накладки
в позначеннях класичної теорiї пружностi; 𝑢1 (𝑦1) , 𝑢2 (𝑦1) – вiдповiдно горизон-
тальнi i вертикальнi перемiщення граничних точок пружної смуги з початко-
вими (залишковими) напруженнями; 𝑝 (𝑦1) , 𝑞 (𝑦1) – iнтенсивностi нормальних i
горизонтальних контактних напружень.

При виведеннi основної системи диференцiальних рiвнянь, що дозволяють
розв’язати поставлену задачу, вiдзначимо, що на основi принципу суперпози-
цiї [1, 7] отримаємо i використаємо функцiю впливу для скiнченого стрингера
𝑦1 ∈ [−𝑎, 𝑎] у виглядi:

𝑢1 (𝑦1) =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏,

𝑢2 (𝑦1) =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏. (1)

Аналогiчно функцiї впливу для вертикальних i горизонтальних перемiщень
граничних точок гранi пружної смуги 𝑦2 = 0 з урахуванням перiодичностi
останнiх [6, 8, 9] можна записати у виглядi:

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑎∫︁
−𝑎

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏+

+

𝑎−2𝑙∫︁
−𝑎−2𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎+2𝑙∫︁
−𝑎+2𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏+
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+

𝑎+4𝑙∫︁
−𝑎+4𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 +

𝑎+4𝑙∫︁
−𝑎+4𝑙

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 + . . . (2)

При отриманнi значення iнтеграла (2) використаємо перiодичнiсть нормаль-
них i тангенцiальних контактних напружень 𝑝 (𝜏) i 𝑞 (𝜏)

𝑝 (𝜏) = 𝑝 (𝜏 − 2𝑘𝑙) = 𝑝 (𝜏 + 2𝑘𝑙) = . . . ,

𝑞 (𝜏) = 𝑞 (𝜏 − 2𝑘𝑙) = 𝑞 (𝜏 + 2𝑘𝑙) = . . . .

Замiна змiнних

𝜏 = 𝜂 + 2𝑘𝑙, (𝑘 = 0,±1,±2, ...)

з врахуванням значення перемiщень вiд дiї одиничної нормальної i тангенцi-
альної сили [7, 10, 11] пiсля ряду перетворень приводить до iнтегралу вигляду
(2):

∞∫︀
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
2𝜋

𝑎∫︀
−𝑎

{︂ ∞∫︀
−∞

𝐻11 (𝛼) cos (𝑦1𝜂) 𝑠

[︂
1 + 2

∞∑︀
𝑘=1

cos 2𝑘𝑙𝑠

]︂
𝑑𝑠

}︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂.

(3)

Iнтеграл (3) можна дещо спростити, якщо використати значення [1, 12, 13]:

1 + 2
∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝑦1 =
2𝜋

𝑙

∞∑︁
𝑘=−∞

𝛿 (𝑦 − 2𝜋𝑘) ,

𝛿 (𝛼𝑦1) =
1

𝛼
𝛿 (𝑦1) ,

де 𝛿 (𝑦1) – одинична функцiя Дiрака [2, 3, 14].
Пiсля деяких перетворень [1, 6, 15] отримаємо :

∞∫︁
−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =
𝑃0

2𝑙
𝐻11 (0) +

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
cos

[︂
𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂.

Застосувавши аналогiчнi перетворення до iнших iнтегралiв, отримаємо

∞∫︀
−∞

ℎ12 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑄0

2𝑙
𝐻12 (0) + 1

𝑙

1∫︀
−1

∞∑︀
𝑘=1

𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂,

(4)
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∞∫︀

−∞
ℎ21 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑃0

2𝑙
𝐻21 (0) + 1

𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

∞∑︀
𝑘=1

𝐻21

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂,

∞∫︀
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑄0

2𝑙
𝐻22 (0) + 1

𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

∞∑︀
𝑘=1

𝐻22

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
× sin

[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂.

Запишемо асимптотичнi вирази 𝐻𝑖𝑗 (𝛼) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, при 𝛼 → 0 i 𝛼 → ∞.

lim
𝛼→0

𝐻11 (𝛼) = −𝐴; lim
𝛼→0

𝐻12 (𝛼) = 𝑂 (𝛼) ;

lim
𝛼→0

𝐻22 (𝛼) = 𝐴1; lim
𝛼→∞

𝐻11 (𝛼) = −𝐵 ·𝑂 (𝛼−1) ;

lim
𝛼→∞

𝐻22 (𝛼) = 𝐵 ·𝑂 (𝛼−1) ; lim
𝛼→∞

𝐻12 (𝛼) = −𝐵1 ·𝑂 (𝛼−1) ,

де 𝐴,𝐴1, 𝐵,𝐵2 – величини, що характеризують початковий (залишковий)
напружено-деформований стан у пружнiй смузi, якi визначаються для стисли-
вих i нестисливих тiл у випадку конкретної структури пружних потенцiалiв
згiдно [2, 7, 16].

Якщо врахувати значення суми [1, 3]:
∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝑥

𝑘
= − ln

⃒⃒⃒
2 sin

𝑥

2

⃒⃒⃒
,

то iнтеграли (3) i (4) можна подати у виглядi
∞∫︁

−∞

ℎ11 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 = −𝐴
2𝑙
𝑃0 +

𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜏) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡+

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

}︂
𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂, (5)

∞∫︁
−∞

ℎ22 (|𝑦1 − 𝜏 |) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 = −𝐴1

2𝑙
𝑄0 −

𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜏) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂+

+
1

𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

∞∑︁
𝑘=1

{︂[︂
𝐻22

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

}︂
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂.

Врахувавши (4) та значення суми [1, 3]
∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝑦1
𝑘

=
𝜋 − |𝑦1|

2
sin 𝑞𝑦1, (−2𝜋 < 𝑦 < 2𝜋)

iнтеграли (5) можна записати у виглядi таких формул:
∞∫︀

−∞
ℎ12 (𝑦1 − 𝜏) 𝑞 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

{︂
∞∑︀
𝑘=1

[︀
𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
+ 𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︀
sin
[︀
sin 𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︀}︂
𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂−
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−𝐵1

2𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜏) sin 𝑞 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂 +
𝐵1

2𝑙

[︀
𝑄0𝑦1 − �̄�0

]︀
; |𝑦1| ≤ 𝑎, (6)

∞∫︀
−∞

ℎ21 (𝑦1 − 𝜏) 𝑝 (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 1
𝑙

𝑎∫︀
−𝑎

{︂
∞∑︀
𝑘=1

[︀
𝐻12

(︀
𝜋𝑘
𝑙

)︀
+ 𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︀
sin
[︀
𝜋𝑘
𝑙

(𝑦1 − 𝜂)
]︀}︂

𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂−

−𝐵1

2𝑙

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜏) sin 𝑞 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂 +
𝐵1

2𝑙
[𝑃0𝑦1 −𝑀0] ; |𝑦1| ≤ 𝑎

при

�̄�0 =

𝑎∫︁
−𝑎

𝑥𝑞 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑀0 =

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑥𝑝 (𝑥) 𝑑𝜉.

Виконаємо пiдстановку значень (4), (5) та (6) у (1) i знайдемо перемiщення
граничних точок в областi контакту 𝑦1 ∈ [−𝑎, 𝑎] на межi 𝑦2 = 0 пружної смуги
з початковими (залишковими) напруженнями.

𝑢1 (𝑦1) = −𝐵
𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) ln
[︁
2 sin

𝜋

2𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︁
𝑑𝜂 − 𝐵1

2
+

𝑎∫︀
−𝑎

𝐿12 (|𝑦1 − 𝑡|) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +
𝑎∫︀

−𝑎

𝐿12 (|𝑦1 − 𝑡|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂−

− 1
2𝑙

[︀
𝐵1

(︀
𝑄0𝑦 − �̄�0

)︀
− 𝐴𝑃0

]︀
, |𝑦1| < 𝑎

(7)

𝑢2 (𝑦1) = −𝐵
𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) ln
[︁
2 sin

𝜋

2𝑙
(𝑦1 − 𝜂)

]︁
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑁12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +
1

2𝑙
[𝐵1 (𝑃0𝑦 −𝑀0) − 𝐴1𝑄0] .

Введемо позначення

𝐿11 (|𝑦1 − 𝜂|) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻11

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) ,

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻12

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵1𝑙

𝜋𝑘

]︂
sin

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) ,

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) =
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

[︂
𝐻22

(︂
𝜋𝑘

𝑙

)︂
+
𝐵𝑙

𝜋𝑘

]︂
cos

𝜋𝑘

𝑙
(𝑦1 − 𝜂) .
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Для того, щоб одержати вихiднi функцiональнi рiвняння, з яких визначаю-
ться невiдомi контактнi напруження, пiдставимо (7) в (1), одержимо наступну
систему сингулярних iнтегрально-диференцiйних рiвнянь.

𝐷
𝑑4

𝑑𝑦41

{︂
𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) ln

⃒⃒⃒⃒
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿11 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 +

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂+

+
1

2𝑙

[︀
𝐵1

(︀
𝑄0𝑦1 − �̄�0

)︀
− 𝐴𝑃0

]︀}︀
= 𝑝 (𝑦1) − 𝑝0 (𝑦1) ,

𝑑

𝑑𝑦1
=

{︂
𝐵

𝜋

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 ln

[︂
2 sin

𝜋

𝑙

(︂
𝑦1 − 𝜂

2

)︂]︂
𝑑𝜂 − 𝐵1

2

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑠𝑖𝑞𝑛 (𝑦1 − 𝜂) 𝑑𝜂+

+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿22 (|𝑦1 − 𝜂|) 𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂+

𝑎∫︁
−𝑎

𝐿12 (𝑦1 − 𝜂) 𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂+
1

2𝑙
[𝐵0 (𝑃0𝑦 −𝑀0) − 𝐴1𝑄0]} =

=
1

𝐸1ℎ

𝑎∫︁
−𝑎

[𝑞 (𝜂) − 𝑞0 (𝜂)] 𝑑𝜂, |𝑦1| ≤ 𝑎.

Ця система розв’язується при таких граничних умовах:
при 𝑦1 = 𝑎

𝑎∫︁
−𝑎

𝜂𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑀0;

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑄0;

𝑎∫︁
−𝑎

𝑝 (𝜂) 𝑑𝜂 = 𝑃0. (8)

Систему сингулярних iнтегральних рiвнянь можна спростити аналогiчно, як
i у [1, 6, 17], ввiвши новi функцiї.

𝑋 (𝜏) = 𝑝 (𝜏) + 𝑖𝑞,

𝑝 (𝜏) = 𝑝

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑃0

, 𝑞 (𝜏) = 𝑞

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑄0

, (9)

𝑝0 (𝜏) = 𝑝

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑃0

, 𝑞0 (𝜏) = 𝑞0

(︂
𝑙𝜏

𝜋

)︂
1

𝑄0

.

Пiсля складних громiздких перетворень i замiни змiнних

𝜋

𝑙
𝑦1 = 𝜏,

𝜋

𝑙
𝜂 = 𝜉.

одержимо

𝛽1𝑋 (𝜏) +

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑋 (𝜏) 𝑐𝑡𝑞
𝜏 − 𝜉

2
𝑑𝜏 −

∫︁ 𝑎

−𝑎

�̃�11 (𝜏 − 𝜉)𝑋 (𝜏) 𝑑𝜏−
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−𝑖
∫︁ 𝑎

−𝑎

�̃�12 (𝜏 − 𝜉)𝑋 (𝜏) 𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑎

−𝑎

�̃�22 (𝜏 − 𝜉) �̃� (𝜏) 𝑑𝜏− (10)

−
𝑎∫︁

−𝑎

[︀
𝛽2 (𝜏 − 𝜉)2 − 𝛽3

]︀
�̃� (𝜏) 𝑑𝜏 −

𝑎∫︁
−𝑎

[𝛽2 (𝜏 − 𝜉) + 𝛽3] �̃� (𝜏) 𝑑𝜏 =

= 𝑖
[︁
2𝛽3�̃�1 (𝜏) + 𝜆4

]︁
𝑑𝜏 − 2𝛽2�̃�1 (𝜏) + 𝐶.

Величини �̃�𝑖𝑗 (𝜏) , 𝛽𝑖 – визначають початковий (залишковий) напружений
стан, обчислюються для стисливих i нестисливих тiл у випадку пружних по-
тенцiалiв конкретної структури для рiвних i нерiвних коренiв визначального
рiвняння згiдно [2, 3, 7].

Отже розв’язок поставленої задачi зведено до розв’язку сингулярного
iнтегрально-диференцiального рiвняння (10) з ядром Гiлберта. Розв’язок рiв-
няння будемо шукати у виглядi рядiв вiд функцiї Якобi [1, 2, 7].

𝑋 (𝜏) = 𝑤 (𝜏)
∞∑︁
𝑛=1

�̃�𝑛𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛

(︂
ctg

𝛿

2
tg
𝜏

2

)︂
, |𝜏 | < 𝛿, (11)

а функцiю ваги 𝑤 (𝜏) вiзьмемо у виглядi

𝑤 (𝜏) = sec
𝜏

2

(︂
sin

𝛿 − 𝜏

2

)︂𝛼(︂
sin

𝛿 + 𝜏

2

)︂𝛽

,

𝛼 = −1

2
− 𝑖𝛼1; 𝛽 = −1

2
+ 𝑖𝛼1; , 𝛼1 =

ln (3 − 4𝑐44)

2𝜋
.

Вiдмiтимо, що �̃�𝑛 – нескiнченний ряд невiдомих комплексних коефiцiєнтiв,
якi потрiбно визначити. Для їх визначення пiдкладемо значення (11) в рiвняння
(9). В результатi, використовуючи властивостi ортогональностi функцiї Якобi
[1, 3, 12], для визначення невiдомих величин𝑋𝑚, одержимо нескiнченну систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝑙𝑚�̃�𝑛 +
∑︀∞

𝑛=1

[︁
𝑃

(1)
𝑚,𝑛�̃�𝑛 + 𝑃

(2)
𝑚,𝑛�̄�𝑛

]︁
=

= −
[︁
𝑃

(1)
𝑚 �̃�0 + 𝑃

(2)
𝑚 �̄�0 + 𝑃

(3)
𝑚 +𝑅 · 𝑃 (1)

𝑚

]︁
, (𝑚 = 1, 2, . . .) .

(12)

У (12) введено позначення [1, 6]
Для розв’язку системи (12) числовим методом, визначимо коефiцiєнт �̄�0 i

сталу 𝑅, що входять у праву частину (12). Коефiцiєнт �̄�0 знаходимо iз першої
граничної умови (8).

�̄�0 =
ch𝜋𝛼1 · cos 𝛿

2

2𝑙

(︂
1 + 𝑖

𝑄0

𝑃0

)︂
.

Сталу 𝑅 знаходимо iз системи алгебраїчних рiвнянь (12).
Система (12) квазiрегулярна, оскiльки суми

𝑃𝑚 = 𝑙𝑚𝑚
4
∑︁ 1

𝑛𝜀

[︀⃒⃒
𝑃 (1)
𝑚,𝑛

⃒⃒
+
⃒⃒
𝑃 (2)
𝑚,𝑛

⃒⃒]︀
(𝑚 = 1, 2, . . .)
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та вiльний член (12) мають порядок при 𝑚 → ∞, 𝑂
(︁
𝑚− 1

2
+2
)︁
. Це означає, що

коефiцiєнт матрицi системи швидко спадає iз зростанням𝑚 i 𝑛 вiд дiагональних
елементiв. Отже, систему (12) можна розв’язати вiдомими числовими методами.

5. Аналiз числових результатiв. Для реалiзацiї числового результату
розглянемо випадок, коли всi перiодично розмiщенi накладки, якi пiдкрiплю-
ють пружну смугу з початковими (залишковими) напруженнями, навантаженi
тангенцiальною силою 𝑄0 (𝛼) = 𝑄.

Числовi результати отриманi з використанням комп’ютерної лiцензованої
програми Maplе 15, для потенцiалiв у випадку рiвних коренiв визначального рiв-
няння [2 – 4, 16] (гармонiчного потенцiалу та потенцiалу Бартенєва-Хазановича);
та у випадку нерiвних коренiв [2 – 4, 17] (потенцiалу Трелоара). При обчисленнi
використовувалися параметри таких матерiалiв [2, 4], 𝐶𝑎 0, 𝑆1, 𝑁𝑎 0, 𝑆2 – пру-
жнi накладки; 𝐶𝑢 0,06, 𝐹𝑒 0,045 – пружна смуга з початковими (залишковими)
напруженнями.

На рис. 2–4 проiлюстровано вплив початкових (залишкових) напружень у
пружнiй смузi на закон розподiлу контактних напружень пiд перiодично розмi-
щеними накладками вiд дiї тангенцiальної сили 𝑞0 (𝑦1) = 𝑄0 для безрозмiрних
величин (12).

Рис. 2. Розподiл контактних
напружень

Рис. 3. Розподiл контактних
напружень

На рис. 2–4 показано розмiщення кривих для значення параметра
𝜆1 = 1,3; 1,2; 1,1; 1; 0,9; 0,8; 0,7, що характеризує початковий (залишковий)
напружено-деформований стан. Пунктирна лiнiя вiдповiдає пружнiй смузi без
початкових (залишкових) напружень (𝜆1 = 1), тобто вiдображає розв’язок ана-
логiчної задачi у рамках класичної теорiї пружностi [1, 2].

6. Висновки. На основi проведеного числового аналiзу можна зробити
висновок про те, що закономiрнiсть впливу початкових напружень у пружнiй
смузi на розподiл контактних тангенцiальних напружень iстотним чином зале-

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика



ДОСЛIДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ ПРИ ПЕРIОДИЧНОМУ . . . 165

Рис. 4. Розподiл контактних напружень

жить вiд структури пружного потенцiалу в смузi.
Бiльш iстотний вплив кiлькiсного характеру початковi напруження мають

у високо еластичних матерiалах, порiвняно з жорсткими, а якiсний вплив –
спiвпадає. Причому, при стиску (𝜆1 < 1) контактнi напруження зменшуються,
а у випадку розтягу (𝜆1 > 1) збiльшуються. Цей результат можна ефективно
використовувати для регулювання контактних характеристик при розрахунку
конструкцiй на мiцнiсть.

Список використаної лiтератури
1. Саркисян В. С. Контактные задачи для полуплоскостей и полос с упругими накладками.

Ереван : Изд. Ереван. ун-та, 1983. 260 с.
2. Гузь О. М., Бабич С. Ю., Рудницький В. Б. Контактна взаємодiя пружних тiл з поча-

тковими напруженнями. Київ : Вища шк., 1995. 305 с.
3. Гузь А. Н., Бабич С. Ю., Глухов Ю. П. Смешанные задачи для упругого основания с

начальными напряжениями. Германия : Saarbrücken LAPLAMBERT Academic Publishing,
2015. 468 c.

4. Yaretska N. O. Mathematical model and solution of spatial contact problem for prestressed
cylindrical punch and elastic layer. Innovative paradigm of the development of modern physical-
mathematical sciences: Collective monograph. Riga, Latvia : “Baltija Publishing”, 2022. Р. 261–
295.

5. Babich S. Yu., Guz A. N., Rudnitsky V. B. Contact problems for prestressed elastic bodies and
rigid and elastic punches. International Applied Mechanics. 2004. Vol. 40, № 7. P. 744–765.

6. Babich. S. Yu., Dikhtyaruk N. N., Degtyar S. V. Contact Problem for Two Identical Stri-
ps Reinforced by Periodically Arranged Fasteners with Initial Stresses. International Applied
Mechanics. 2019. Vol. 55, № 6. Р. 629–635.

7. Дiхтярук М. М. Визначення функцiї впливу для пружної смуги з початковими (залишко-
вими) напруженнями. Пр. 4-го Мiжнародного симпозiуму з трибофатики (ISTF), (м. Тер-
нопiль, Україна, 23–27 вересня 2002 р.). Вiдп. ред. В. Т. Трощенко. Тернопiль : Терноп.
держ. техн. ун-т iм. Iвана Пулюя, 2002. С. 426–431.

8. Дiхтярук М. М. Перiодична контактна задача для пружної смуги з початковими (зали-
шковими) напруженнями. Доповiдi НАН України, 2004. № 3. С. 46–49.

9. Rudnitsky V. B., Dikhtyaruk N. N. A prestressed elastic strip with elastic reinforcements.

Наук. вiсник Ужгород. ун-ту, 2022, том 40, № 1 ISSN 2616-7700 (print), 2708-9568 (online)



166 М. М. ДIХТЯРУК, Н. О. ЯРЕЦЬКА, О. А. КРАВЧУК

International Applied Mechanics. 2002. Vol. 38, № 11. P. 1354–1360.
10. Babich. S. Yu., Dikhtyaruk N. N. Load transfer from an infinite inhomogeneous stringer to an

elastic strip clamped by one face with initial stresses. International Applied Mechanics. 2020.
Vol. 56, № 6. Р. 346–356.

11. Dikhtyaruk N. N. Load transfer from the infinite stringer to the two jammed along one edge
identical stripes with initial (residual) stresses. Scientific journal of the Ternopil national
technical university. 2016. Vol. 83, № 3. P. 51–61.

12. Dikhtyaruk N. N. Equilibrium of a Prestressed Strip Reinforced with Elastic Plates. Internati-
onal Applied Mechanics. 2004. Vol. 40, № 3. P. 290–296.

13. Rudnitsky V. B., Dikhtyaruk N. N. Interaction Between an Infinite Stringer and Two Identical
Prestressed Strips: Contact Problem. International Applied Mechanics. 2017. Vol. 53, № 2.
P. 149–155.

14. Babych S. Y., Yarets’ka N. O. Contact Problem for an Elastic Ring Punch and a Half-Space
with Initial (Residual) Stresses. International Applied Mechanics. 2021. Vol. 57. № 3. Р. 297–
305.

15. Рудницкий В. Б., Дихтярук Н. Н. Упругая полоса с начальными напряжениями, усилен-
ная упругими накладками. Прикладна механiка. 2002. Вип. 38, № 11. С. 81–88.

16. Yaretskaya N. A. Three-Dimensional Contact Problem for an Elastic Layer and a Cylindrical
Punch with Prestresses. International Applied Mechanics. 2014. Vol. 50, № 4. P. 378–388.

17. Yaretskaya N. F. Contact Problem for the Rigid Ring Stamp and the Half-Space with Initial
(Residual) Stresses. International Applied Mechanics. 2018. Vol. 54, № 5. P. 539–543.

Dikhtiaruk N. N., Yarets’ka N. O., Kravchuk O. A. Investigation of contact
interaction with periodic reinforcement of pre-stressed strip with thin sustaining
elements.

The qualitative and quantitative influence of initial (residual) stresses on the law of dis-
tribution of contact characteristics at interaction of elastic finished overlays (stringers), at
their placement, with a preliminary tension strip is investigated. The study was performed
within the framework of the linearized theory of elasticity for compressible and incompress-
ible bodies. Fourier integral methods, methods for solving harmonic differential equations,
singular integral-differential equations and numerical methods were used. We make the as-
sumption that the elastic band with initial (residual) stresses is in the conditions of plane
deformation. Also, for an elastic lining loaded with both vertical and horizontal forces,
the generally accepted model of beam bending in combination with the model of uniaxial
stress-strain state of the elastic lining is valid. A singular integral-differential equation with
the Gilbert kernel was derived, which allows us to solve this problem. We find the ana-
lytical solution of the equation in the form of series from the Jacobi function. Numerical
studies were performed for materials with elastic potentials of harmonic type (compress-
ible bodies) and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and Treloar (incompressible
bodies). Numerical studies have been performed for materials with elastic potentials of
harmonic type (compressible bodies) and elastic potentials of Bartenev-Khazanovich and
Treloir (incompressible bodies). We have considered the case when all periodically placed
pads that support the elastic band with the initial (residual) stresses were loaded with
tangential force. Analysis of numerical results shows a significant effect of pre-stressed
deformed state on the distribution of contact characteristics of the periodically reinforced
strip with thin reinforcing elements. The results obtained can be used for engineering
calculations for the strength and durability of structures, taking into account the initial
(residual) stresses for a wide range of structural materials.

Keywords: stress-strain state, initial (residual) stresses, Jacobi function, Fourier trans-
form.
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