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ЗАДАЧА ЛЕКСИКОГРАФIЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ З
АЛЬТЕРНАТИВНИМИ КРИТЕРIЯМИ ТА IНТЕРВАЛЬНИМИ

ОБМЕЖЕННЯМИ ДОПУСТИМОСТI

Розглядається лексикографiчна задача багатокритерiальної оптимiзацiї, у якiй на
деякi з критерiїв накладено додатковi умови допустимостi як умови знаходження зна-
чення критерiю в одному з наперед заданих iнтервалiв. Для розв’язання такого роду
задач запропоновано пiдхiд до знаходження оптимальних розв’язкiв шляхом зведення
їх до задач скалярної оптимiзацiї з використанням вiдповiдних коефiцiєнтiв зваженої
згортки критерiїв.

Ключовi слова: багатокритерiальна оптимiзацiя, задача лексикографiчної оптимi-
зацiї, альтернативнi критерiї, умови допустимостi критерiїв.

1. Вступ. Багато задач прийняття рiшень можуть бути описанi з використа-
нням деяких критерiїв, якi задають особи, що приймають рiшення. Наявнiсть
критерiїв дозволяє описувати конфiгурацiї взаємозв’язкiв субординацiй, визна-
чених на множинi критерiїв, i отримувати вiдповiднi задачi багатокритерiальної
оптимiзацiї ([1]). Розглянемо задачу прийняття рiшень, де множину допустимих
розв’язкiв 𝑋 ⊂ R𝑛 задано з використанням системи лiнiйних рiвнянь i нерiвно-
стей

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (1)

𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2)

𝜌1 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. (3)

Прийняття рiшень здiйснюється з використанням однорiдних критерiїв 𝜅𝑖,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 з лiнiйними критерiальними функцiями

𝑐𝑖 (𝑥) = 𝑐𝑖1𝑥1 + 𝑐𝑖2𝑥2 + . . .+ 𝑐𝑖 𝑛𝑥𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (4)
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та шкалою з введеним на нiй порядком вiддачi переваги «бiльше». Тобто згiдно
з критерiєм 𝜅𝑖 альтернатива 𝑥 ∈ 𝑋 є кращою за альтернативу 𝑦 ∈ 𝑌 , якщо i
тiльки якщо 𝑐𝑖 (𝑥) > 𝑐𝑖 (𝑦). Не зменшуючи загальностi мiркувань будемо вважа-
ти, що

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (5)

2. Задача лексикографiчної оптимiзацiї. Нехай на множинi критерiїв
𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 згiдно з певними правилами задано субординацiю строгого ран-
жування 𝑅𝑔. Будемо вважати, що вiдносна важливiсть критерiю 𝜅𝑖 є бiльшою
за вiдносну важливiсть критерiю 𝜅𝑗 тодi i тiльки тодi, коли 𝑖 < 𝑗. Тодi згiдно з
[1] одержуємо задачу лексикографiчної оптимiзацiї

max 𝐿𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (6)

𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 де
𝑐 (𝑥) = (𝑐1 (𝑥) , 𝑐2 (𝑥) , . . . , 𝑐𝑞 (𝑥)) .

Дана задача є всебiчно вивченою ([1]), i для неї iснує ряд ефективних ме-
тодiв розв’язання, тому зведення до такого роду задач завжди призводить до
спрощення пiдходiв знаходження множини оптимальних розв’язкiв.

3. Задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями. Нехай у задачi (5) на критерiї 𝜅𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 введено так званi умови
допустимостi ([2]), що ґрунтуються на введеннi додаткового мiнiмального значе-
ння для критерiальної функцiї 𝑚𝑖, при досягненнi якого критерiй залишається
допустимим

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (7)

При порушеннi даної умови критерiй є недопустимим i повинен бути виклю-
ченим з розгляду. Якщо на деякий з критерiїв 𝜅𝑙 додаткової умови не накладено,
то вiдповiдне обмежуюче значення 𝑚𝑙 = 0.

Задача знаходження оптимального розв’язку з додатковими обмеженнями
допустимостi i вимогою знаходження оптимального розв’язку, який дозволяє
знаходити максимально можливе значення допустимого критерiю якнайбiль-
шого рангу, є задачею лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями ([2]). Тобто задачею

max 𝐿𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (8)

де 𝑋 — це множина допустимих розв’язкiв 𝑋 доповнена обмеженнями допусти-
мостi критерiїв.

У [2] доведено, що задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними
критерiями (8) може бути зведена до задачi максимiзацiї

𝑧 (𝑥) =

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑐𝑖 (𝑥) → max, (9)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (10)
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𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (11)

𝑐𝑖 (𝑥) ≥ 𝑚𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (12)

𝛼𝑖 = 𝛼𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (13)
𝑞∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, (14)

𝑦𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞. (15)

Тут числа 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞 вибрано згiдно з правилами [2–4] так, що функцiонал

𝑓 (𝑥) = 𝛼1𝑐1 (𝑥) + 𝛼2𝑐2 (𝑥) + . . .+ 𝛼𝑞𝑐𝑞 (𝑥) , (16)

задає лексикографiчний порядок вiддачi переваги на множинi крайнiх точок
допустимої множини 𝑋 i розв’язок задачi

max 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (17)

є розв’язком задачi лексикографiчної оптимiзацiї (6).
Змiст змiнних 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞 задається так

𝑦𝑗 =

{︃
1, якщо вибираємо 𝑗-товий критерiй,

0, якщо не вибираємо 𝑗-товий критерiй,
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞. (18)

4. Задача лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними крите-
рiями та iнтервальними обмеженнями допустимостi. Розглянемо ви-
падок, коли, на вiдмiну вiд задачi лексикографiчної оптимiзацiї з альтерна-
тивними критерiями з умовами допустимостi (7), на деякi критерiї 𝜅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐻,
накладаються умови допустимостi, що можуть мiстити декiлька iнтервалiв

𝑝𝑖𝑙 ≤ 𝑐𝑖 (𝑥) ≤ ℎ𝑖𝑙, 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖, (19)

де
𝑝𝑖𝑙, ℎ

𝑖
𝑙 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖. (20)

Тобто, критерiй 𝜅𝑖, 𝑖 ∈ 𝐻 вважається допустимим, якщо виконується одна
з умов (19). Якщо не виконується жодна з умов (19), то критерiй вважається
недопустимим i повинен бути виключений з подальшого розгляду.

Задачу знаходження оптимального розв’язку з додатковими обмеженнями
допустимостi (19) i вимогою знаходження оптимального розв’язку, який дозво-
ляє знаходити максимально можливе значення допустимого критерiю якнай-
бiльшого рангу, назвемо задачею лексикографiчної оптимiзацiї з альтернатив-
ними критерiями з iнтервальними обмеженнями допустимостi. Позначимо таку
задачу

max 𝐿𝑎𝑙𝑡𝑐 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑋, (21)

де 𝑋 — множина допустимих розв’язкiв 𝑋доповнена обмеженнями допустимо-
стi (19).

Нехай числа 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞, як i ранiше вибрано згiдно з правилами [2] так, що
функцiонал (16) задає лексикографiчний порядок вiддачi переваги на множинi
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крайнiх точок допустимої множини 𝑋. Змiннi 𝑦𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞 задаються, як
у (18).

Розглянемо задачу

𝑔 (𝑥) = 𝛼1𝑐1 (𝑥) + 𝛼2𝑐2 (𝑥) + . . .+ 𝛼𝑞𝑐𝑞 (𝑥) → max, (22)

на допустимiй множинi, що задається обмеженнями

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (23)

𝑥𝑗 ≥ 𝜌𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (24)

𝑝𝑖𝑙𝑦
𝑖
𝑙 ≤ 𝑐𝑖 (𝑥) ≤ ℎ𝑖𝑙𝑦

𝑖
𝑙 + (1− 𝑦𝑖𝑙)𝑐

sup
𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖, (25)

𝑦𝑖 ≤
𝑞𝑖∑︁
𝑙=1

𝑦𝑖𝑙 , 𝑖 ∈ 𝐻, (26)

𝛼𝑖 = 𝛼𝑖𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (27)
𝑞∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 1, (28)

𝑦𝑖 ∈ {0, 1} , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑞, (29)

𝑦𝑖𝑙 ∈ {0, 1} , 𝑖 ∈ 𝐻, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑞𝑖. (30)

Величини 𝑐sup𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐻 — верхня межа значень критерiальної функцiї критерiю
𝜅𝑖 на множинi допустимих розв’язкiв 𝑋.

Теорема 1. Розв’язок задачi (22)–(30) є розв’язком задачi (21).

Доведення. Проведемо доведення методом вiд супротивного. Нехай 𝑥* —
оптимальний розв’язок задачi (22)–(30) i вiн вiдповiдає допустимому критерiю
𝜅𝑙

*
зi значенням критерiальної функцiї 𝑐𝑙* . Припустимо, що вiн не розв’язком

задачi лексикографiчної оптимiзацiї з альтернативними критерiями з iнтерваль-
ними обмеженнями допустимостi (21). Тобто iснує такий допустимий критерiй
𝜅𝑘 з оптимальним розв’язком 𝑥̂𝑘 ∈ 𝑋 i значенням 𝑐𝑘, що 𝑘 < 𝑙* (тобто ранг
критерiю 𝜅𝑘 є вищим за критерiй 𝜅𝑙

*
).

Якщо 𝑥* є оптимальним розв’язком, то вiдповiдне значення 𝑦𝑙* = 1 i 𝛼𝑙* =
𝛼𝑙* . А отже, враховуючи обмеження (25)–(30), одержуємо, що

𝑔 (𝑥*) = 𝛼𝑙*𝑐𝑙* (𝑥
*) .

Аналогiчно, якщо припустити, що критерiй 𝜅𝑘 є допустимим у 𝑥̂𝑘 ∈ 𝑋, то
𝑦𝑘 = 1 i 𝛼𝑘 = 𝛼𝑘. Тодi

𝑔
(︀
𝑥̂𝑘
)︀
= 𝛼𝑘𝑐𝑘

(︀
𝑥̂𝑘
)︀
.

Враховуючи вибiр коефiцiєнтiв 𝛼1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑞, одержуємо

𝑔
(︀
𝑥̂𝑘
)︀
> 𝑔 (𝑥*) .

Одержане протирiччя доводить теорему.
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За умови, коли потрiбно знайти оптимальний розв’язок з використанням 𝑟
допустимих критерiїв якнайвищого рангу, обмеження (28) повинно бути замi-
нено обмеженням

𝑞∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 = 𝑟. (31)

У випадку, коли обмеження ставиться тiльки на допустимiсть критерiїв, а
не на їх кiлькiсть, то обмеження (28) повинно бути виключено з розгляду.

5. Висновки. У роботi розглянуто один з випадкiв, коли у задачi лекси-
кографiчної оптимiзацiї на деякi з критерiїв накладено умови допустимостi з
iнтервальними обмеженнями. Наявнiсть такого роду обмежень не дозволяє за-
стосувати вiдомi ефективнi методи лексикографiчної оптимiзацiї. Для знахо-
дження розв’язкiв запропоновано пiдхiд, заснований на використаннi коефiцi-
єнтiв додатної лiнiйної згортки критерiїв, якi дозволяють будувати скалярнi
згортки критерiїв, що наводять порядок вiддачi переваги, еквiвалентний лекси-
кографiчному на множинi крайнiх точок допустимої множини. Такий пiдхiд
дозволяє зводити розглядувану задачу до задачi скалярної оптимiзацiї i засто-
сувати вiдомi ефективнi методи.
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Bryla A. Yu., Kuzka O. I., Pohoriliak O. O. The Lexicographic Optimization
Problem with alternative criteria and interval admissibility conditions.

The Lexicographic Multi-Criteria Optimization Problem with additional criteria’s ad-
missibility conditions is considered. The admissibility conditions are satisfied if the cri-
terion’s value belongs to one of the predetermined intervals. To solve the problem an
approach of finding optimal solutions by reducing them to scalar optimization problems
using the appropriate coefficients of the weighted convolution of criteria is proposed.
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alternative criteria, criterion’s admissibility conditions.
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