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АСИМПТОТИЧНЕ ОЦIНЮВАННЯ СТАНУ ТА ЖОРСТКОСТI
ОСЦИЛЯТОРА ВАН ДЕР ПОЛЯ

Розглянуто задачу спостереження та iдентифiкацiї математичної моделi осцилятора ван дер По-
ля. Шуканi невiдомi характеризують швидкiсть коливань та жорсткiсть осцилятора. Такi моделi
виникають при спрощеному моделюваннi багатьох складних фiзичних, бiологiчних нелiнiйних
процесiв, що мають циклiчний характер i для яких актуальною є задача вiдновлення характери-
стик коливань в режимi реального часу за даними вимiрювань. Для побудови вiдповiдних схем
спостереження та iдентифiкацiї використано метод синтезу iнварiантних спiввiдношень, розроб-
лений для розв’язку обернених задач математичної теорiї керування. Метод дозволяє формувати
скiнченнi спiввiдношення, якi визначають шуканi невiдомi як функцiї вiд вiдомих величин на
траєкторiях дослiджуваної системи в процесi її функцiювання. Для вихiдної задачi побудовано
нелiнiйний спостерiгач та iдентифiкатор, за допомогою яких знаходяться асимптотичнi оцiнки
шуканого параметра i повного фазового вектора за даними про залежнiсть вiд часу положення
осцилятора ван дер Поля.
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1. Вступ.
У багатьох прикладних дослiдженнях фiзики, бiологiї та iнших наук в якостi

наближеною моделi складних нелiнiйних процесiв використовується пiдхiд, який
засновано на концепцiї модельних рiвнянь. В основi такої концепцiї лежить поло-
ження про те, що невелике число характерних типiв рухiв (патернiв), властивих
простим математичним моделям та/або їх комбiнацiям, дає ключ до розумiння
природи багатьох складних явищ. При цьому апрiорi передбачається, що все фi-
зичне рiзноманiття динамiчних взаємозв’язкiв в дослiджуванiй системi може бути
представлено у формi досить простих модельних рiвнянь. Оскiльки такi базовi
моделi окремо добре вивченi та їх параметри мають фiзичну iнтерпретацiю, то це
сприяє якiсному дослiдженню на цiй основi складних систем рiзної природи.

Примiром, у багатьох прикладних дослiдженнях коливальний рух рiзних си-
стем, який має явно виражений нелiнiйний характер, моделюється системою, що
складається з одного або декiлькох пов’язаних мiж собою осциляторiв ван дер
Поля [1]. Системи такого роду досить широко представленi, наприклад, при до-
слiдженнi та моделюваннi бiологiчних функцiй органiзму, таких як серцева дiяль-
нiсть, дихання, локомоторна активнiсть [2], [3]. У зв’язку з появою пристроїв, якi
вiдстежують i регулюють стан та параметри патернiв живих органiзмiв, задача
визначення в реальному масштабi часу характеристик таких систем за результа-
тами вимiрювання вихiдних сигналiв є актуальною [4], [5]. Проблеми iдентифiка-
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цiї параметрiв коливальних пристроїв виникають також у зв’язку з розвитком
рiзних технiчних смарт-систем. Зокрема, в сучасних iнтелектуальних електронно-
обчислювальних MEMS-системах широко застосовуються мiнiатюрнi електроме-
ханiчнi елементи, резонатори - нелiнiйнi осцилятори з параметрами, якi треба на-
лаштовувати [6].

Одна iз притаманних для таких ситуацiй задача про визначення характеристик
модельної системи, а саме, задача знаходження повного вектора стану та iден-
тифiкацiї параметра, що характеризує жорсткiсть пружини осцилятора ван дер
Поля за iнформацiєю про рух, розглянута в данiй статтi. Для отримання асимп-
тотичних оцiнок невiдомих використовується розроблений в аналiтичнiй механiцi
метод iнварiантних спiввiдношень [7], модифiкацiя якого в задачах математичної
теорiї керування дозволяє синтезувати додатковi зв’язки мiж вiдомими i невiдоми-
ми величинами [8]. Метод не передбачає лiнеаризацiї вихiдної системи i є суттєво
нелiнiйним.

2. Задача визначення характеристик осцилятора ван дер Поля.
Розглянемо рiвняння ван дер Поля, якi описують процес релаксацiйних коли-

вань [1]
s̈+ µ(1− s2)ṡ+ ω2s = 0. (1)

Тут s – вiдхилення точки вiд положення рiвноваги, µ - коефiцiєнт при нелiнiй-
нiй складовiй рiвняння, який характеризує величину змiнного демпфiрування,
µ > 0. Режим µ = 0 вiдповiдає коливанням без тертя i описується рiвнянням гар-
монiчного осцилятора з власною частотою ω. Однiєю iз задач, що виникають при
вивченнi та спрощеному моделюваннi нелiнiйних коливальних процесiв за допомо-
гою осциляторних систем, в припущеннi, що значення s(t) доступнi вимiрюванню,
є задача визначення невiдомої компоненти фазового вектора ṡ(t) – швидкостi ко-
ливань i параметра ω – жорсткостi осцилятора.

Позначимо s1 = s, s2 = ṡ i перепишемо (1) у виглядi системи

ṡ1 = s2,

ṡ2 = −ω2s1 + µ(1− s21)s2,

y = s1(t).

(2)

Розглянемо задачу знаходження невiдомих s2(t) i ω як класичну задачу спо-
стереження i одночасної iдентифiкацiї системи (2) за вiдомою iнформацiєю про
рух, y(t) = s1(t) [9]. Такою iнформацiєю є вихiд - функцiя y(t), а також тi ве-
личини, якi можуть бути отриманi з використанням тiльки лише значень вихiду.
Зокрема, далi вiдомим будемо вважати будь-яке рiшення задачi Кошi для системи
диференцiальних рiвнянь

ξ̇ = U(ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ Rp, p > 1, (3)

в якiй функцiї U(ξ, x1) задовольняють умовам теорем iснування та єдиностi рiшень
для t ∈ [0,∞).
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Застосовуючи до системи (2) перетворення Лiенара [10]

x1 = s1, x2 = s2 + µ(s31/3− s1), (4)

отримуємо систему

ẋ1 = x2 + µ(x1 − x31/3),

ẋ2 = −ω2x1,

y = x1(t).

(5)

Оскiльки: вихiд системи (2) s1(t) збiгається з x1(t)-вихiдом системи (5); шукана
змiнна s2 виражається через x2 за формулою s2 = x2 − µ(x31/3 − x1); параметр ω
один i той же для обох систем, то далi будемо розглядати таку задачу.

Задача. Знайти асимптотично точнi оцiнки змiнної x2(t) i параметра ω системи
(5) по вiдомим значенням виходу y = x1(t).

Достатньою умовою локальної спостережливостi та iдентифiкованостi [9] си-
стеми (5) є факт невиродження якобiєвої матрицi J = ∂(ẏ, ÿ)/∂(x2, ω), де похiднi
вiд функцiї виходу y(t) = x1(t) взятi в силу системи (5). Оскiльки detJ = −2ωx1,
то система є iдентифiкованою тiльки на iнтервалах знакосталостi x1(t). Тому далi
будемо вважати виконаним бiльш сильну умову iдентифiкованостi.

Припущення. Будемо вважати, що в процесi виконання сформульованої за-
дачi значення виходу вiдокремлено вiд нуля досить малою сталою δ > 0.

У загальному випадку природним є порушення умови |x1(t)| > δ. Тодi, якщо
виход не дорiвнює тотожно нулю, величина δ завжди може бути пiдiбрана так,
що iснує деяка послiдовнiсть часових iнтервалiв Tα, на кожному з яких умову
знакосталостi виходу x1(t) виконано. Пропонована нижче схема рiшення задачi
передбачає послiдовне полiпшення оцiнок шуканих невiдомих на кожному з таких
iнтервалiв.

3. Синтез додаткових спiввiдношень.
Для вирiшення вихiдної задачi спостереження та iдентифiкацiї будемо викори-

стовувати метод синтезу iнварiантних спiввiдношень, який дозволяє отримувати
в процесi функцiонування системи асимптотичнi оцiнки невiдомих [8]. Суть цьо-
го пiдходу полягає в динамiчному розширеннi вихiдної системи диференцiальних
рiвнянь (5) рiвняннями (3), де p дорiвнює 2 – числу невiдомих, а саме: функцiї
x2(t) i сталої ω. При цьому правi частини U(ξ, x1) пiдбираються таким чином, щоб
отримана розширена система диференцiальних рiвнянь (3), (5) допускала сiм’ю
iнварiантних спiввiдношень

Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2, (6)

з наступними властивостями:
1) Спiввiдношення (6) формують додатковi незалежнi рiвняння для невiдомих,

тобто rank ∂(F1,F2)
∂(x2,ω)

= 2;
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2) Вiдповiдний до рiвностей (6) iнварiантний многовид

M = {(x1, x2, ξ) ⊆ R2+p : Fi(x1, x2, ξ, ω) = 0, i = 1, 2}

має властивiсть глобального тяжiння для будь-яких рiшень розширеної системи
(3), (5). Iншими словами, на будь-якому рiшеннi

lim
t→∞

Fi(x1(t), x2(t), ξ(t), ω) = 0, i = 1, 2.

4. Iснування iнварiанних спiввiдношень.
Покажемо, що для даної задачi iнварiантнi спiввiдношення виду (6) iснують.

Щоб властивiсть 1) було виконано у всiй розглянутiй областi шукатимемо їх у
виглядi

F1(x1, x2, ξ, ω) = x2 − ξ1 −Ψ1(x1) = 0,

F2(x1, x2, ξ, ω) = ω2 − ξ2 −Ψ2(x1) = 0,
(7)

де ξ1(t), ξ2(t) є рiшеннями системи диференцiальних рiвнянь (3).
На функцiї Ψ1(x1),Ψ2(x1), U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) поки не накладаємо нiя-

ких обмежень, окрiм вимоги безперервної диференцiйованостi по своїх аргументах
у розглянутiй областi. Якщо цi функцiї обранi так, що спiввiдношення (7) стають
iнварiантними на даному рiшеннi, то тодi невiдомi x2(t), ω можуть бути знайденi
безпосередньо з рiвностей (7).

Твердження 1. Для будь-яких диференцiйовних функцiй Ψ1(x1), Ψ2(x1) iс-
нують керування U1(ξ1, ξ2, x1), U2(ξ1, ξ2, x1) такi, що рiвностi (7) виконуються
тотожно на деяких рiшеннях розширеної системи диференцiальних рiвнянь (3),
(5).

Доказ. Введемо змiннi ε1, ε2, якi характеризують невязку в формулах (7) на
рiшеннях системи (3),(5).

x2(t)− ξ1(t)−Ψ1(x1(t)) = ε1, ω2 − ξ2(t)−Ψ2(x1(t)) = ε2. (8)

Диференцiюючи (8) в силу системи (3), (5), отримуємо диференцiальнi рiвняння
для вiдхилень

ε̇1 = −U1 −Ψ′
1(x1)[ε1 + ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)]− x1(ε2 + ξ2 +Ψ2(x1),

ε̇2 = −U2 −Ψ′
2(x1)[ξ1 + ε1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)],

(9)

де знак ′ означає операцiю диференцiювання.
Щоб рiвностi (7) виконувалися тотожно на деяких рiшеннях системи диферен-

цiальних рiвнянь (3), (5) досить показати, що система диференцiальних рiвнянь
(9) допускає тривiальне рiшення ε1(t) = ε2(t) ≡ 0.

Для цього накладемо обмеження на частину вiльних функцiй, а саме: зафiк-
суємо вигляд правих частин допомiжньої системи диференiальних рiвнянь (3)

ξ̇1 = U1(ξ1, ξ2, x1) = −Ψ′
1(x1)[ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)]− x1(ξ2 +Ψ2(x1)),

ξ̇2 = U2(ξ1, ξ2, x1) = −Ψ′
2(x1)[ξ1 +Ψ1(x1) + µ(x1 − x31/3)].

(10)
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В результатi система диференцiальних рiвнянь для вiдхилень ε1, ε2 стає одно-
рiдною

ε̇1 = −Ψ1
′(x1)ε1 − x1ε2,

ε̇2 = −Ψ2
′(x1)ε1,

(11)

тобто вона допускає тривiальне рiшення. Твердження доведено.2

Таким чином, можна стверджувати, що для будь-яких Ψ1(x1),Ψ2(x1) початко-
вi значення ξ1(0), ξ2(0) в задачi Кошi для диференцiальних рiвнянь (10) можуть
бути обранi таким чином, що в момент t = 0 формули (7) стають вiрними рiвно-
стями. Зокрема, це означало б, що початковi значення для вiдхилень ε1(0) = ε2(0)
дорiвнюють нулю. В цьому випадку рiвностi (7) для цiєї траєкторiї розширеної
системи (3), (5) виконуються тотожно, утворюючи тим самим систему додаткових
рiвнянь, в яких єдиними невiдомими залишаються x2(t), ω.

У загальному випадку здiйснити такий вибiр ξ1(0), ξ2(0) не вдається, оскiльки
для цього необхiдно знати значення x2(0), ω, якi, власне, i є шуканими величина-
ми. Для того, щоб використовувати формули (7) для оцiнки x2(t), ω на будь-якому
рiшеннi системи (3), (5) потрiбно з множини функцiй Ψ1(x1),Ψ2(x1) вибрати такi,
при яких тривiальне рiшення системи (11) мало б властивiсть глобальної асимп-
тотичної стiйкостi.

5. Стабiлiзацiя вiдхилень.
Розглянемо задачу пiдбору поки ще невизначених функцiй Ψ1(x1),Ψ2(x1) з

метою забезпечення глобальної асимптотичної стiйкостi тривiального рiшення си-
стеми (11). Введемо позначення:

V1(x1) = −Ψ1
′(x1), V2(x1) = −Ψ2

′(x1)

i перепишемо систему (11) у виглядi

ε̇1 = V1(x1)ε1 − x1ε2,

ε̇2 = V2(x1)ε1.
(12)

В силу наявної свободи на вибiр функцiї Ψ1(x1),Ψ2(x1) будемо розглядати за-
дачу визначення функцiй V1(x1), V2(x1) як задачу синтезу управлiнь, за якими
тривiальне рiшення системи (12) стає глобально асимптотично стiйким.

Твердження 2. Нехай значення абсолютної величини виходу системи (5)
протягом всього процесу вимiрювань вiдокремленi вiд нуля, |x1(t)| ≥ xmin > 0.
Тодi iснують Ψ1(x1),Ψ2(x1), такi, що в фазовому просторi розширеної системи
диференцiальних рiвнянь (5), (10) iснує iнварiантний многовид M , який визна-
чається спiввiдношеннями (7) i має властивiсть глобального тяжiння для всiх
траєкторiй даної системи.

Доказ. Доказ проведемо в два етапи. На першому з них знайдемо сiм’ю управ-
лiнь V1(x1), V2(x1), при яких змiннi ε1, ε2 пов’язанi однорiдним iнварiантним спiввiд-
ношенням. На другому етапi за допомогою вiдповiдного синтезу керуючих функцiй
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забезпечимо це однорiдне спiввiдношення властивiстю тяжiння для траєкторiй (12)
в просторi ε1, ε2. Далi пiдберемо вiльнi функцiї таким чином, щоб одна iз змiнних
εi, i = 1, 2 прямувала до нуля. Тодi наявнiсть такого однорiдного спiввiдношення
автоматично забезпечить прямування до нуля iншої координати.

Зажадаємо спочатку, щоб рiвняння (12) мали лiнiйний iнварiантний многовид
виду {(ε1, ε2) : ε2 = kε1} , де k – стала, така, що sign k = −sign x1(t). У загальному
випадку траєкторiї (12) не знаходяться на цiй прямiй, тому введемо також змiнну
η - вiдхилення траєкторiй вiд цього многовиду:

ε2 = kε1 + η.

Замiнивши у рiвняннях (12) змiнну ε2 на η, перепишемо їх у виглядi

ε̇1 = (V1(x1)− kx1)ε1 − x1η,

η̇ = kx1η + (V2(x1)− kV1(x1) + k2x1)ε1.
(13)

Розглянемо в якостi функцiї Ляпунова вираз

V =
1

2
(ε21 + η2)

i обчислимо його похiдну, взяту в силу системи диференцiальних рiвнянь (13).
Отримуємо

V̇ = (V1 − kx1)ε
2
1 + [V2 − kV1 + (k2 − 1)x1]εη + kx1η

2.

На другому етапi будемо вимагати, щоб невизначенi поки величини V1(x1), V2(x1)
задовольняли наступним рiвностям

V1 = kx1 − 1, V2 = k + x1. (14)

Тодi
V̇ ≤ −(ε21 + |kx1|η2),

що за умови |x1(t)| ≥ xmin > 0 дозволяє ствержувати: змiннi ε1(t), η(t) асимптотич-
но прямують до нуля. Оскiльки при цьому виконується рiвнiсть ε2(t) = kε1(t)+η(t),
то змiнна ε2(t) також прямує до нуля. А це означає, що многовид M , який по-
роджено iнварiантними спiввiдношеннями (7) є притягуючим для всiх траєкторiй
розширеної системи диференцiальних рiвнянь (3), (10). Твердження доведено.2

6. Спостерiгач.
Сформуємо остаточний вигляд рiвнянь, що реалiзують запропоновану схему

рiшення задачi спостереження та iдентифiкацiї. Для цього визначемо остаточнiй
вигляд вiльних функцiй, щоб задовольнити усi наведенi вище обмеження. Передба-
чається, що вихiдна задача вирiшується на часовому iнтервалi, при якому значення
виходу |x1(t)| ≥ xmin.
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Оскiльки V1(x1) = −Ψ1
′(x1), V2(x1) = −Ψ2

′(x1), то з урахуванням (14) покла-
демо

Ψ1 = k
x21
2

− x1, Ψ2 =
x21
2

+ kx1. (15)

Тодi асимптотичнi оцiнки невiдомих отримуємо за формулами

x2(t) = ξ1(t) + k
x21
2

− x1, ω2 = ξ2(t) +
x21
2

+ kx1, (16)

де змiннi ξ1(t), ξ2(t) задовольняють додатковим диференцiальним рiвнянням (10)
з будь-якими початковими значеннями ξ1(0), ξ2(0).

З урахуванням перетворення Лiенара остаточно маємо оцiнку для швидкостi
коливань вихiдної системи

s2(t) = x2(t)− µ(s31(t)/3− s1(t)).

7. Висновки.
Розглянуто задачу спостереження стану i одночасної iдентифiкацiї парамет-

ра, що характеризує жорсткiсть пружного зв’язку для осцiлятора ван дер По-
ля. Запропоновано метод побудови нелiнiйного iдентифiкатора, який дозволяє от-
римувати асимптотичнi оцiнки шуканих невiдомих за результатами вимiрювання
вихiдного сигналу в реальному масштабi часу. Використовується розроблений в
аналiтичнiй механiцi метод iнварiантних спiввiдношень, який в задачах управлiння
дозволяє синтезувати додатковi зв’язки мiж вiдомими i невiдомими величинами.
Розроблений пiдхiд асимптотичного оцiнювання в подальшому буде використано
в задачах адаптивного керування характером коливань осциляторних мереж.
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N.V. Zhogoleva, V.F. Shcherbak
Asymptotic evaluation of the state and stiffness of the van der Paul oscillator.

In many applications of physics, biology, and other sciences, an approach based on the concept of
model equations is used as an approximate model of complex nonlinear processes. The basis of this
concept is the provision that a small number of characteristic types movements of simple mathematical
models inherent in systems gives the key to understanding and exploring a huge number of different
phenomena. With this approach it is a priori assumed that the entire physical diverseness can be
represented in the form of fairly simple model equations. It is contributes to a qualitative study of
complex systems for various physical nature since basic models individually are well studied, their
parameters have a physical interpretation. In particular, it is well known that oscillatory motion of
various systems with a stable limit cycle can be modeled by a system consisting of one or more coupled
van der Pol oscillators. Such systems are widely represented in various technical devices and in the study
and modeling of some biological functions of the body, such as cardiac activity, respiration, locomotor
activity, etc. It is considered a typical situation for many practical applications of control theory when
the complete state vector of the system is unknown and only some of the functions of the state variables
– the outputs of the system are accessible to measurement. Therefore, the problem of determining in
real time the state and parameters of such systems based on the results of measuring the output
signals are relevant. One of these inverse control problems, namely, the problem of observability and
parameter identification of an model oscillatory system is considered in this article. For observation and
identification scheme design the method of invariant relations developed in analytical mechanics is used.
Its modification in control problems allows us to synthesize additional relationships between known and
unknown quantities of a dynamical system that arise during the observed motion. The method does
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not involve linearization of the original system and is essentially non-linear. The constructed nonlinear
observer provides an asymptotic estimation of unknown parameter and velocity of oscillations.

Keywords: nonlinear observer, identification, invariant relations, van der Pol oscillator.
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