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ТОПОЛОГIЧНI ВЛАСТИВОСТI СЛАБКО m-ОПУКЛИХ МНОЖИН

У роботi вивчаються топологiчнi властивостi класiв узагальнено опуклих множин багатовимiрно-
го дiйсного евклiдового простору Rn, n ≥ 2, якi називаються m-опуклими i слабко m-опуклими,
1 ≤ m < n. Множина простору Rn називається m-опуклою, якщо для кожної точки з до-
повнення цiєї множини до всього простору iснує m-вимiрна площина, яка проходить через цю
точку й не перетинає заданої множини. Вiдкрита множина простору Rn називається слабко
m-опуклою, якщо для кожної точки межi множини iснує m-вимiрна площина, яка проходить
через цю точку й не перетинає заданої множини. Замкнена множина простору Rn називається
слабко m-опуклою, якщо вона апроксимується ззовнi сiм’єю вiдкритих слабко m-опуклих мно-
жин. Цi поняття ввiв Юрiй Борисович Зелiнський. Вiдома топологiчна класифiкацiя (слабко)
(n − 1)-опуклих множин простору Rn iз гладкою межею: кожна така множина є опуклою, або
складається не бiльше нiж зi двох необмежених компонент зв’язностi, або подається декартовим
добутком E1 × Rn−1, де E1 пiдмножина R. Довiльна вiдкрита m-опукла множина, вочевидь, є
слабко m-опуклою. Зворотнє твердження, взагалi кажучи, неправильне. Вiдомо, що iснують вiд-
критi множини у просторi Rn, якi є слабко (n − 1)-опуклими, проте не (n − 1)-опуклими, i що
такi множини складаються не менше нiж iз трьох компонент зв’язностi. Основними результата-
ми роботи є двi теореми. В першiй встановлюється, що для компактних слабко (n− 1)-опуклих i
не (n− 1)-опуклих множин у просторi Rn, справедлива така ж оцiнка знизу числа їх компонент
зв’язностi, як i у випадку вiдкритих множин. Для цього, зокрема, будуються приклади вiдкритих
i замкнених слабко (n − 1)-опуклих i не (n − 1)-опуклих множин з трьома i бiльше компонен-
тами зв’язностi. А також доводиться, що довiльна компактна слабко m-опукла i не m-опукла
множина простору Rn, n ≥ 2, 1 ≤ m < n, може апроксимуватися ззовнi сiм’єю вiдкритих слабко
m-опуклих i не m-опуклих множин з тим самим числом компонент зв’язностi, що має замкнена.
У другiй теоремi встановлюється iснування слабко m-опуклих i не m-опуклих, 1 ≤ m < n − 1,
n ≥ 3, областей у просторах Rn. Спочатку будуються приклади слабко 1-опуклих i не 1-опуклих
областей Ep ⊂ Rp для довiльного p ≥ 3. А також доводиться, що область Ep×Rm−1 ⊂ Rn, n ≥ 3,
1 ≤ m < n− 1, слабко m-опукла i не m-опукла.
MSC: 332F17, 52A30
Ключовi слова: опукла множина, m-опукла множина, слабко m-опукла множина, евклiдiв
простiр.

1. Вступ.
Iз опуклого аналiзу вiдомо, що множина багатовимiрного дiйсного евклiдово-

го простору Rn називається опуклою, якщо разом iз двома довiльними своїми
точками вона мiстить увесь вiдрiзок, що їх сполучає [2]. При цьому перетин до-
вiльного числа опуклих множин — це знову опукла множина. Опуклий перетин
усiх опуклих множин, якi мiстять задану множину X ⊂ Rn, називається опуклою
оболонкою множини X [2].

Розгляньмо iнший клас множин, який володiє тiєю властивiстю, що перетин
довiльного числа множин класа знову належить цьому класу.

Довiльний m-вимiрний афiнний пiдпростiр простору Rn, 1 ≤ m < n, називаєть-
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ся m-площиною [1].
Означення 1.([9]) Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою вiдносно точ-

ки x ∈ Rn \ E, 1 ≤ m < n, якщо iснує m-площина L, така, що x ∈ L i L ∩ E = ∅.
Означення 2.([3]) Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою, 1 ≤ m < n,

якщо вона m-опукла вiдносно кожної точки x ∈ Rn \ E.
Нескладно переконатися в тому, що перетин m-опуклих множин – це знову m-

опукла множина [10]. Далi використовуватимемо такi стандартнi позначення. Для
множини G ⊂ Rn нехай G – її замикання, IntG — її внутрiшнiсть, та ∂G = G\IntG
– її межа.

Означення 3.([8]) Вiдкрита множина E ⊂ Rn називається слабко m-опуклою,
1 ≤ m < n, якщо вона m-опукла вiдносно кожної точки x ∈ ∂E.

Означення 4.( [4]) Кажуть, що множина A апроксимується ззовнi сiм’єю вiд-
критих множин Ak, k = 1, 2, . . ., якщо Ak+1 мiститься в Ak й A = ∩kA

k.
Нескладно показати, що множина простору Rn, яка апроксимується ззовнi

сiм’єю вiдкритих множин, замкнена.
Означення 5.( [8]) Замкнена множина простору Rn називається слабко m-

опуклою, якщо вона апроксимується ззовнi сiм’єю вiдкритих слабко m-опуклих
множин.

Таким чином, слабко m-опуклi множини вiдкритi або замкненi i серед замкне-
них слабко m-опуклих можна також видiлити множини з порожньою внутрiш-
нiстю:

A = A = A \ IntA = ∂A.

Нехай Cn
m i WCn

m – це класи вiдповiдно m-опуклих i слабко m-опуклих мно-
жин у просторi Rn, n ≥ 2. Очевидно, що будь-яка вiдкрита множина класу Cn

m

є також множиною класу WCn
m. Зворотнє твердження, взагалi кажучи, непра-

вильне. Клас WCn
n−1 \ Cn

n−1 вiдкритих слабко (n − 1)-опуклих, але не (n − 1)-
опуклих множин простору Rn непорожнiй. При цьому вiдкритi множини класу
WCn

n−1 \ Cn
n−1 незв’язнi [11]. В наведенiй далi теоремi оцiнюється знизу число

компонент зв’язностi таких множин.
Теорема 1.( [11]) Вiдкрита множина класу WCn

n−1 \ Cn
n−1 складається не

менше нiж iз трьох компонент зв’язностi.
У роботi [7] отримано топологiчну класифiкацiю (n− 1)-опуклих множин про-

стору Rn, n ≥ 2, (тобто множин iз класу Cn
n−1, n ≥ 2) iз гладкою межею.

Теорема 2.( [7]) Нехай задано (n − 1)-опуклу множину E ⊂ Rn iз гладкою
межею. Тодi

1. E опукла множина, або

2. E подається декартовим добутком E1 × Rn−1, або

3. E складається не бiльше нiж зi двох необмежених компонент.

76



Топологiчнi властивостi слабко m-опуклих множин

При цьому класи 1–3 теореми 2 не є взаємно виключними. Множина E може
належати одночасно двом i навiть трьом класам. Аналогiчна класифiкацiя вiрна
для множин класу WCn

n−1 iз гладкою межею [11].
Властивостi (n− 1)-опуклих множин також вивчалися в роботах [5, 6].
Дана робота продовжує дослiдження Ю.Б. Зелiнського i його учнiв i присвяче-

на вивченню топологiчних i геометричних властивостей множин класу WCn
m\Cn

m,
1 ≤ m < n. У роздiлi 2 будуються приклади вiдкритої й замкненої множин кла-
су WCn

n−1 \ Cn
n−1, n ≥ 2, iз трьома i бiльше компонентами зв’язностi, а також

доводиться, що, як i у випадку вiдкритих множин, компактнi (тобто замкненi й
обмеженi) множини класу WCn

n−1 \ Cn
n−1, n ≥ 2, складаються не менше нiж iз

трьох компонент зв’язностi. У роздiлi 3 встановлюється iснування областей (тобто
вiдкритих зв’язних множин) класу WCn

m \Cn
m, n ≥ 3, 1 ≤ m < n− 1.

Надалi, якщо iнше не буде окремо визначено, точки простору Rn позначати-
мемо малими латинським лiтерами з iндексами чи без; прямi будемо позначати
малими грецькими лiтерами з iндексами чи без; вiдстань мiж точками x, y ∈ Rn

позначатимемо |x− y|.
2. Властивостi замкнених множин класу WCn

n−1 \Cn
n−1, n ≥ 2.

Побудуймо приклади вiдкритих i замкнених множин класу WCn
n−1 \ Cn

n−1 з
трьома i бiльше компонентами зв’язностi. Спочатку будуватимемо приклади вiд-
критих i замкнених слабко 1-опуклих, але не 1-опуклих множин на площинi.

Приклад 1. Нехай γαk , k = 1, 2, 3, α = [0, 1], (див. Рис. 1 а) ) – прямi, що попарно
перетинаються в точках

aα = γα1 ∩ γα2 , bα = γα2 ∩ γα3 , cα = γα3 ∩ γα1 , α = [0, 1].

При цьому вiдстань мiж прямими γα1
k й γα2

k , де α1 < α2, α1, α2 ∈ [0, 1], k ∈ {1, 2, 3},
дорiвнює α2 − α1 i

△aα1bα1cα1 ⊃ △aα2bα2cα2 .

У кут мiж прямими γα1 , γα2 , який мiстить трикутник aαbαcα, вписуємо область
Eα

1 , обмежену трапецiєю, так, щоб

Eα
1 ∩△aαbαcα = ∅ та Eα1

1 ⊃ Eα2
1 , α1 < α2, α1, α2 ∈ [0, 1].

Аналогiчно будуємо область Eα
2 мiж прямими γα2 , γα3 та область Eα

3 мiж пря-
мими γα3 , γα1 .

Тодi кожна вiдкрита множина

Eα =
3∪

l=1

Eα
l , α ∈ [0, 1],

слабко 1-опукла та не 1-опукла, оскiльки через кожну точку ∂Eα можна провести
пряму, яка не перетинає Eα, проте довiльна пряма, яка проходить через довiльну
точку внутрiшностi трикутника aαbαcα, α ∈ [0, 1], перетинає принаймнi одну з
компонент Eα

l , l = 1, 2, 3, множини Eα.

77



Т.М. Осiпчук

Приклад 2. Iз сiм’ї множин Eα, α ∈ [0, 1), iз прикладу 1, вочевидь, можна
вибрати зчисленну пiдсiм’ю Ek, k = 1, 2, . . ., якою апроксимується ззовнi множина

E1 =
3∪

l=1

E1
l (див. Рис. 1 а) ). Отже, замкнена множина E1 слабко 1-опукла. При

цьому вона не є 1-опуклою, оскiльки довiльна пряма, яка проходить через довiльну
точку △a1b1c1, перетинає принаймнi одну з компонент E1

l , l = 1, 2, 3, множини E1.

Рис. 1.

Приклад 3. За допомогою множин iз прикладiв 1, 2 легко побудувати вiдкритi
множини Gα, α ∈ [0, 1], i замкнену G1 класу WC2

1 \ C2
1 з довiльним скiнченним

бiльше трьох або навiть зчисленним числом компонент зв’язностi, якщо продов-
жувати вписувати областi, обмеженi трапецiями з паралельними основами, у кути
мiж прямими γαk , k = 1, 2, 3, α ∈ [0, 1] (див. Рис. 1 б) ).

Для зручностi подальших викладок дамо таке
Означення 5. Точка x ∈ Rn \E називається точкою m-неопуклостi мно-

жини E ⊂ Rn, якщо всi m-площини, якi мiстять x, перетинають множину E.
Лема 1. Нехай Ep ⊂ Rp, p ≥ 2, — це множина класу WCp

1\C
p
1 . Тодi множина

E := Ep × Rn−p ⊂ Rn, n ≥ 3, належить класу WCn
n−p+1 \Cn

n−p+1.
Доведення. Спочатку розгляньмо випадок, коли множина Ep, а отже i множина

E вiдкритi. Покажiмо, що множина E слабко (n − p + 1)-опукла. Для довiльної
точки x = (x1, . . . , xp, xp+1 . . . , xn) ∈ ∂E справедливо, що xp = (x1, . . . , xp) ∈ ∂Ep.
За умовою, iснує пряма γ(xp) ⊂ Rp, яка проходить через точку xp i така, що
γ(xp)∩Ep = ∅. Тодi (n− p+1)-площина γ(xp)×Rn−p, яка проходить через точку
x, не перетинає множину E.

Нехай тепер множина Ep замкнена. Тодi за умовою вона апроксимується ззовнi
сiм’єю вiдкритих слабко 1-опуклих множин Ep

k ⊂ Rp, p ≥ 2, k = 1, 2, . . .. Множина
E також замкнена i апроксимується ззовнi сiм’єю вiдкритих множин Ep

k ×Rn−p ⊂
Rn, n ≥ 3, k = 1, 2, . . ., якi, як доведено вище, слабко (n − p + 1)-опуклi. Отже, E
слабко (n− p+ 1)-опукла.

78



Топологiчнi властивостi слабко m-опуклих множин

Покажiмо, що вiдкрита або замкнена множина E не (n − p + 1)-опукла. Розг-
ляньмо точку y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn\E, де yp = (y1, . . . , yp) – це точка 1-неопуклостi
множини Ep. Через точку y проведемо p-площину Lp(y), паралельну p-площинi,
яка мiстить множину Ep. Очевидно, що множина Ep(y) := Lp(y) ∩E не 1-опукла.
Тодi довiльна пряма, яка лежить в p-площинi Lp(y) i проходить через точку y,
перетинає множину E. Нехай Ln−p+1(y) – це довiльна (n − p + 1)-площина, яка
мiстить точку y. Перетин Ln−p+1(y)∩Lp(y) – це l-площина, l ≥ 1, яка мiститься в
Lp(y), а отже, Ln−p+1(y) ∩ E ̸= ∅. �

Зауваження 1. Нехай Ep ⊂ Rp, p ≥ 2, – це вiдкрита множина класу WCp
1 \C

p
1 .

I нехай Kn−p
β , β ∈ (0,+∞), – це (n − p)-вимiрний вiдкритий куб у просторi Rn−p,

n ≥ 3, з довжиною ребра 2β:

Kn−p
β = (−β, β)× . . .× (−β, β)︸ ︷︷ ︸

n−p

.

Тодi, провiвши для множини Ep ×Kn−p
β мiркування, схожi з доведенням леми 1,

встановимо, що ця множина належить класу WCn
n−p+1 \Cn

n−p+1.
Приклад 4. Розгляньмо вiдкритi множини Eα, Gα, α ∈ [0, 1], з прикладiв 1, 3 i

замкненi E1, G1 з прикладiв 2, 3. Тодi за лемою 1, при p = 2, необмеженi множини

Eα × Rn−2, Gα × Rn−2, E1 × Rn−2, G1 × Rn−2

простору Rn, iз трьома i бiльше компонентами зв’язностi, належать класу WCn
n−1\

Cn
n−1. Iз зауваження 1 випливає, що обмеженi вiдкритi множини

Eα ×Kn−2
β , Gα ×Kn−2

β , α ∈ [0, 1], β ∈ (0, 1],

належать класу WCn
n−1 \Cn

n−1. Неважко показати, що множини E1, G1 апрокси-
муються ззовнi вiдповiдно сiм’ями вiдкритих множин

Eα ×Kn−2
1−α , Gα ×Kn−2

1−α , α ∈ (0, 1).

Тодi множини E1 ⊂ Rn, G1 ⊂ Rn належать класу WCn
n−1 \Cn

n−1, що випливає iз
зауваження 1 i того факту, що E1, G1 не є (n−1)-опуклими. При цьому у просторi
Rn це замкненi множини з порожньою внутрiшнiстю.

Лема 2. Нехай компактна слабко m-опукла множина E ⊂ Rn, n ≥ 2, 1 ≤
m < n, має скiнченне число компонент зв’язностi. Тодi iснує сiм’я вiдкритих
слабко m-опуклих множин Ek, k = 1, 2, . . ., якою апроксимується ззовнi множина
E, i така, що число компонент зв’язностi кожної множини Ek дорiвнює числу
компонент зв’язностi множини E.

Доведення. Оскiльки множина E слабко m-опукла, iснує деяка сiм’я вiдкритих
слабко m-опуклих множин Ẽk, k = 1, 2, . . ., якою апроксимується ззовнi множи-
на E. Нехай кожна множина Ek

0 , k = 1, 2, . . ., складається тiльки з компонент
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множини Ẽk, якi мiстять точки множини E. Якщо з вiдкритої слабко m-опуклої
множини вилучити довiльне число компонент зв’язностi, отримана множина, во-
чевидь, залишиться слабко m-опуклою. Отже, кожна множина Ek

0 , k = 1, 2, . . .,
слабко m-опукла i E апроксимується ззовнi сiм’єю цих множин.

Нехай E(ε), ε > 0, – це ε-окiл множини E, тобто

E(ε) := E ∪ {x : |x− y| < ε, y ∈ ∂E}, ε > 0.

Тодi для довiльного ε > 0 iснує номер k(ε) ∈ N, такий, що Ek
0 ⊂ E(ε) для усiх

k ≥ k(ε). Справдi, в iншому разi iснують ε′ > 0 i точка x, такi, що x ∈ Ek
0 для усiх

k = 1, 2, . . . й x ̸∈ E(ε′). Тодi x ∈
∩
k

Ek
0 й x ̸∈ E(ε′). Але це протирiчить тому, що∩

k

Ek
0 = E i E ⊂ E(ε′).

Нехай Ej , j = 1, s, s ∈ N, – це компоненти зв’язностi множини E. Розгляньмо
вiдстанi мiж ними:

dij := min
xi∈Ei,
xj∈Ej ,
i̸=j

|xi − xj |.

Нехай
d := min

i,j∈1,s
dij .

Оскiльки множина E обмежена i має скiнченне число компонент, то d > 0.

Нехай ε =
d

2
. Тодi множина E

(
d

2

)
має s компонент зв’язностi. А отже, iснує

номер k0, такий, що Ek
0 ⊂ E

(
d

2

)
, k = k0, k0 + 1, . . ., i кожна множина Ek

0 також

має s компонент зв’язностi. Для завершення доведення леми залишилилося лише
перенумерувати множини Ek

0 , k = k0, k0 + 1, . . .:

Ep := E
k0+(p−1)
0 , p = 1, 2, . . . . 2

Лема 3. Нехай замкнена множина E ⊂ Rn, n ≥ 2, належить класу WCn
m \

Cn
m, 1 ≤ m < n. Тодi для кожної сiм’ї вiдкритих слабко m-опуклих множин Ek,

k = 1, 2, . . ., якою апроксимується ззовнi множина E, iснує номер k0 ∈ N, такий,
що кожна множина Ek, k = k0, k0 + 1, . . ., не m-опукла.

Доведення. Оскiльки E не m-опукла, iснує точка x ∈ Rn \E, така, що довiльна
m-площина, яка мiстить x, перетинає E. Нехай

ε := min
y∈E

|x− y|.

Розгляньмо ε-окiл E(ε) множини E. Очевидно, що x ̸∈ E(ε). Для сiм’ї множин
Ek, k = 1, 2, . . ., iснує номер k0 ∈ N, такий, що кожна множина Ek ⊂ E(ε), k =
k0, k0+1, . . ., а отже, x ∈ Rn\Ek, k = k0, k0+1, . . .. При цьому довiльна m-площина,

80



Топологiчнi властивостi слабко m-опуклих множин

яка проходить через x, перетинає також i кожну множину Ek ⊃ E, k = k0, k0+1, . . ..
Отже, множини Ek, k = k0, k0 + 1, . . ., не m-опуклi. �

Теорема 3. Довiльна компкактна множина E ⊂ Rn, n ≥ 2, класу WCn
n−1 \

Cn
n−1 складається не менше нiж iз трьох компонент зв’язностi.

Доведення. Доводитимемо теорему вiд супротивного. Нехай E ⊂ Rn — це
зв’язний компакт класу WCn

n−1 \Cn
n−1. Тодi за лемами 2, 3 iснує сiм’я областей

класу WCn
n−1 \ Cn

n−1, якою апроксимується ззовнi можина E, що протирiчить
теоремi 1.

Припустiмо, що компакт E ⊂ Rn класу WCn
n−1 \ Cn

n−1 складається з двох
компонент зв’язностi. Тодi за лемами 2, 3 iснує сiм’я вiдкритих множин класу
WCn

n−1\Cn
n−1 з двома компонентами зв’язностi, якою апроксимується ззовнi мно-

жина E, що знову протирiчить теоремi 1. Приклади 2–4 завершують доведення.
�

3. Зв’язнi множини класу WCn
m \Cn

m, n ≥ 3, 1 ≤ m < n− 1.
Виявляється, що для вiдкритих множин E ⊂ Rn, n ≥ 3, класу WCn

m \ Cn
m,

1 ≤ m < n − 1, оцiнка числа компонент зв’язностi не така, як для множин класу
WCn

n−1 \Cn
n−1.

Теорема 4. Iснують областi у просторi Rn, n ≥ 3, класу WCn
m \ Cn

m, 1 ≤
m < n− 1.

Доведення. Доведемо твердження, побудувавши приклади вiдповiдних мно-
жин. Спочатку будуватимемо область класу WC3

1 \C3
1 у просторi R3.

Розгляньмо вiдкриту множину E0 iз прикладу 1. Нехай ˜̃E3 := E0× [0, 1]. Нехай

P 2 ⊂ R2 – це опукла оболонка множини E0. Побудуймо призми P 3
1 := P 2×

[
−1

3
, 0

]
,

P 3
2 := P 2 ×

[
1, 1

1

3

]
. Тепер розгляньмо множину

Ẽ3 := Int (P 3
1 ∪ ˜̃E3 ∪ P 3

2 ).

Вона 1-опукла вiдносно кожної точки ∂Ẽ3, окрiм точок трикутникiв

{(x1, x2, x3) ∈ ∂Ẽ3 : (x1, x2) ∈ Int (△a0b0c0), x3 = 0, 1}. (1)

Щоб побудувати множину, 1-опуклу вiдносно кожної точки її межi, вилучмо з
множини Ẽ3 смуги, якi мiстять трикутники (1) (див. Рис. 2). Нехай h – це висота
△a0b0c0, опущена з вершини c0. Тодi множини

L2
1 := {(x1, x2, x3) ∈ Ẽ3 : (x1, x2) ∈ h× (−∞,∞), x3 = 0},

L2
2 := {(x1, x2, x3) ∈ Ẽ3 : (x1, x2) ∈ h× (−∞,∞), x3 = 1}

мiстять трикутники (1), а множина

E3 := Ẽ3 \ (L2
1 ∪ L2

2) (2)
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слабко 1-опукла. При цьому точки вiдкритої призми L3 := Int (△a0b0c0)× (0, 1) —
це точки 1-неопуклостi множини E3. Отже, вiдкрита зв’язна множина E3 ⊂ R3

належить класу WC3
1 \C3

1 .

Рис. 2.

Побудуймо область класу WC4
1\C4

1 у просторi R4. Розгляньмо область E3 ⊂ R3

(2). Нехай ˜̃E4 := E3 × [0, 1]. Нехай P 3 ⊂ R3 – це опукла оболонка множини E3.

Побудуймо призми P 4
1 := P 3 ×

[
−1

3
, 0

]
, P 4

2 := P 3 ×
[
1, 1

1

3

]
. Тепер розгляньмо

множину
Ẽ4 := Int (P 4

1 ∪ ˜̃E4 ∪ P 4
2 ).

Вона 1-опукла вiдносно кожної точки ∂Ẽ4, окрiм точок призм

{(x1, x2, x3, x4) ∈ ∂Ẽ4 : (x1, x2, x3) ∈ Int (△a0b0c0)× (0, 1), x4 = 0, 1}. (3)

Щоб побудувати множину, 1-опуклу вiдносно кожної точки її межi, вилучмо з
множини Ẽ4 тривимiрнi смуги, якi мiстять призми (3)

L3
1 := {(x1, x2, x3, x4) ∈ Ẽ3 : (x1, x2, x3) ∈ Int (△a0b0c0)× (−∞,∞), x4 = 0},

L3
2 := {(x1, x2, x3, x4) ∈ Ẽ3 : (x1, x2, x3) ∈ Int (△a0b0c0)× (−∞,∞), x4 = 1}

Тодi множина
E4 := Ẽ4 \ (L3

1 ∪ L3
2)

слабко 1-опукла. При цьому точки вiдкритої призми

L4 := Int (△a0b0c0)× (0, 1)× (0, 1)

– це точки 1-неопуклостi множини E4. Отже, вiдкрита зв’язна множина E4 ⊂ R4

належить класу WC4
1 \C4

1.
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Поширюючи процес побудови множин En по iндукцiї на простори Rn, n > 4,
отримаємо областi класу WCn

1 \Cn
1 для довiльних n ≥ 3. Тодi за лемою 1 областi

En−m+1 × Rm−1 ⊂ Rn, n ≥ 3, 1 ≤ m < n− 1,

– це множини класу WCn
m \Cn

m. �
Питання iснування зв’язних замкнених множин класiв WCn

m \ Cn
m, n ≥ 3,

1 ≤ m < n − 1, лишається вiдкритим. В межах цiєї роботи також лишається
не встановленим мiнiмальне число компонент зв’язностi замкнених необмежених
слабко (n − 1)-опуклих, але не (n − 1)-опуклих множин простору Rn, n ≥ 3. Як
вiдмiчалося ранiше, для вiдкритих множин з означень 2, 3 випливає включення
класiв Cn

m ⊂ WCn
m. Для замкнених множин таке твердження не очевидне i його

справедливiсть також потребує доведення.
Задача. Чи буде довiльна замкнена m-опукла множина простору Rn, n ≥ 2,

1 ≤ m < n, слабко m-опуклою?
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T.M. Osipchuk
On topological properties of weakly m-convex sets.

The topological properties of classes of generally convex sets in multidimensional real Euclidean space
Rn, n ≥ 2, known as m-convex and weakly m-convex, 1 ≤ m < n, are studied in the present work.
A set of the space Rn is called m-convex if for any point of the complement of the set to the whole
space there is an m-dimensional plane passing through this point and not intersecting the set. An
open set of the space is called weakly m-convex , if for any point of the boundary of the set there
exists an m-dimensional plane passing through this point and not intersecting the given set. A closed
set of the space is called weakly m-convex if it is approximated from the outside by a family of
open weakly m-convex sets. These notions were proposed by Professor Yuri Zelinskii. It is known the
topological classification of (weakly) (n− 1)-convex sets in the space Rn with smooth boundary. Each
such a set is convex, or consists of no more than two unbounded connected components, or is given
by the Cartesian product E1 × Rn−1, where E1 is a subset of R. Any open m-convex set is obviously
weakly m-convex. The opposite statement is wrong in general. It is established that there exist open
sets in Rn that are weakly (n−1)-convex but not (n− 1)-convex, and that such sets consist of not less
than three connected components.
The main results of the work are two theorems. The first of them establishes the fact that for compact
weakly (n − 1)-convex and not (n − 1)-convex sets in the space Rn, the same lower bound for the
number of their connected components is true as in the case of open sets. In particular, the examples
of open and closed weakly (n− 1)-convex and not (n− 1)-convex sets with three and more connected
components are constructed for this purpose. And it is also proved that any compact weakly m-convex
and not m-convex set of the space Rn, n ≥ 2, 1 ≤ m < n, can be approximated from the outside
by a family of open weakly m-convex and not m-convex sets with the same number of connected
components as the closed set has. The second theorem establishes the existence of weakly m-convex
and not m-convex domains, 1 ≤ m < n−1, n ≥ 3, in the spaces Rn. First, examples of weakly 1-convex
and not 1-convex domains Ep ⊂ Rp for any p ≥ 3, are constructed. Then, it is proved that the domain
Ep × Rm−1 ⊂ Rn, n ≥ 3, 1 ≤ m < n− 1, is weakly m-convex and not m-convex.

Keywords: convex set, m-convex set, weakly m-convex set, Euclidean space.
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