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IДЕНТИФIКАЦIЯ ПАРАМЕТРIВ ДЕМПФIРУВАННЯ
ПОЛIНОМIАЛЬНОЇ СИСТЕМИ Л’ЄНАРА

В багатьох iнженерних застосуваннях коливальний рух складних об’єктiв апроксимується си-
стемою, яка складається з одного або декiлькох пов’язаних мiж собою нелiнiйних осциляторiв,
динамiка яких визначається диференцiальними рiвняннями другого порядку. Система Л’єнара, а
саме ẍ(t)+f(x(t))ẋ(t)+g(x(t)) = 0, є узагальненою моделлю таких коливань, тут f(x(t)) i g(x(t)) –
функцiї, що представляють закони демпфiрування та вiдновлення в системi. В роботi розглянуто
проблему побудови глобально збiжного iдентифiкатора для визначення коефiцiєнтiв полiномiаль-
ного подання f(x(t)) – закону демпфiрування осцилятора. Використовується метод iнварiантних
спiввiдношень, який засновано на динамiчному розширеннi вихiдної системи та побудовi вiдповiд-
них спiввiдношень, за якими невiдомi параметри можуть бути вираженi як функцiї вiд вiдомих
величин на траєкторiях розширеної системи. Показано, що остаточнi оцiнки невiдомих стають
асимптотичними за умови вiдповiдного вибору глобально притягуючого iнварiантного многовиду
в розширеному просторi станiв.
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1. Вступ.
Сучаснi об’єкти керування в технiцi, економiцi, медико-бiологiчних дослiджен-

нях тощо являють собою складнi, нелiнiйнi багатовимiрнi системи. Однiєю з основ-
них проблем при побудовi адекватних математичних моделей для них є вiдсутнiсть
«апрiорної» iнформацiї про поточний стан об’єкта та його параметри. Тому важли-
вим етапом аналiзу та побудови законiв керування є перевiрка адекватностi моде-
лей, яка може бути здiйснена за допомогою методiв обернених задач керування си-
стемами вхiд-вихiд, якi призначено для визначення стану об’єкта, його параметрiв,
вхiдного впливу за даними про вихiд системи. Вiдповiднi методи є необхiдними в
багатьох iнженерних задачах, зокрема задачах: (i) отримання iнформацiї про стан
i параметри процесу для побудови законiв керування та при перевiрцi теоретич-
них моделей, (ii) налаштування параметрiв контролера, оптимiзацiї, (iii) розробки
адаптивних алгоритмiв керування, (iv) виявлення несправностей тощо [1].

В роботi розглядається задача iдентифiкацiї коефiцiєнтiв полiномiальної систе-
ми Л’єнара [2]. Використано методику синтезу iнварiантних спiввiдношень [3, 4],
яка полягає у розширеннi вихiдної системи за рахунок введення у розгляд керо-
ваних диференцiальних рiвнянь iдентифiкатора. Таке динамiчне розширення ви-
являється корисним для обернених задач теорiї керування [5], якi призначено для
вiдновлення тих чи iнших компонент математичної моделi динамiчних систем за
даними про їх вихiд. Основна iдея цього пiдходу полягає в тому, щоб занурити
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динамiку вихiдної системи в систему бiльшої вимiрностi, яка завдяки своєї до-
статньо вiльнiй структурi бiльш пристосована для побудови спостерiгача чи iден-
тифiкатора. Керування в розширеннiй системi використовуються для синтезу на
її траєкторiях заздалегiдь запропонованих спiввiдношень, якi визначають невiдо-
мi компоненти математичної моделi (фазовий вектор, параметри) як функцiї вiд
вiдомих величин.

За цiєю методикою в роботi запропоновано конструктивний метод синтезу до-
даткових спiввiдношень в задачi визначення коефiцiєнтiв полiномiальної системи
Л’єнара. Для асимптотичного оцiнювання за виходом коефiцiєнтiв полiному, що
описує закон демпфiрування руху осцилятора, побудовано нелiнiйний iдентифiка-
тор.

2. Полiномiальна система Л’єнара.
Другий закон Ньютона описує рух механiчної системи у виглядi

mẍ(t) + p(x(t), ẋ(t)) = u(t), (1)

де x(t) – перемiщення, m – маса системи, u(t) – зовнiшня сила, p(x(t), ẋ(t)) – ха-
рактеризує сили демпфування та вiдновлення в системi. Окремим випадком дифе-
ренцiального рiвняння другого порядку загального виду, яке моделює коливання
матерiальної точки, є рiвняння осцилятора Л’єнара

ẍ(t) + f(x(t))ẋ(t) + g(x(t)) = 0. (2)

Перепишемо його у формi системи в просторi станiв, зробивши попередньо замiну
змiнних Л’єнара, яка проводиться за формулами

x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t) + F (x(t)), (3)

де F (x(t)) =
∫ x
0 f(σ)dσ. В результатi маємо систему Л’єнара

ẋ1(t) = x2(t)− F (x1(t)), ẋ2(t) = −g(x1(t)). (4)

Зауваження. Багато питань щодо стiйкостi, обмеженостi коливань, iснуван-
ня перiодичних розв’язкiв системи (4), наявностi у неї граничних циклiв тощо є
предметом дослiджень в останнi десятирiччя. Зокрема, природнiми для багатьох
природних коливальних процесiв є виконання умов

f(x) = f(−x), g(x) = −g(−x).

Не розглядаючи тi чи iншi якiснi властивостi системи Л’єнара, далi будемо вважа-
ти, що рiвняння (4) моделюють процес перманентних коливань реального об’єкту,
а їх розв’язок – функцiї x1(t), x2(t) є неперервними, обмеженими i формують вихiд
системи Л’єнара, тобто є вiдомими як функцiї часу за даними спостереження про-
цесу коливань.
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Однiєю з класичних проблем теорiї керування є проблема визначення за iн-
формацiєю про вихiд системи законiв її функцiювання. В разi, якщо цi закони
представлено у виглядi деяких полiномiв вiд змiнної стану об’єкта, задача зво-
диться до iдентифiкацiї сталих коефiцiєнтiв цих полiномiв. Далi будемо вважати,
що функцiї f(x1), g(x1) є полiномами вiд перемiщення x1.

f(x1) = a1 + 2a2x1 + ...+ nanx
n−1
1 , g(x1) = b0 + b1x1 + ...+ bkx

k
1. (5)

З урахуванням такого представлення система Л’єнара (4) приймає вигляд

ẋ1 = x2 − a1x1 − a2x
2
1 − ...− anx

n,

ẋ2 = −b0 − b1x1 − ...bkx
k
1,

(6)

Задача параметричної iдентифiкацiї. Знайти асимптотично точнi оцiнки
коефiцiєнтiв ai, bj , i = 1, n, j = 0, k, за даними про вихiд x1(t), x2(t) системи (6).

3. Синтез додаткових спiввiдношень для визначення коефiцiєнтiв полi-
номiв.

Згiдно з методом синтезу iнварiантних спiввiдношень розширимо систему (6)
за рахунок n + k + 1 додаткових диференцiальних рiвнянь вiдносно керованих
змiнних ξ = (ξ1, ..., ξn)

T , ζ = (ζ0, ..., ζk)
T

ξ̇i(t) = ui(ξ(t), ζ(t), x1(t), x2(t)),

ζ̇j(t) = vj(ξ(t), ζ(t), x1(t), x2(t)), i = 1, n, j = 0, k,
(7)

де функцiї ui, vj , i = 1, n, j = 0, k призначено для синтезу iнварiантних спiввiд-
ношень для розширеної системи (6),(7). Зазначемо, що оскiльки в правi частини
останнiх рiвнянь входять вiдомi функцiї часу x1(t), x2(t), то при виборi тих чи
iнших керувань ui, vj , i = 1, n, j = 0, k, для будь-яких початкових умов ξ(0) =
ξ∗, ζ(0) = ζ∗ вiдповiдний розв’язок задачi Кошi ξ(t, ξ∗), ζ(t, ζ∗) будемо також вва-
жати вiдомою фукцiєю часу.

Самi iнварiантнi спiввiдношення будемо шукати у виглядi

ai = Φi(x1(t)) + ξi(t),

bj = Ψj(x2(t)) + ζj(t), i = 1, n, j = 0, k.
(8)

Тут функцiї Φi(.), Ψj(.) поки є вiльними i будуть використанi на останньому
етапi побудови iдентифiкаторiв для стабiлiзацiї вiдхилень вiд вiдповiдних спiввiд-
ношень. Оскiльки n+ k + 1 рiвностей (8) не можуть виконуватись тотожньо, вве-
демо у розгляд цi вiдхилення: ε = (ε1, ..., εn)

T , δ = (δ0, ..., δk)
T , тобто замiсть (8) в

загальному випадку маємо

ai = Φi(x1(t)) + ξi(t) + εi(t),

bj = Ψj(x2(t)) + ζj(t) + δj(t), i = 1, n, j = 0, k,
(9)
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Якщо буде доведено, що в системi (6),(7) на деяких траєкторiях ε(t) ≡ δ(t) ≡ 0,
то тим самим буде встановлено факт iснування iнварiантних спiввiдношень (8) для
розширеної системи.

Диференцiюючи (9) в силу системи (6),(7), отримуємо систему диференцiаль-
них рiвнянь для вiдхилень.

ε̇i = −ui − Φ′
i (x2 − (Φ1 + ξ1 + ε1)x1 − ...− (Φn + ξn + εn)x

n)) ,

δ̇j = −vj −Ψ′
j

(
(Ψ0 + ζ0 + δ0)− ...− (Ψk + ζk + δk)x

k
1

)
, i = 1, n, j = 0, k.

(10)

Визначимо функцiї ui, vj , i = 1, n, j = 0, k в додаткових рiвняннях (7) таким чи-
ном, щоб остання система диференцiальних рiвнянь допускала тривiальне рiшення
вiдносно ε(t), δ(t), забезпечивши тим самим iснування iнварiантних спiввiдношень
для розширеної системи (6),(7). Для цього вимагатимемо щоб рiвняння (7) мали
наступний вигляд

ξ̇i = Φ′
i

(
−x2 + (Φ1 + ξ1)x1 + (Φ2 + ξ2)x

2
1 + ...+ (Φn + ξn)x

n
)
,

ζ̇j = Ψ′
j

(
(Ψ0 + ζ0) + (Ψ1 + ζ1)x1 + ...+ (Ψk + ζk)x

k
1

)
, i = 1, n, j = 0, k.

(11)

За таким вибором ui, vj маємо, що в разi ξ(t), ζ(t) – будь-яке рiшення задачi
Кошi для системи (11), то рiвняння вiдносно вiдхилень ε(t), δ(t) стають однорiд-
ними,

ε̇i = Φ′
i

(
ε1x1 + ε2x

2
1 + ...+ εnx

n
)
,

δ̇j = Ψ′
j(δ0 + δ1x1 + ...+ δkx

k
1), i = 1, n, j = 0, k,

(12)

тобто допускають тривiальний розв’язок ε(t) ≡ δ(t) ≡ 0.
Таким чином отримано сiм’ю додаткових систем виду (7), залежну вiд n+k+1

вiльних функцiй Φi(x1),Ψj(x2) та їх похiдних Φ′
i(x1),Ψ

′
j(x2). Кожна з них, разом з

вихiдною системою (6), перетворює рiвностi (8) в iнварiантнi спiввiдношення, тоб-
то на деяких траєкторiях розширеної системи цi рiвностi виконуються тотожньо.
На iнших траєкторiях з’являються ненульовi доданки εi(t), δi(t), якi залежать вiд
Φ′
i(x1),Ψ

′
j(x2). Тому останнiм етапом побудови асимптотичних iдентифiкаторiв є

вибiр таких функцiй Φi(x1),Ψj(x2), якi забеспечать властивiсть глобальної асимп-
тотичної стiйкостi положення рiвноваги рiвнянь у вiдхиленнях (12).

4. Визначення параметрiв демпфування в системi Л’єнара.
Розглянемо задачу побудови iдентифiкатора для знаходження асимптотичних

оцiнок коефiцiєнтiв a1, ..., an. Диференцiальнi рiвняння для вiдхилень вiд iнварiант-
них спiввiдношень мають вигляд

ε̇i = Φ′
i

(
ε1x1 + ε2x

2
1 + ...+ εnx

n
)
, i = 1, n (13)
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Виберемо функцiї Φi(x1) таким чином, щоб тривiальне рiшення системи (13)
мало властивiсть глобальної асимптотичної стiйкостi.

В якостi кандидата на функцiю Ляпунова беремо додатноозначену функцiю

V (ε1, ..., εn) =
1

2
(ε21 + ε22 + ...+ ε2n). (14)

Якщо вiльнi функцiї вибрати у виглядi

Φi(x1) = − xi+1

i+ 1
, i = 1, n, (15)

то похiдна за часом в силу системи (13) вiд функцiї Ляпунова становиться вiд’ємною
напiвозначеною

dV

dt
(ε1, ..., εn) = −

(
n∑

i=1

εi · xi1)

)2

≤ 0. (16)

Позначимо d(t) =
∑n

i=1 εi · xi1. Покажемо, що для асимптотичної стiйкостi
тривiального рiшення системи (13) достатньо виконання наступних вимог:

1. оскiльки похiдна за часом вiд функцiї Ляпунова dV
dt ≤ 0, то сама функцiя не

збiльшується, її значення обмеженi знизу нулем, отже iснує lim
t→∞

V (t) = V ∗ <
∞;

2. функцiї часу ε1(t), ..., εn(t) обмеженi, оскiльки
∑n

i=1 ε
2
i (t) ≤

∑n
i=1 ε

2
i (0);

3. згiдно припущенню про обмеженiсть траєкторiй вихiдної системи Л’єнара
(за припущенням x1(t) – компонента фазового вектору обмежених коливань
вихiдної системи) похiдна (16) є рiвномiрно неперервною функцiєю часу;

4. за умов ненульових коливань траєкторiй вихiдної системи (6) рiвнiсть d(t) =
0 не є iнварiантною для розширеної системи диференцiальних рiвнянь (6),(7).

Першi три твердження є доведеними. Розглянемо четверте з них. Нехай в про-
тивагу йому на деяких на траєкторiях розширеної системи при ненульових вiдхи-
леннях маємо

d(t) =

n∑
i=1

εi(t)x
i
1(t) ≡ 0.

Тодi, згiдно з рiвняннями (13), маємо, що εi(t) = ε∗i −const, i = 1, n. В цьому випад-
ку компонента фазового вектора осцилятора x1(t) повинна бути коренем полiнома

n∑
i=1

ε∗ix
i
1(t) = 0,

тобто сталою величиною, що суперечить припущенню про ненульовi перманентнi
коливання вихiдної системи Л’єнара. Отримане протирiччя доводить той факт, що
наслiдком умови d(t) = 0 є рiвностi ε1(t) = ε2(t) = ... = εn(t) = 0.
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Вiдома лема Барбалата [6] (Barbalat’s Lemma) стверджує:
Лема. Якщо f(t) має скiнчену границю при t → ∞ i ї ї похiдна df

dt є рiвномiрно
неперервною, тодi df

dt → 0 при t → ∞.
Застосуємо лему Барбалата до функцiї V (t). За лемою, наслiдком тверджень

1)-3) є те, що похiдна функцiї Ляпунова dV
dt = −d(t)2 прямує з часом до нуля, тобто

d(t) =
∑n

i=1 εix
i
1 → 0 при t → ∞. Крiм того з 4) випливає те, що максимальна

iнварiантна множина системи (6),(7) має структуру {(ε, x1, x2) : ε = 0}. Отже, за
принципом iнварiантностi ЛаCаля lim

t→∞
εi(t) = 0, i = 1, n.

Таким чином, пiдсумовуючи попереднi мiркування, запишемо остаточний вигляд
iдентифiкатора параметрiв a1, ..., an, який визначає закон демпфiрування руху ос-
цилятора.

Твердження. Формули

âi = −xi+1(t)

i+ 1
+ ξi(t), i = 1, n, (17)

де ξi(t) будь-який розв’язок задачi Кошi для системи диференцiальних рiвнянь

ξ̇i(t) = xi1(t)

(
x2(t)−

n∑
i=1

(
xi+1
1 (t)

i+ 1
− ξi(t)

))
, i = 1, n, (18)

формують асимптотичнi оцiнки параметрiв a1, ..., an полiномiалної системи Л’єна-
ра (6).

5. Висновки.
Розглянуто використання методу синтезу iнварiантних спiввiдношень в зада-

чi iдентифiкацiї сталих коефiцiєнтiв полiномiв, якi моделюють дисипацiю та сили
вiдновлення в системi Л’єнара. Показано, що невiдомi коефiцiєнти задовольня-
ють додатковим спiввiдношенням на деяких траєкторiях розширеної за рахунок
диференцiальних зворотних зв’язкiв вихiдної динамiчної системи. Для полiнома,
який моделює закон демпфiрування в системi, запропоновано алгоритми визна-
чення асимптотичних оцiнок невiдомих за вихiдними сигналами в реальному часi.
Зазначений пiдхiд отримання асимптотичних оцiнок параметрiв в подальшому бу-
де використано в задачах адаптивного керування та синхронiзацiї руху мережi
осциляторiв.
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N.V. Zhogoleva, V.F. Shcherbak
Damping parameters identification of Lienard polynomial system.

In many applications of physics, biology, and other sciences, an approach based on the concept of
model equations is used as an approximate model of complex nonlinear processes. The basis of this
concept is the provision that a small number of characteristic types movements of simple mathematical
models inherent in systems give the key to understanding and exploring a huge number of different
phenomena. In particular, it is well known that the complex oscillatory motion can be modeled by a
system consisting of one or more coupled nonlinear oscillators that governs by differential equation of
a second-order. A Lienard system, namely ẍ(t) + f(x(t))ẋ(t) + g(x(t)) = 0, is a generalization of the
such models. Here f(x(t)) and g(x(t)) are functions that represent various nonlinear phenomena. The
typical sources of nonlinearities in Lienard systems are as follows: large displacements of the structure
provoking geometric nonlinearities, a nonlinear material behavior, complex law of damping dissipation,
etc. In fact, parameter identification is the base of several engineering tasks: identification can be used
for the following: (i) to gain knowledge about the process behavior, (ii) to validate theoretical models,
(iii) to tune controller parameters, (iv) to design adaptive control algorithms, (v) to process supervision
and fault detection, (vi) to on-line optimization. Hence, in order to represent these nonlinearities,
identifying the parameters characterizing their behaviors is essential. The problem of constructing
globally convergent identificator for polynomial representation of damping force in general Lienar
oscillator is addressed. The method of invariant relations is used for identification scheme design. This
aproach is based on dynamical extension of original system and construct of appropriate invariant
relations, from which the unknowns parameters can be expressed as a functions of the known quantities
on the trajectories of extended system. The final synthesis is carried out from the condition of obtaining
asymptotic estimates of unknown parameters. It is shown that an asymptotic estimate of the unknown
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states can be obtained by rendering attractive an appropriately selected invariant manifold in the
extended state space.

Keywords: nonlinear oscillations, polinomial Lienard oscillator, parameter identification, invariant
relations, asymptotic estimates.
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