
ISSN 1683-4720 Працi IПММ НАН України. 2021. Том 35, № 1

УДК 62-50:519.7
DOI: 10.37069/1683-4720-2021-35-3

c⃝2021. Н.В. Жоголева, I.С. Дмитришин

ВИМУШЕНА СИНХРОНIЗАЦIЯ КУТОВИХ ШВИДКОСТЕЙ
ТВЕРДИХ ТIЛ

Розглядається задача синхронiзацiї для нелiнiйних динамiчних систем вхiд-вихiд при неповнiй
iнформацiї про стан системи. У лiнiйному випадку ця задача може бути розв’язана за допомо-
гою побудови асимптотичного спостерiгача, в разi нелiнiйного об’єкту вiдповiдний “separation
principle” гарантує лише локальний результат. Пропонований в роботi спосiб засновано на вико-
ристаннi динамiчного розширення вихiдної системи її прототипом i нелiнiйних методах синтезу
керувань, стабiлiзуючих вiдхилення вiд заданого iнварiантного многовиду системи диференцiаль-
них рiвнянь. В якостi додатка запропонованої схеми синхронiзацiї для динамiчних рiвнянь Ейле-
ра, що описують обертання твердого тiла навколо нерухомої точки, розв’язана задача синхронi-
зацiї кутових швидкостей двох iдентичних твердих тiл при певних обмеженнях на їхнi моменти
iнерцiї.
MSC: 34C15, 34D20.
Keywords: нелiнiйнi динамiчнi системи, синхронiзацiя траєкторiй, iнварiантнi спiввiдношен-
ня, рiвняння Ейлера.

1. Зведення задачi синхронiзацiї до задачi стабiлiзацiї вiдхилень по
частинi змiнних.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь

ẋ = f(x), x(t) ∈ Rn,

y = h(x), y ∈ Rk.
(1)

Тут y(t) – вихiд системи, значення якого вiдомi на будь-якiй траєкторiї систе-
ми (1). Передбачається, що функцiї f(x), h(x) є диференцiйованими функцiями
своїх аргументiв, а розв’язок x(t) – обмежена функцiя часу. Розiб’ємо вектор x на
два пiдвектора x = (x1, x2)

T , де x1 = (x1, x2, . . . , xk)T , x2 = (xk+1, xk+2, . . . , xn)T .
Без додаткових обмежень можна вважати, що система (1) за допомогою замiни
змiнних приведена до виду, при якому вимiрюються першi k координат, тобто
y(t) = x1(t). Крiм того, обмежимо клас даних об’єктiв системами, правi частини
рiвнянь яких лiнiйнi вiдносно невiдомих змiнних x2(t):

ẋ1 = f1(x1) + g1(x1)x2,

ẋ2 = f2(x1) + g2(x1)x2,

y = x1.

(2)

Тут g1(x), g2(x) – матрицi розмiрностей k× (n− k) та (n− k)× (n− k) вiдповiдно.
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Поряд з системою (2) розглянемо рiвняння її керованого прототипу. Перепи-
шемо рiвняння (2), припускаючи що їх правi частини можуть мiстити n довiльних
функцiй u1(.) ∈ Rk, u2(.) ∈ Rn−k:

ṗ1 = f1(p1) + g1(p1)p2 + u1,

ṗ2 = f2(p1) + g2(p1)p2 + u2.
(3)

Задача керованої синхронiзацiї траєкторiй систем (2), (3) полягає у виборi
функцiй u1(.), u2(.) таким чином, щоб розв’язок системи (3) з довiльними почат-
ковими умовами асимптотично прямував до того розв’язку системи (2), який вi-
повiдає спостережуваному виходу: y(t) = x1(t).

Розглядаючи спiльно рiвняння (2),(3), отримуємо систему 2n диференцiальних
рiвнянь, що мiстять n керувань u1(.), u2(.). Iнформацiя про фазовий вектор x(t)
вихiдної системи невiдома, доступнi вимiру лише його k координат x1(t). В теорiї
керування одним iз шляхiв розв’язання проблеми неповноти вимiрюваної iнфор-
мацiї про стан системи є отримання оцiнки вектора стану на основi даних про
значеннях виходiв за допомогою спостерiгача – спецiальної динамiчної системи,
стан якої з плином часу досить швидко наближається до стану вихiдної системи.
Основна проблема при побудовi спостерiгача складається в тому, щоб забезпечи-
ти задану динамiку зменшення помилки спостереження. Зазвичай бажаним є її
експоненцiальне за часом спадання.

Припустимо, що для задачi синхронiзацiї траєкторiй динамiчних систем знай-
дено розв’язок у виглядi зворотного зв’язку u(x) i вiдома оцiнка x̂, що отрима-
на за допомогою спостерiгача. Тодi можна розглянути керування, яке виходить
iз зворотного зв’язку замiною стану системи на його оцiнку. Виникає питання,
чи буде отриманий таким чином закон керування у виглядi зворотного зв’язку
u(x̂) розв’язком вихiдної задачi. Для лiнiйних стацiонарних систем вiдповiдь на це
питання позитивна i вiдповiдає вiдомому “separation principle” [1]: якщо для лiнiй-
ної стацiонарної системи побудовано експонентний спостерiгач i знайдено лiнiйний
зворотний зв’язок, який глобально асимптотично стабiлiзує задане положення рiв-
новаги – то при вiдповiдному зворотному зв’язку u(x̂) глобальна асимптотична
стiйкiсть положення рiвноваги зберiгається. Для нелiнiйних систем в загальному
випадку вiдповiдь на це питання негативна: вiдомi приклади нелiнiйних систем,
до яких принцип подiлу непридатний. Причина цього – можливе явище необме-
женого зростання розв’язкiв системи з керуванням u(x̂) за скiнченний час, перш
нiж помилка оцiнки стану системи за допомогою спостерiгача зiйдеться до нуля.

З урахуванням вiдсутностi iнформацiї про повний фазовий вектор вихiдної си-
стеми будемо розв’язувати задачу синтезу керувань, вважаючи виконаними на-
ступнi припущення:

A1) Керування u1(.), u2(.) можуть залежати лише вiд вiдомих величин x1(t) i
фазового вектора системи (3) – координат p1(t), p2(t);

A2) Для замкнутої системи (2), (3), отриманої в результатi пiдстановки функ-
цiй u1(x1, p1, p2), u2(x1, p1, p2) в правi частини (2), виконано умови iснування та
єдиностi розв’язку задачi Кошi ∀p(0) ∈ Rn, t > 0.
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Будь-якi функцiї u1(.), u2(.), що задовольняють припущеннями А1, А2, будемо
вважати допустимими керуваннями. З урахуванням цих обмежень далi можемо
вважати, що розв’язки системи (3), якi вiдповiдають допустимим керуванням, є
вiдомими функцiями часу. Позначимо через ei = pi − xi, i = 1, 2 вiдхилення мiж
собою траєкторiй систем (2), (3). Вiднiмаючи з рiвнянь (3) рiвняння (2), отримаємо
систему диференцiальних рiвнянь у вiдхиленнях

ė1 = G1(x1, p1) + g1(x1)e2 + u1,

ė2 = G2(x1, p1) + g2(x1)e2 + u2,
(4)

де складовi Gi(x1, p1) = [gi(p1)− gi(x1)]p2 + fi(p1)− fi(x1), i = 1, 2 залежать тiль-
ки вiд вiдомих величин x1, p1, p2. Тому, не порушуючи умови А1, введемо новi
керування v1, v2 за формулами vi = Gi(x1, p1) + ui, i = 1, 2. Тодi рiвняння у
вiдхиленнях матимуть вигляд

ė1 = g1(x1)e2 + v1,

ė2 = g2(x1)e2 + v2.
(5)

З урахуванням зроблених перетворень задача синхронiзацiї зазвичай розгля-
дається як задача безпосереднього пiдбору керувань v1(.), v2(.), стабiлiзуючих зна-
чення змiнних e1, e2 в розширенiй системi диференцiальних рiвнянь (2), (5). При
цьому умова A1 накладає наступне обмеження: керуючi функцiї v1(.), v2(.) можуть
залежати лише вiд змiнних x1, p1, p2 або, що те ж саме, вiд x1, e1, p2.

2. Синтез iнварiантних спiввiдношень.
Для побудови законiв синхронiзацiї, на вiдмiну вiд загального пiдходу, викори-

стаємо розроблений в аналiтичнiй механiцi метод iнварiантних спiввiдношень [2],
який призначено для пошуку частинних розв’язкiв (залежностей мiж змiнними) в
задачах динамiки твердого тiла з нерухомою точкою. Модифiкацiя цього методу
до проблем теорiї керування, спостереження, iдентифiкацiї дозволяє синтезувати
мiж вiдомими i невiдомими величинами вихiдної системи додатковi зв’язки, що
виникають в процесi руху її розширеної моделi [3, 4].

Щоб уникнути можливого необмеженого росту розв’язкiв i забезпечити лiнiй-
ну динамiку для вiдхилення траєкторiй скористаємося керуваннями для синтезу
iнварiантного для траєкторiй систем (2), (5) многовида. Зробимо додаткове припу-
щення, вважаючи, що траєкторiї системи (2), (5) належать деякому, поки невизна-
ченому, iнварiантному диференцiальному многовиду в просторi змiнних x, e, який
описується системою n− k рiвностей

e2 − Φ(x1, e1) = 0, (6)

що задовольняють граничнiй умовi Φ(x1, 0) = 0. Тодi для розв’язання вихiдної за-
дачi досить пiдiбрати керування v1(.), v2(.) i фукцiю Φ(x1, e1) так, щоб для траєк-
торiй розширеної системи (2), (3) або, що те ж саме, системи (2), (5), виконувалися
умови:
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1) limt→∞ e1 = 0;
2) рiвняння (6) описують iнварiантний многовид M в просторi змiнних

{x1, x2, e1, e2} з функцiєю Φ(x1, e1), що задовольняє граничним умовам Φ(x1, 0) =
0;

3) вказаний многовид має властивiсть глобального асимптотичного тяжiння,
тобто для будь-якого розв’язку системи (2)

lim
t→∞

Φ(x1(t), 0)) = 0.

Розглянемо спочатку задачу про синтез керувань, при яких многовид, що визна-
чається формулами (6), буде iнварiантним многовидом розширеної системи (2), (5).
Зробимо замiну змiнних e2 за формулою η = e2 − Φ(x1, e1), де вектор η характе-
ризує вiдхилення траєкторiй системи (2), (5) вiд многовида (6). У нових змiнних
рiвняння вiдхилень такi

ė1 = g1(x1)(Φ + η) + v1,

η̇ = [g2(x1) + (Φx1 − Φe1)g1(x1)](Φ + η)− Φx1 [f1(x1) + g1(x1)p2] + v2 − Φe1v1,
(7)

де через Φx1 ,Φe1 позначено якобiєвi матрицi

Φx1 =
∂Φ(x1, e1)

∂x1
, Φe1 =

∂Φ(x1, e1)

∂e1
.

Оберемо керування v2 таким, що

v2 = −[g2(x1) + (Φx1 − Φe1)g1(x1)]Φ + Φx1(f1(x1) + g1(x1)p2) + Φe1v1.

Тодi система (7) приймає вигляд

ė1 = g1(x1)(Φ + η) + v1,

η̇ = [g2(x1) + (Φx1 − Φe1)g1(x1)]η.
(8)

Звiдси випливає, що функцiя η(t) = 0 задовольняє системi (8), отже, якщо в певний
момент часу рiвнiсть (6) виконано, то вона буде виконано тотожньо для всiх t.

Для того щоб забезпечити властивiсть глобального тяжiння для iнварiантного
рiзномаїття (6) i спрямувати вiдхилення e1(t) до нуля, в нашому розпорядженнi
залишається вибiр виду функцiї Φ(x1, e1) i керування v1(.).

3. Синтез стабiлiзуючих керувань.
Нехай функцiя Φ(x1, e1) є частинним розв’язком системи рiвнянь в частинних

похiдних першого порядку

g2(x1) + (Φx1 − Φe1)g1(x1) = −(λ, . . . , λ)T , Φ(x1, 0) = 0,

де λ > 0. Тодi, якщо вiдповiдне цьому розв’язку керування v2(x1, e1) буде задо-
вольняти обмеженню A2, то многовид, який визначається формулами (6), буде
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мати властивiсть глобального тяжiння, а самi цi формули визначать асимптотич-
ну оцiнку змiнних x2(t) = p2(t)− e2(t).

Для забезпечення асимптотичної стiйкостi нульового розв’язку системи (8) обе-
ремо керування v1 = −g1(x1)Φ(x1, e1)−Γe1, де Γ = diag(γ, . . . , γ), γ > 0. В резуль-
татi система (8) матиме вигляд

ė1 = g1(x1)η − Γe1,

η̇ = −Λη,
(9)

де Λ = diag(λ, . . . , λ).
Нехай V (t) = 1

2(e
T
1 e1 + ηT η) – функцiя Ляпунова для системи (9). Її похiдна в

силу системи (9) дорiвнює

V̇ (t) = −eT1 Γe1 + eT1 g1(x1)η − ηTΛη.

Згiдно зробленим припущенням, траєкторiя x(t) є обмеженою функцiєю часу. Тоб-
то за додаткової вимоги обмеженостi значень g1(x1) з останньої рiвностi випливає,
що значення γ, λ можуть бути обранi таким чином, що похiдна функцiї Ляпуно-
ва V̇ (t) стає вiд’ємною функцiєю часу. Таким чином, в результатi запропонованої
схеми синтезу керувань отримуємо, що

1) тракторiї системи (3),(6) прямують до многовиду e2 − Φ(x1, e1) = 0;
2) limt→∞ e1 = 0;
3) з граничної умови Φ(x1, 0) = 0 для функцiї Φ(x1, e1), яка є диференцiйована,

а значить неперервна, випливає, що limt→∞ e2 = 0.

4. Задача синхронiзацiї за виходом кутових швидкостей твердих тiл.
Як додаток даного способу розв’язання задачi синхронiзацiї розглянемо рiв-

няння, що описують обертання по iнерцiї твердого тiла навколо нерухомої точки,
яка спiвпадає з центром мас тiла.

Позначивши

a1 =
A2 −A3

A1
, a2 =

A3 −A1

A2
, a3 =

A1 −A2

A3

запишемо рiвняння Ейлера

ẋ1 = a1x2x3,

ẋ2 = a2x3x1,

ẋ3 = a3x1x2,

(10)

де A1, A2, A3 – означають моменти iнерцiї тiла вiдносно головних вiсей, вектор
x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) – описує кутову швидкiсть тiла. Будемо вважати, що
вихiд системи (10) задано функцiями

y1(t) = x1(t), y2(t) = x2(t),
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тобто першi двi компоненти вектора кутової швидкостi вимiрюються i є вiдомими
як функцiї часу, а компонента x3(t) залишається невiдомою.

Оскiльки в роботi пропонується метод синхронiзацiї для нелiнiйних систем, то
далi будемо вважати, що усi моменти iнерцiї рiзнi, тобто рiвняння (10) є суттєво
нелiнiйними. В разi A1 = A2 компонента x3(t) вектора кутової швидкостi є сталою
величиною i задача синхронiзацiї може бути вирiшена методами лiнiйних систем.
Якщо A1 = A2 = A3, то з очевидних причин вихiдна задача синхронiзацiї за
виходом не має розв’язку.

Запишемо аналогiчну систему з поки що довiльними функцiями – законами
керування ui(.), i = 1, 2, 3

ṗ1 = a1p2p3 + u1,

ṗ2 = a2p1p3 + u2,

ṗ3 = a3p1p2 + u3.

(11)

Необхiдно пiдiбрати керування u1, u2, u3 таким чином, щоб будь-який розв’язок си-
стеми (11) асимптотично прямував до того розв’язку системи (10), який вiдповiдає
виходу. Для цього складемо рiвняння помилок, позначивши вiдповiднi вiдхилення
через ei(t) = pi(t)− xi(t), i = 1, 2, 3:

ė1 = a1(e1p3 + e3x2) + u1,

ė2 = a2(e2p3 + e3x1) + u2,

ė3 = a3(e1p2 + e2p1) + u3.

(12)

Будемо розв’язувати задачу стабiлiзацiї тривiального розв’язку системи (12) в
околi деякого одновимiрного многовида e3 − Φ(x1, x2, e1, e2) = 0. Зробимо замiну
змiнної e3 за формулою η = e3 − Φ(x1, x2, e1, e2) i введемо новi керування, якi
залежать лише вiд доступних вимiру величин x1, x2 i фазового вектора системи
(11)

v1 = a1(e1p3+x2Φ)+u1, v2 = a2(e2p3+x1Φ)+u2, v3 = a3(p1p2−x1x2)+u3. (13)

В нових змiнних система (12) запишеться як

ė1 = a1x2η + v1,

ė2 = a2x1η + v2,

η̇ = (a1x2Φx1 + a2x1Φx2)(η +Φ− p3) + v3.

(14)

На першому кроцi конструювання допомiжної системи вимагатимемо, щоб ке-
рування v3 задовольняло рiвностi

v3 = (a1x2Φx1 + a2x1Φx2)(p3 − Φ)− Φe1v1 − Φe2v2. (15)
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Права частина формули (15) не залежить вiд x3, e3, η, тобто таке керування є
допустимим. В результатi система рiвнянь у вiдхиленнях (14) перетвориться в си-
стему диференцiальних рiвнянь, для якої многовид, який визначається формулою
e3 − Φ(x1, x2, e1, e2) = 0, стає iнварiантним:

ė1 = a1x2η + v1,

ė2 = a2x1η + v2,

η̇ = [a1x2(Φx1 − Φe1) + a2x1(Φx2 − Φe2)]η.

(16)

Для зведення задачi синхронiзацiї до задачi часткової стабiлiзацiї змiнних e1, e2
потрiбно забезпечити, щоб:

a) вказаний многовид мав би властивiсть глобального асимптотичного тяжiн-
ня;

b) функцiя Φ(x1, x2, e1, e2) та її частиннi похiднi першого порядку в данiй об-
ластi були б неперервними функцiями своїх аргументiв i вона задовольняла гра-
ничнiй умовi Φ(x1, x2, 0, 0) = 0.

Оскiльки керування v3 вже вибрано за формулою (15), то для виконання умов
a) i b) будемо шукати функцiю Φ(x1, x2, e1, e2) як розв’язок граничної задачi для
рiвняння в частинних похiдних першого порядку

a1x2(Φx1 − Φe1) + a2x1(Φx2 − Φe2) = −λ, Φ(x1, x2, 0, 0) = 0. (17)

Вид розв’язку рiвняння (17) iстотно залежить вiд знакiв параметрiв a1, a2. Тоб-
то розв’язок задачi синхронiзацiї траєкторiй систем (10),(11) повинен враховувати
певнi обмеження на розподiл мас в цих тiлах. Розглянемо випадок, коли парамет-
ри a1, a2 мають рiзнi знаки. Таке спiввiдношення виникає коли моменти iнерцiї
твердого тiла задовольняють однiй з нерiвностей: 1)A1 < A3, A2 < A3; 2)A3 <
A2, A3 < A1. Тодi рiвняння (17) має сiм’ю обмежених розв’язкiв. Розв’язок, який
задовольняє крайовiй умовi Φ(x1, x2, 0, 0) = 0 позначимо:

Φ∗(x1, x2, e1, e2) = λ
sign a1√
−a1a2

[
arctg

(√
−a2
a1

x1
x2

)
− arctg

(√
−a2
a1

x1 + e1
x2 + e2

)]
. (18)

Iнший випадок, коли параметри a1, a2 мають однаковi знаки, виникає коли
A3 не є екстремальним моментом iнерцiї, тобто: 1)A3 < A1, A2 < A3; 2)A3 <
A2, A1 < A3 . В цьому випадку рiвняння (17) має сiм’ю обмежених розв’язкiв при
виконаннi крайової умови Φ(x1, x2, 0, 0) = 0 наступного вигляду:

Φ∗∗(x1, x2, e1, e2) = − λ
√
a1a2

ln
x1

√
a1a2 + |a1| · |x2|

(x1 + e1)
√
a1a2 + |a1| · |x2 + e2|

. (19)

Вважаючи

v1 = −γe1, v2 = −γe2, (20)
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з урахуванням обмеженостi функцiй (18) або (19) та їх похiдних в областi значень
змiних x1, x2, e1, e2, отримуємо, що додатно визначена функцiя

V (t) =
1

2
(e21 + e22 + η2) (21)

вибором сталих λ, γ може бути зроблена вiд’ємно визначеною на траєкторiях си-
стеми (16). Тим самим показано, що функцiї v1, v2, v3, обчисленi за формулою (15),
(20) i визначають, з урахуванням перетворень (13) керування u1, u2, u3.

Тобто, для випадку 1)A1 < A3, A2 < A3; 2)A3 < A2, A3 < A1 керування
мають вигляд:

u1 = −γe1 − a1 (e1p3 + x2 · Φ∗(x1, x2, e1, e2)) ,

u2 = −γe2 − a2 (e2p3 + x1 · Φ∗(x1, x2, e1, e2)) ,

u3 =
λ · a1

a1(x2 + e2)2 − a2(x1 + e1)2
{
[
a1x2e2 − a2x1e1 + a1e

2
2 − a2e

2
1

]
(p3 − Φ∗(x1, x2, e1, e2))−

−γ(e1x2 − e2x1)} − a3 · (p1p2 − x1x2),

де Φ∗(x1, x2, e1, e2) обирається iз (18).

Iнший випадок на моменти iнерцiї 1)A3 < A1, A2 < A3; 2)A3 < A2, A1 < A3

дає змогу записати керування таким чином:

u1 = −γe1 − a1 (e1p3 + x2 · Φ∗∗(x1, x2, e1, e2)) ,

u2 = −γe2 − a2 (e2p3 + x1 · Φ∗∗(x1, x2, e1, e2)) ,

u3 = λ ·
γ(a2e1 +

√
a1a2e2)− a2 (p3 − Φ∗∗(x1, x2, e1, e2)) (e1

√
a1a2 + |a1|e2)

a2((x1 + e1)
√
a1a2 + |a1| · |x2 + e2|)

−

−a3 · (p1p2 − x1x2).

Тут Φ∗∗(x1, x2, e1, e2) обирається iз (19). Такими керуваннями забезпечується
асимптотичне прямування довiльної траєкторiї системи (11) до тiєї траєкторiї си-
стеми (10), яка формує вихiд системи з функцiями x1(t), x2(t).

Висновок.
У роботi розглядається новий спосiб розв’язання задачi синхронiзацiї траєк-

торiй для нелiнiйних динамiчних систем, правi частини яких лiнiйнi вiдносно невi-
домих компонент фазового вектора. Запропонований пiдхiд засновано на викори-
станнi метода iнварiантних спiввiдношень та методiв керованої стабiлiзацiї нелiнiй-
них систем щодо частини змiнних. Рiвняння вихiдної системи доповнюються рiв-
няннями їх керованого прототипу. Для отриманої розширеної системи розв’язується
задача синтезу керувань, при яких многовид, що описується системою додаткових
спiввiдношень, стає iнтегральним многовидом з властивiстю глобального тяжiння
для траєкторiй розширеної системи. Вихiдна задача синхронiзацiї розглядається

34



Вимушена синхронiзацiя кутових швидкостей твердих тiл

в околi цього многовида, що дозволяє уникнути можливого необмеженого росту
розв’язкiв i забезпечити лiнiйну динамiку для вiдхилення траєкторiй.

В якостi додатка запропонованої схеми синхронiзацiї для динамiчних рiвнянь
Ейлера, що описують обертання твердого тiла навколо нерухомої точки, розв’язана
задача синхронiзацiї кутових швидкостей двох iдентичних твердих тiл при певних
обмеженнях на їхнi моменти iнерцiї.
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N.V. Zhogoleva, I.S. Dmytryshyn
Forced synchronization of rigid bodies angular velocities.

The problem of synchronization on incomplete information on a state of system is considered. In
control theory, one of the ways to solve the problem of incompleteness of the measured information
is to obtain a vector estimate state by the values of outputs with the help of an observer – a special
dynamic system, the state of which approaches the initial trajectory. The main problem in constructing
an observer is therefore, to provide a exponential dynamics of observation error reduction. Assume
that a solution in the form of feedback u(x) is found for the problem of synchronization of trajectories
and estimate x̂ is obtained with the help of an observer. The question arises whether thus obtained
control law in the form of feedback u(x̂) solve the original problem. For linear stationary systems, the
answer to this question is positive (the separation principle): if for of a linear stationary system an
exponential observer is constructed and a linear feedback is found, globally asymptotically stabilizing a
given equilibrium position at a known state vector – then with the appropriate feedback on the estimate
state vector global asymptotic stability of the equilibrium position stored. For nonlinear systems in the
general case the answer to this question is negative: there are examples of nonlinear systems to which
the separation principle is unsuitable. The reason for this is possible phenomenon of unlimited growth
of system solutions with control u(x̂) for a finite time before the observer estimates error of the state
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will be reduced to zero. To construct the laws of synchronization, in contrast to the general approach,
we use the method of invariant relations developed in analytical mechanics, which is designed to find
partial solutions (dependences between variables) in problems of dynamics of a rigid body with a fixed
point. Modification of this method to the problems of control theory allows to synthesize a manifold
in the space of an extended system, which avoids possible unlimited growth of solutions and provides
controlled dynamics for trajectory deviation.

Keywords: nonlinear dynamical systems, trajectory synchronization, invariant relations, Euler equa-
tions.
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