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Abstract. The new nonlinear wave equations, describing the propagation of the surface 
wave along the interface of two half-spaces with differing densities and elastic properties (the 

Stoneley wave), are proposed. The nonlinearity is introduced by the five-constant Murnaghan 

potential, which includes both the geometrical and the physical nonlinearities. The solution 
of nonlinear equations is obtained by the method of successive approximations within the 

framework of two first approximations. This solution includes the second harmonics. 
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Введение. 
Задача о поверхностной волне, распространяющейся вдоль плоскости раздела 

двух соединённых между собой упругих полупространств, является классической за-
дачей динамической линейной теории упругости. Считается, что впервые решение 
этой задачи было дано Стоунли в публикации 1924 г. [38]. Впоследствии волны вдоль 
границы раздела (не только плоской, но и цилиндрической, сферической и т.д.) двух 
упругих тел получили название волн Стоунли. Эти волны исследуются до сих пор с 
привлечением различных усложняющих факторов. Особенно популярны прикладные 
исследования в области геофизики [7, 8, 10, 17, 18, 21, 22, 24, 25, 36, 37, 39]. Доста-
точно полное представление о публикациях, посвященных волнам Стоунли, можно 
составить по информации в основных мировых базах научных данных. Например, по 

ключевому слову “Stoneley wave” база данных Google дает 52800 источников. 
Упругие гармонические волны составляют крупный фрагмент как линейной, так и 

нелинейной теории упругости [1 – 6, 11 – 16, 19, 20, 26, 27, 30, 35 и др.]. Первоначаль-
но исследовались так называемые свободные волны, распространяющиеся в беско-
нечном упругом пространстве и которые как-бы генерируются начально на бесконеч-
ности и уходят в бесконечность. Сюда относятся, прежде всего, плоские упругие гар-
монические волны. Далее изучались волны с криволинейными профилями (цилиндри-
ческие, сферические и т.д.), где уже присутствует криволинейная граница, на которой 
начально генерируются волны, распространяющиеся далее от границы в бесконеч-
ность. Поверхностные волны представляют собой следующую, третью, группу по 

сложности теоретического анализа. Необходимый здесь учет влияния границы раздела 
и условие быстрого затухания амплитуд волн при отходе от границы имеет следстви-
ем более сложную волновую картину. 

Внутренняя логика развития теории упругости диктовала, по крайней мере, три на-
правления последующих исследований упругих волн. Первое направление состоит в 
усложнении модели упругого деформирования (прежде всего, здесь следует отметить 
переход от структурной модели первого порядка, соответствующей линейной теории 
упругости, к структурным моделям второго порядка – микрополярным моделям, мо-
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дели упругой смеси, микроморфной модели и т.п.) [4]. Второе направление включает 
учет начальных напряжений [3], что невозможно в рамках линейной теории и что 
имеет многочисленные приложения. Третье направление ассоциируется с полным 
учетом нелинейности процесса деформирования и состоит из различных под-
направлений, часть из которых чисто теоретическая, тогда как иная часть более при-
кладная. Из чисто теоретических поднаправлений можно выделить московское, тал-
линнское, нижегородское и киевское [33, 35]. Приведенный далее в статье анализ не-
линейной волны Стоунли относится к четвертому поднаправлению. Он основан на 
введении в модель упругого деформирования нелинейности, которая описывается не-
линейным тензором деформации Коши – Грина и упругим потенциалом Мурнагана, 

учитывающим как геометрическую, так и физическую нелинейности. 
 
§1. Линейный анализ волны Стоунли.  
Рассмотрим сначала основные моменты классического линейного анализа поверх-

ностной волны Стоунли, распространяющейся вдоль поверхности раздела между 
двумя упругими телами. Ограничимся удобным для аналитического рассмотрения 
случаем, когда два упругих полупространства с различающимися плотностью и меха-
ническими свойствами разделены плоскостью и соединены согласно условию полно-
го механического контакта. Также выберем декартовы координаты 1 2 3Ox x x  и предпо-

ложим, что плоскость раздела является координатной плоскостью и описывается 
уравнением 3 0x  . Приведем далее анализ случая плоской деформации изотропного 

материала, полагая механическое состояние не зависимым от координаты 2x и отсутст-

вие горизонтального поперечного перемещения 2u . Тогда задача сводится к анализу 

двух полуплоскостей (верхней и нижней) с прямой линией раздела. На этом геомет-
рическая часть постановки задачи о волне Стоунли заканчивается. 

Механическая часть состоит в использовании основных уравнений линейной тео-
рии упругости (уравнений Ляме) для рассматриваемого случая отсутствия горизон-
тальных поперечных перемещений 

   

   

1 1,11 3,13 1,33

3 3,33 1,13 3,11

2 0;

2 0.

u u u u

u u u u

     

     

     

     




                            (1) 

Далее рассматривается решение уравнений (1) в виде волны (волны Стоунли), ко-
торая распространяется вдоль линии раздела в направлении оси абсцисс 1Ox  и затуха-

ет при удалении от оси аппликат 3Ox  как вверх (в положительном направлении), так 

и вниз (в отрицательном направлении). При этом должны выполняться геометриче-
ские (прямая линия раздела разграничивает две упругие полуплоскости с различаю-
щимися свойствами) и граничные условия (перемещения и напряжения непрерывны 
при переходе через линию раздела). 

Как правило, уравнения (1) не решают прямо, а вводят сначала две скалярные 
функции-потенциалы 1 3 1 3( , , ), ( , , )x x t x x t   по закону 

1 1 3 3 1 3
1 3 3 1

( , , ) ,  ( , , ) .u x x t u x x t
x x x x

      
   
   

                            (2) 

Тогда взаимосвязанная система уравнений (1) относительно продольного и верти-
кального поперечного перемещений преобразуется в два линейных независимых вол-
новых уравнения относительно потенциалов 

   2 2 2 2 2 20, 0L Tc t c t                  .                             (3) 
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Здесь обозначения стандартные:  2Lc      – фазовая скорость продольной 

волны, Tc    – фазовая скорость продольной волны; ,   – упругие постоянные 

Ляме;   – плотность. 

На следующем шаге волновые уравнения (3) решаются раздельно для верхней и 

нижней полуплоскостей и поэтому решения ищутся в виде гармонической волны с 

различающимися амплитудами в областях, примыкающих к линии раздела,  

1 1( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 3 3 1 3 3( , , ) ( ) , ( , , ) ( )S Si k x t i k x tB H B H B H B Hx x t A x e x x t A x e 

     ,             (4) 

где для верхней полуплоскости использован индекс В (верхняя), для нижней полу-

плоскости – индекс Н (нижняя), четыре амплитуды ( ) ( )
3 3( ), ( )B H B HA x A x   должны вы-

полнять условия затухания с увеличением расстояния 3x  от линии раздела, а волно-

вое число  S Sk v (как и амплитуды) должно быть определено из дополнительных 

рассуждений. 
Подстановка представлений (4) в волновые уравнения (3) приводит к четырем не-

зависимым обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка с посто-

янными коэффициентами относительно амплитуд ( ) ( )
3 3( ), ( )B H B HA x A x   

           
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   

   

               

               

                 (5) 

В этих уравнениях волновое число волны Стоунли Sk  неизвестно. По условиям, ко-

торые характеризуют волну Стоунли, волна должна быть поверхностной, т.е. затухать 

при отходе от линии раздела вверх или вниз. Поэтому решения уравнений (5) должны 

быть затухающими функциями и поскольку это экспоненциальные функции вида 
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S L S T
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A x A e A x A e
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 
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                        (6) 

с неизвестными постоянными множителями ( ) ( ),B H B HA A 
  , то коэффициенты в урав-

нениях (5) должны удовлетворять условиям затухания 

       2 22 2( ) ( )0,  0B H B H
S SL Tk k k k                                 (7) 

или 

       2 22 2( ) ( ) ( ) ( )1 0;  1 0.B H B H B H B H
S SL L T Tv v v v               

              (8) 

Теперь можно записать представление волны Стоунли через потенциалы, объеди-
нив формулы (4), (6) и (8), 

   22
3 1 3 1( ) ( )

1 3( , , ) ;
B BS L S L S

k k x i k x t x i k x tB B Bx x t A e e A e e  
 

      
 

   22
3 1 3 1( ) ( )

1 3( , , ) ;
B BS T S T S

k k x i k x t x i k x tB B Bx x t A e e A e e  
 

      
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   22
3 1 3 1( ) ( )

1 3( , , ) ;
H HS L S L S

k k x i k x t x i k x tH H Hx x t A e e A e e  
 

      
 

   22
3 1 3 1( ) ( )

1 3( , , ) .
H HS T S T S

k k x i k x t x i k x tH H Hx x t A e e A e e  
 

                             (9) 

Далее для удобства запишем еще представление волны Стоунли через перемеще-
ния, использовав для этого формулы (2) 

3 1 3 1( ) ( )
1 1 3( , , )

B B
L S T Sx i k x t x i k x tB B B B

S Tu x x t A ik e e A e e   
  

      ;                   (10) 

3 1 3 1( ) ( )
3 1 3( , , )

B B
L S T Sx i k x t x i k x tB B B B

L Su x x t A e e ik A e e   
         ;                   (11) 

3 1 3 1( ) ( )
1 1 3( , , )

H H
L S T Sx i k x t x i k x tH H H H

S Tu x x t A ik e e A e e   
      ;                    (12) 

3 1 3 1( ) ( )
3 1 3( , , )

H H
L S T Sx i k x t x i k x tH H H H

L Su x x t A e e ik A e e   
        .                         (13) 

Заметим, что выражения (10) – (13) включают пять неизвестных величин – четыре 

амплитудные множители ( ) ( ),B H B HA A 
   и волновое число Sk . Для их определения ис-

пользуются четыре граничные условия 

       1 1 1 1 3 1 3 1

33 1 33 1 31 1 31 1

,0, ,0, ; ,0, ,0, ;

( ,0, ) ( ,0, ); ( ,0, ) ( ,0, ).

B H B H

B H B H

u x t u x t u x t u x t

x t x t x t x t   

 

 
                           (14) 

Для вычисления напряжений через перемещения используются линейные соотно-
шения Коши  

  ( ) ( ) ( )
, ,1 2B H B H B H

ik i k k iu u                                                  (15) 

и линейный закон Гука  
( ) ( )( ) 2B H B HB H

ii ikik ik     .                                             (16) 

В итоге напряжения представляются в виде 
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(18) 
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Представления (10) – (13) и (17) – (20) позволяют записать граничные условия 
(14) в виде 

       

       

2 22 2

2 22 2

0;

0;

B B B H H H
S S T S S T

B B B H H H
S L S S L S

A ik A k k A ik e A k k

k k A ik A k k A ik A

   

   

     

      

   

   
 

       

       

2 22 2

2 22 2

2 2

2 2 0;

B B B B
B S S L B S T

H H H H
H S S L H S T

A i k k k A k k

A i k k k A k k

 

 

 

 

       

       

 

 
                   (21) 

 

 
 

 
 

 
 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 1 2 2 1 0S S S SB B H H

B B H H
B B H H
T T T T

v v v v
A A i A A i

v v v v
      

   
             
      

    . 

Однородная система четырех линейных алгебраических уравнений (19) имеет не-
тривиальное решение, если ее детерминант равен нулю. Для компактности записи де-
терминанта лучше перейти к фазовым скоростям  v k   

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

   
 

   
 

   
 

 

 
 

   
 

   
 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

1 1

2 2
2 1 2 1

2 2
1 2 1

S S

B H
T T

S S

B H
L L

S S S SB B H H

B B B B H H H H
T T T T T T T T

S S SB B H H

B B B B H H
T L T T T L

v v
i i

v v

v v
i i

v v

v v v vi i

v v v v v v v v

v v vi i

v v v v v v

   

   

   

  

   

   

   
          

      
 

     
    

 

 
2

2 2

0

2 S

H H
T T

v

v v




 
  
  

. 

(22) 
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Здесь уместно вспомнить, что задача о волне Стоунли в определенном смысле яв-
ляется обобщением задачи о волне Рэлея (волна Стоунли – поверхностная волна вдоль 

границы между двумя полупространствами, волна Рэлея – вдоль свободной границы 

одного полупространства). Поэтому полезно иногда их сравнивать. Сравнение полу-
ченного из граничных условий уравнения для определения фазовой скорости волны 
Рэлея (оно имеет название уравнения Рэлея) с уравнением (22) показывает, что волна 

Стоунли, как и волна Рэлея, является недисперсионной волной, поскольку ее скорость 
не зависит от волнового числа, а зависит лишь от исходных параметров задачи (фазо-
вых скоростей плоских волн в полупространствах) и при заданных параметрах явля-
ется постоянной величиной. 

Уравнение Стоунли (22), как и уравнение Рэлея, является уравнением относи-
тельно квадрата фазовой скорости и включает корни (иррациональности)  

   22( ) ( )
( ) ( )1B H B H

SL T L TK v v     
.                                          (23) 

В обозначениях (23) классическое представление Стоунли уравнения (22) имеет 
вид 

           

           

2 2 2 22 2

2 2 2 22 2

02 2 2 2

2 2 2 2

B H
T T

B H
L L

B B B H H H
B T S B T T H T S H T T

B B B H H H
B T L B T S H T L H T S

i K i K

K i K i

v v i v K v v i v K

i v K v v i v K v v

   

   

 

 

             
            

 

или 

      

       

      

4 2

2 22

22 2

4

4 1 1 0

B H B H
S B H H L B L H T B T

B H B B H H
S B T H T H B H L T B L T

H B H H B B
H T B T L T L T

v K K K K

v v v K K K K

v v K K K K

     

     

 

      

         

      
 

          (24) 

или 

 
         

       

2 22 22

4

2 22 2

1 1

1 1

B H
B H H S L B S L

S

B H
H S T B S T

v v v v

v

v v v v

   

 

                     
 

                   

 

     
       

       

2 22 2

2 22

2 22 2

1 1

4

1 1

B B
H B H S L S T

B H
S B T H T

H H
B S L S T

v v v v

v v v

v v v v

  

 



                                    

+ 

           
22 2 2 22 2

4 1 1 1H B H H
H T B T S L S Tv v v v v v 

                        
 



 45 

       2 22 2
1 1 1 0.B B

S L S Tv v v v
                 

                   (25) 

Полагается понятным, что существование как волны Рэлея, так и волны Стоунли 
эквивалентно существованию действительного корня уравнения Рэлея и уравнения 
Стоунли (22). Напомним, что уравнение Рэлея следует из уравнения Стоунли при 
предположении, что 0H   

            2 42 4 2
4 4 1 0B B B B

S S S T T L TR v v v v v K K     . 

Уравнение Стоунли (22) классифицируется как имеющее действительный корень 

лишь при определенных ограничениях на свойства упругих полуплоскостей. К приме-
ру, Стоунли и его последователи исследуют случай ограничения, которое называют 
условиями Вайхерта для поверхности разрыва земной коры – условиями равенства 

продольных и поперечных плоских волн в упругих полуплоскостях 

,B H B H
L L L T T Tv v v v v v    .                                              (26) 

Из условий (26) следует, что 

,B H B H
L L L T T TK K K K K K    .                                        (27) 

При этих ограничениях и в новых обозначениях 

       2 2 2 22 0, 0 1S T T LV v v v v      

уравнение Стоунли (22) принимает вид 

     

       

2 22 4

2 22 24 1 2 0.

B H H B L T

B H L T L T

S V V K K

V V K K K K

   

 

      

        

                (28) 

Классический способ доказательства существования действительного корня урав-

нения (28) состоит в определении интервала, на котором функция  2S V  изменяет 

знак. 
Оказывается, что таким интервалом может быть интервал  0;1  – 

   21 0B HS      и    20 1 0B HS K K   .  

Таким образом, при условиях Вайхеpта действительный корень уравнения Стоун-
ли существует и фазовая скорость волны Стоунли меньше фазовой скорости попереч-

ной волны    2 221 0S TV v v   . 
 
§2. Нелинейный анализ волны Стоунли.  
Настоящий подход основывается на введении нелинейности деформирования 

обеих полуплоскостей посредством нелинейного тензора деформации Коши – Грина  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

1

2
B H B H B H B H B H
nm n m m n n i i mu u u u    ;   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1,1 1,1 1,1 1,3 3,1
1

2
B H B H B H B H B H B Hu u u u u    ; 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33 3,3 3,1 1,3 3,3 3,3

1

2
B H B H B H B H B H B Hu u u u u    ;                      (29) 

   13 1,3 3,1 1,1 1,3 1,3 3,3 1,3 3,1 1,3 1,1 3,3
1 1

2 2
u u u u u u u u u u u           ; 
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   31 3,1 1,3 3,1 1,1 3,3 3,1 1,3 3,1 3,1 1,1 3,3
1 1

2 2
u u u u u u u u u u u            

и потенциала Мурнагана [23, 35] 

     2 2( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) 11 11 33 331 2 2B H B H B H B HB H

B HW           
 

       2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) 11 33 13 31

B H B H B H B H
B H          

  ( )1 3 B HA             (30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 11 11 13 13 13 11 31 13 13 33

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13 31 11 13 33 13 33 31 31 33 33 33

B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H

           

           

   
  
     

 

             2 2 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 33 11 33 13 31 11 331 3B H B H B H B H B H B H B H B HB C                

, 

где ( ) ( ),B H B H   – упругие постоянные второго порядка (постоянные Ляме), 

( ) ( ), ,B H B HA B  ( )B HC  –  упругие постоянные третьего порядка (постоянные Мурнагана). 

Далее дополнительно принято, что запись потенциала Мурнагана включает толь-
ко квадратично нелинейные составляющие градиентов деформации [33, 35] 

       2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )1,1 3,3 1,1 3,3 1,3 3,1

1 1

2 2
B H B H B H B H B H B HB H

B H B HW u u u u u u          
 

 

       2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1,1 3,3 1,1 3,3 1,1 3,3 1,3 3,1

1
2

2
B H B H B H B H B H B H B H B H

B H B Hu u u u u u u u             
 

       3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,1 3,3 1,1 3,3 1,3 3,1 1,1 3,3

1
2

2
B H B H B H B H B H B H B H B Hu u u u u u u u

      


 

   2 2( ) ( )
1,3 3,1
B H B Hu u

     
+ 

      3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,3 3,1 1,1 3,3

1 3

3 4
B H B H B H B H B H B H

B HA u u u u u u
        

   (31) 

       2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,1 3,3 1,3 3,1

B H B H B H B H B H B H
B HB u u u u u u        

 3( ) ( )
( ) 1,1 3,3

1

3
B H B H

B HC u u  . 

Уравнения движения записываются через несимметричный тензор напряжений 

Кирхгоффа ( )B H
nmt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )11,1 31,3 1 13,1 33,3 3;B H B H B H B H B H B H

B H B Ht t u t t u      .                       (32) 

Компоненты тензора Кирхгоффа определяются по формуле 
( )

( )
( )
,

B H
B H
nm B H

m n

W
t

u




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 

   

   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )11 1,1 1,1 3,3 1,1

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 1,3 3,1 1,1 3,3

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 1,3 3,1 1,3 3,1

2( )
( ) 1,1

2

1

2

1
3

2

1

B H B H B H B H B HB H
B H B H

B H B H B H B H B H
B H

B H B H B H B H B H
B H

B H
B H

t W u u u u

u u u u u

u u u u u

A u

 





      

       

       

   2( ) ( )
1,3 3,14
B H B Hu u

    

 

     

   

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 1,1 3,3 3,3 1,3 3,1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,1 3,3

3 2

2 ;

B H B H B H B H B H B H
B H

B H B H B H B H
B H

B u u u u u u

C u u u u

        

     

 

 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )33 3,3 1,1 3,3 3,3

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )3,3 1,3 3,1 1,1 3,3

2

1

2

B H B H B H B H B HB H
B H B H

B H B H B H B H B H
B H B H

t W u u u u

u u u u u

 

 

      

        

              (33) 

       2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )3,3 1,3 3,1 1,3 3,1 3,3 1,3 3,1

1 1
3

2 4
B H B H B H B H B H B H B H B H

B Hu u u u u A u u u
                

 

     

   

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 1,1 3,3 3,3 1,3 3,1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,1 3,3

2 3

2 ;

B H B H B H B H B H B H
B H

B H B H B H B H
B H

B u u u u u u

C u u u u

        

     

 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )13 1,3 3,1 1,1 3,3 3,1

B H B H B H B H B H B H
B H B Ht u u u u u       

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,3 3,12B H B H B H B H

B H u u u u     

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1,1 3,3 1,3 3,1 1,1 3,3 1,3 3,1

1
2 ;

4
B H B H B H B H B H B H B H B H

B H B HA u u u u B u u u u       

   
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )31 1,3 3,1 1,1 3,3 1,3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 3,3 1,3 3,12

B H B H B H B H B H B H
B H B H

B H B H B H B H
B H

t u u u u u

u u u u

 



    

   
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1,1 3,3 1,3 3,1 1,1 3,3 1,3 3,1

1
2

4
B H B H B H B H B H B H B H B H

B H B HA u u u u B u u u u      . 

Подстановка соотношений (33) в уравнения (32) дает два нелинейные уравнения 

движения в перемещениях 

   ( ) 1 ( ) ( ) 1,11 ( ) ( ) 3,13 ( ) 1,332B H B H B H B H B H B Hu u u u            
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    ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 1,113 2 2 3 B H B H

B H B H B H B H B HA B C u u          

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1,3 1,13 3,1 1,13

3
3 4

4
B H B H B H B H

B H B H B H B HA B u u u u        
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3 3,11 3,1 3,11

1 1
2 2 2

2 2
B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B H B HA B u u A B u u               
   

(34) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3,3 3,13 1,1 3,13

1
4 2

4
B H B H B H B H

B H B H B H B H B HA B C u u u u         
 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 1,33 3,3 1,33 1,3 3,33

1
2 2

4
B H B H B H B H B H B H

B H B H B H B HA B u u u u u u         
 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,1 3,33 3,3 1,11

1
2 2 2

4
B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B HA B u u B C u u        
 

; 

   ( ) 3 ( ) ( ) 3,33 ( ) ( ) 1,31 ( ) 3,112B H B H B H B H B H B Hu u u u            

    ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3,3 3,333 2 2 3 B H B H

B H B H B H B H B HA B C u u          

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1,3 3,31 3,1 3,31

3
3 4

4
B H B H B H B H

B H B H B H B HA B u u u u        
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,1 1,33 1,3 1,33

1 1
2 2 2

2 2
B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B H B HA B u u A B u u               
   

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 1,31 3,3 1,31

1
4 2

4
B H B H B H B H

B H B H B H B H B HA B C u u u u         
 

  (35) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 3,3 3,11 1,1 3,11 3,1 1,11

1
2 2

4
B H B H B H B H B H B H

B H B H B H B HA B u u u u u u         
 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3 1,11 1,1 3,33

1
2 2 2

4
B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B HA B u u B C u u        
 

. 

Уравнения (34), (35) получены с учетом геометрической (посредством нелиней-
ных представлений зависимости деформаций от перемещений (29), допускающих не 

только обязательные для линейной теории бесконечно малые деформации) и физиче-
ской (посредством кубической нелинейности упругого потенциала Мурнагана (30), 
соответствующей квадратичной нелинейности в определяющих уравнениях) нелиней-
ностей. Однако существуют ситуации, когда деформирование материала можно счи-
тать только геометрически нелинейным процессом (деформации не бесконечно малые 

и определяющие соотношения линейные) или только физически нелинейным процес-
сом (деформации бесконечно малые и определяющие соотношения нелинейные). 

Для этих случаев уравнения (34), (35), реализующие общий нелинейный подход 
(далее подход 1), могут быть упрощены. 
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В случае подхода 2, когда учитывается геометрическая нелинейность и не учиты-
вается физическая, уравнения (34), (35) имеют вид (далее вторые уравнения не приво-
дятся, поскольку они, как и второе уравнение (35), получаются из первых заменой 
индексов 1 3  

   ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,11 3,13 1,332B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B Hu u u u           

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1,1 1,11 3,1 3,11 3,1 3,332 3 B H B H B H B H B H B H

B H B H u u u u u u                           (36) 

 
  

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1,1 1,33 1,3 3,11 1,3 3,33 3,3 1,33

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1,1 3,13 3,3 3,13

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1,3 1,33 3,1 1,13 3,3 1,11

2

3 .

B H B H B H B H B H B H B H B H
B H

B H B H B H B H
B H B H

B H B H B H B H B H B H
B H B H B H

u u u u u u u u

u u u u

u u u u u u



 

  

    

   

   

 

В случае подхода 3, когда учитывается физическая нелинейность и не учитывает-
ся геометрическая, первое уравнение имеет вид 

   ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,11 3,13 1,332B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B Hu u u u                      (37) 

    


( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,1 1,11 1,1 1,33

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,3 3,33 3,3 1,33 1,3 1,33 3,1 1,13 3,1 3,11 3,1 3,33

2 3 1 2

2 2

B H B H B H B H
B H B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H B H

A B C u u A B u u

u u u u u u u u u u u u

       

      
 

   
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1,1 3,13 3,3 3,13

( ) ( )
( ) ( ) 3,3 1,11

1 2 3 2

2 .

B H B H B H B H
B H B H B H

B H B H
B H B H

A B C u u u u

B C u u

      

 
 

Пожалуй, самые важные новые качества полученных нелинейных уравнений со-
стоят в их нелинейности и взаимосвязанности (линейные уравнения (1) невзаимосвя-
заны). 

В уравнениях (34) – (37) линейные составляющие записаны в левых частях урав-
нений, тогда как правые части включают лишь квадратично нелинейные составляю-
щие одинаковой структуры – произведения первой производной на вторую производ-
ную. Каждое уравнение содержит 12 нелинейных составляющих. Такие составляющие 

в первом и втором уравнениях не совпадают, поэтому их общее число составляет 24 
(четыре варианта первых производных, умноженные на шесть вариантов вторых про-
изводных).  

Напомним, что в случае зависимости компонентов перемещений от одной пере-
менной (случай, характерный для плоских волн) три уравнения движения в переме-
щениях включают только три различающиеся нелинейные составляющие) [4, 9, 32, 
35]. 

Следует также отметить, что значительное увеличение количества нелинейных 
составляющих было ранее зафиксировано при исследовании цилиндрических волн 

разных типов [28, 29, 35]. 
Введем потенциалы (2) 

     

     

( ) ( ) ( )
1 3 1 3 1 31 ,1 ,3

( ) ( ) ( )
1 3 1 3 1 33 ,3 ,1

, , , , , , ;

, , , , , , .

B H B H B H

B H B H B H

u x x t x x t x x t

u x x t x x t x x t

 

 

       

       

                   (38) 
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Подставим представление (38) в уравнения (34),(35) и получим систему двух нели-
нейных уравнений относительно потенциалов (показано только первое уравнение, 
поскольку здесь сохраняется указанная ранее особенность перехода ко второму урав-
нению путем замены индексов) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,3,1

2B H B H B H B H
B H B H B H B H B H                           (39) 

    ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,1113 2 2 3 B H B H

B H B H B H B H B HA B C            

     ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,133 ,33 ,1332 3 4 2 B H B H B H B H

B H B H B H B H B HA B C               

  
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,13 ,113 ,13 ,333

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,33 ,111

3 2 3

2

B H B H B H B H
B H B H B H B H

B H B H
B H B H B H

A B

B C

     

  

       

     

 

    ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,111 ,33 ,1332 1 2 B H B H B H B H

B H B H B H B HA B              

    
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,11 ,133 ,33 ,111

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,13 ,113

1 2

2 3 2

B H B H B H B H
B H B H B H

B H B H
B H B H B H B H

A B

A B

    

   

      

      

 

    
    

   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,113 ,33 ,113

( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,333 ,33 ,333 ,33 ,333

( ) ( ) ( ) ( ) ,13 ,111 ,13 ,133 ,13 ,111

( )

2 5 3 1 2

2 1 2

3 2 2

1

B H B H B H B H
B H B H B H B H

B H B H B H B H

B H B H B H B H

B H

A B

A B

A B

     

       

       



       

        

         

      
  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,33 ,113 ,11 ,333

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,11 ,113

2

4 3 1 2 .

B H B H B H B H
B H B H

B H B H
B H B H B H B H

A B

A B

   

   

    

     

 

Далее выбран подход 2 как более простой в записи 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,3,1

2B H B H B H B H
B H B H B H B H B H                      

 
 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,11 ,111 ,11 ,133 ,33 ,111

( ) ( ) ,11 ,133 ,33 ,133

( ) ( ) ,13 ,113 ,13 ,113 ,13 ,333

( ) ( )
( ) ( ) ,11 ,111 ,33 ,133,33 ,111

( 2 ) 3

(2 3 )

( 3 ) 3 2

;

B H B H B H B H B H B H
B H B H

B H B H

B H B H

B H B H
B H B H

       

     

       

       

    

  

   

  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1,3

2B H B H B H B H
B H B H B H B H B H                               (40) 
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  

 

 

 

( ) ( ) ,11 ,113 ,33 ,113

( ) ( ) ,13 ,133 ,13 ,133 ,13 ,111

( ) ( ) ,33 ,333 ,11 ,333 ,33 ,113

( ) ,11 ,333 ( ) ,33 ,333 ,11 ,113

2 3

( 3 ) 3 2

( 2 ) 3

.

B H B H

B H B H

B H B H

B H B H

     

       

       

       
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Применим к анализу уравнений (39), (40) метод последовательных приближений 
(т.е. используем опыт анализа плоских нелинейных волн [5, 6, 9, 20, 32]). Решение для 
первого (линейного) приближения выберем в виде классического представления волны 

Стоунли (9) 
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Итак, в первом приближении потенциалы имеют вид, соответствующий гармони-
ческой волне с частотой   и волновым числом k , затухающей по экспоненциально-
му закону при удалении от плоскости 1 0x   (разному для верхней и нижней полу-

плоскости). 
Уравнения второго приближения можно записать в виде 

     ( )
1

2 2 2( )( )(2) ( )(2) ( )(1)
B H
lini k x tB HB H B H B H

Lk A e


  
       

  

   2 2( ) ( )2 2
3 32 2( ) ( )

B H B H
L Tlin link k x k k xB H L B H TM e M e 

   
  


 

 2( ) 2 2 2
3

( ) ;

B H
L lin Tlink k k k x

B H LTM e

 
     
 


 


 

     ( )
1

2 2 2( )( )(2) ( )(2) ( )(1)
B H
lini k x tB HB H B H B H

Tk i A e


  
        

                     (42) 

   2 2( ) ( )2 2
3 32 2( ) ( )

B H B H
L Tlin link k x k k xB H L B H TM e M e 

   
  


 

   2 2( ) ( )2 2
3

( ) .

B H B H
L Tlin link k k k x

B H TLM e

 
     
 


 


 



 52 

( )

( )

2B H L

B H

M 
    

          6 4 26 ( ) 2 ( ) 4 ( )
( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 5 12 ;B H B H B H

B H B H B H B Hk k k k k k              
 

 

( )

( )

2B H T

B H

M 
    

          4 6 26 2 ( ) ( ) 4 ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 3 8 ;B H B H B H

B H B H B H B Hk k k k k k            
 

 

     

         

     

3 2( ) 5 ( ) 5 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

3 2 33 ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 4
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 3

4 2

3 8 4 3 2 5

B H LT B H B H B H B H
B H B H B H

B H

B H B H B H B H
B H B H B H B H

B H B H B H B H B H B H

i
M k k k k k k k

k k k k k k k

k k k kk k kk

    

   

    

  


   

     

      
 

       
 

      2 3 ;k

 

      4 2( ) 2 ( ) 4 ( )
( ) ( ) ( )

( )

4
2 3 ;B H L B H B H

B H B H B H
B H

i
M k k k k    


                   (43) 

    3( ) 5 ( ) 3 ( )
( ) ( ) ( )

( )

2
2 ;B H T B H B H

B H B H B H
B H

i
M k k k k    


     

( )

( )

2B H TL

B H

M 
    

       2 2 36 4 ( ) 4 ( ) ( ) 4 ( ) 3 ( )
( ) ( )2 2 B H B H B H B H B H

B H B H k k k k k k k k k k                    
 

   4 32 ( ) 2 ( ) ( )
( )

B H B H B H
B H k k k k k       

 
 

          3 2 22 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 5 4 9 .B H B H B H B H

B H B H B H B Hk k k k k k           

Подстановка формул (41) в уравнения (42) и последующее решение дают доста-
точно простые представления потенциалов во втором приближении 
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Таким образом, решение в рамках двух первых приближений имеет вид (41), (44), 
(45). Характерной нелинейной особенностью является зависимость второго прибли-
жения от квадрата амплитуды и координат, а также присутствие второй гармоники. 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Запропоновано нові нелінійні рівняння, які описують поширення плоских хвиль 

вздовж площини розділу двох півпросторів з відмінними густинами та пружними властивостями 
(поверхневих хвиль Стоунлі). Нелінійність введенo через п’ятиконстантний потенціал Мурнагана, 
що включає як геометричну, так і фізичну нелінійності. Методом послідовних наближень в рамках 
перших двох наближень отримано розв‘язок нелінійних хвильових рівнянь, що включає другі 
гармоніки. 
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