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МЕТОДЫ ИДЕНТИФИКАЦИИ  

И АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

УДК 004.852 

Б.Д. Либероль, О.Г. Руденко, А.А. Бессонов 

ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ ОДНОШАГОВЫХ 

АДАПТИВНЫХ АЛГОРИТМОВ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Введение 

Задача идентификации объекта, описываемого уравнением 

 ,T*
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где ny  — наблюдаемый выходной сигнал; 
T

1 ),, ( Nnnn xxx   — вектор входных 

сигналов ;1N  
T**

1
* ),, ( Nccc   — вектор искомых параметров ;1N  n  — 

помеха, сводится к минимизации некоторого наперед выбранного функционала 

качества (критерия идентификации), T — символ транспонирования. Наиболее 

широко используемый на практике квадратичный функционал приводит к раз-

личным алгоритмам идентификации, позволяющим получить оценки искомого 

вектора  *c при нормальных распределениях помехи .n  Исследования алгоритмов 

стохастической аппроксимации [1, 2] свидетельствуют о том, что они обеспечива-

ют получение требуемого качества оценок при наличии помех. При этом, однако, 

возникает вопрос повышения скорости сходимости алгоритма идентификации. 

Среди самых простых в вычислительном отношении одношаговых алгорит-

мов идентификации наиболее эффективными являются алгоритмы Качмажа и 

Нагумо–Ноды. 

Алгоритм Качмажа 

Алгоритм, имеющий вид 
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и предложенный в работе [3] для решения систем линейных алгебраических урав-

нений, впоследствии, начиная с [4], успешно стал применяться для решения зада-

чи идентификации при построении модели типа (1). Оценки скорости сходимости 

данного алгоритма впервые получены в [4–7].  

Следует, однако, отметить, что данный алгоритм применяется не только в си-

стемах идентификации [4–10], но и при решении задач фильтрации [11–16]. 

В иностранной литературе он более известен как нормализованный алгоритм 

наименьших квадратов (normalized least-mean-square — NLMS). 

Для повышения вычислительной устойчивости (2) В.М. Чадеев [4, 5] пред-

ложил его модификацию — регуляризованный алгоритм 
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где 0  — параметр регуляризации. 

Поскольку в литературе вопрос о влиянии введения параметра δ на скорость 

сходимости не исследовался, остановимся на этом подробнее. Введем ошибку 

идентификации iii cc  *  и запишем (3) относительно ошибок идентификации: 
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Для исследования вопросов сходимости рассмотрим следующую лемму. 

Лемма 1. Имеет место формула  
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Доказательство. Рассмотрим величину 
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Обозначим 
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Тогда ,1 2ze
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  dzedt z22  и выражение (6) принимает вид 1M  
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   где ),(zt  как следует из (7), определяется выражением 
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С учетом этого можно записать 
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Подстановка в данное выражение значения 42 )2(  x  дает 
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отсюда после несложных преобразований получаем (6). 

Утверждение 1. Если выполняются условия  

 ijjiikmijxmjkini ΜΜxxΜxΜ  
22

,,, }{,0}{,}{,0}{  (8) 

и помехи не коррелированы с полезными сигналами, то для алгоритма (3) спра-

ведливы оценки 
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Доказательство. Учитывая (8), имеем 
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Вычисление математического ожидания от обеих частей (4) и подстановка в 

него полученного выражения с учетом (5) дают (9). 

Определим дисперсию оценки }.{
2

nΜ   После умножения (4) слева на T
n  и 

усреднения по n  получаем 
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Усредняя выражение (11) по ,nx  имеем  
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Выражение, стоящее в круглых скобках правой части (12), можно упро-

стить. Так как ,
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и формула (12) приобретает вид 
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Учитывая, что ,
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вания выражения (5) по   получаем  
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В окончательном виде формулу (13) запишем так: 
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Рассмотрим последнее слагаемое в (12), вызванное наличием помехи 
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Использование формул (5), (14) дает 
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Подставляя выражения (15), (16) в (12), получаем (10).  

При отсутствии помех, как следует из (10), ,0lim 


n
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 а скорость сходимо-

сти определяется выражением 
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Из (9) видно, что алгоритм (3) обеспечивает получение асимптотических не-

смещенных оценок, т.е.  
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Анализируя полученные выражения, приходим к выводу, что введение пара-

метра  , улучшая устойчивость алгоритма, уменьшает скорость его сходимости 

(в случае 0 , т.е. для алгоритма Качмажа получаем максимальную скорость 

сходимости, равную 
N

1
1 ). 

При  , как отмечалось выше, ,0lim 


n
n

 т.е. алгоритм сходится в точку. 

Наличие помех приводит к тому, что алгоритм сходится в область, определяемую 

статистическими свойствами полезных сигналов и помех. 

Из (18) при 0  получаем известную оценку для алгоритма Качмажа: 
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Модификация алгоритма (3) путем введения параметра ,  т.е. переход к алгоритму 
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приводит к более громоздким формулам. В этом случае выражение (12) принима-

ет вид 

 


















  32

2222

1
))2((

]2))2(()[1(2
)2(

γ
1

x

xx
nn

N

N

N
 

 .
))2((

)2(

))2(( 22

222

22

2

























x

x

x N

N

N
 (19) 

При 1  из (19) получаем (10). 

Хотя вычислительная простота данного алгоритма и хорошие динамические 

свойства и обеспечили его популярность, неоднократно предпринимались попытки 

улучшить его свойства. Так в [18] рассматривался рандомизированный алгоритм Кач-

мажа, в [19] предлагалось использование в алгоритме переменного шага, а в [15] изу-

чалась возможность выбора в (3) оптимального значения параметра регуляризации. 

Следует отметить, что оптимальные выражения для opt и opt  могут быть 

получены из соотношения (21). 

Алгоритм Нагумо–Ноды 

В работе [6] предложен алгоритм 
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Как показано в [7], алгоритм (20) можно получить минимизацией евклидовой 

нормы расстояния между оценками nc  и ,1nc  а алгоритм (20) — минимизацией 

кубической нормы. 

При анализе свойств алгоритма предполагаются выполненными отмеченные 

выше свойства полезных сигналов и помех, а также, что .0signT nn xx  
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Доказательство. Так как 
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Таким образом, 
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Выражение для 2J  можно представить следующим образом: 
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Проинтегрируем 2J по :1y  
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Подставляя в выражение для 2J  данный результат, получаем 
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Обозначим 3J  второе слагаемое в правой части выражения для .2J  Но 

так как 
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Теперь )(t можно представить рядом 
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Введем в рассмотрение функцию 
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Разложив t(z) в ряд по z – z0, найдем первые два коэффициента этого разложения: 
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С учетом (23) выражение (24) можно записать следующим образом:  
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Принимая во внимание, что 
2

)1(ln
2x

xx  (в нашем случае x

 



 2

4

11
tt ), (26) можно представить в виде 

 






























2
22

0
4

11

2

1

4

11
)( ttttztz  

или 

 .
4

1
2

1
)(

2

0 














t
tztz  

Отсюда  

 .
1

2
4

1

 

1 2 












 ttS  (27) 

Из (25) имеем 
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Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях S слева и справа (29), 

имеем 

 





























,0
1

2
4

1

,1

2
1

2

1

a
a

a

 

отсюда .
4

2
,  21 


 aa  Таким образом, ,

4

2 2 


 SSt  

а .
2

2



 S

ds

dt
 

В результате выражение для 4J  примет вид 
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то, подставляя значение 2J  в (22), окончательно 0J  можно записать 
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отсюда следует (21). 

Утверждение 2. Для алгоритма (20) справедливы оценки  
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Доказательство. Запишем (20) относительно  : 
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Усредняя обе части (32), с учетом того, что при симметричном относительно 

нуля распределении x  
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Усредняя обе части (33), учитывая симметричность распределения x и тот 

факт, что ,sign 2 Nxn   получаем 

 

2

2

2
12

T
T

1
2

1

T
T

1
2

1
2
n

1

sign
2}{}{



















































n

n

n

nn
n

n
n

nn
nn

x
NM

x

xx
NM

x

xx
MMM

 

или 

 




























  2

22
12

2
2

11
12

n

n

n

n
nnn

x
MN

x

x
M

N
. (34) 

Наличие помех приводит к тому, что в правой части (34) появляется допол-

нительный член: 
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Так как 
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то, поступая по аналогии с предыдущим (заменяя x  на y и т.д.), получаем 
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Учитывая, что 
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1

x
 , окончательно имеем  
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Вставляя полученное выражение и формулу (21) в (25), окончательно полу-

чаем (34). 

Как следует из (30), для сходимости (20) в среднем параметр γ должен выби-

раться из условия 0 < γ < 2N. 

Формулу (31) можно представить в виде 
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Для сходимости алгоритма необходимо, чтобы 0 <  < Ι. Это обеспечивается 

выбором 
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 <  < 0 . 

Оптимальное значение параметра γ, обеспечивающие максимальную скорость 

сходимости алгоритма, определится следующим образом: ,024 
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Этому значению соответствует .2 1
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Таким образом, при выборе значе-
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Итерируя (31), нетрудно получить выражение для остаточной ошибки иден-

тификации  . 

Оптимальное значение ,opt  обеспечивающие максимальное убывание ошиб-

ки идентификации, определяются из условия максимизации .Ψ 1 nnn    
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Этому значению соответствует 
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Влияние регуляризатора   на свойства нелинейного проекционного метода 

рассмотрим на примере модифицированного алгоритма Нагумо–Ноды: 
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При анализе сходимости (37) понадобятся некоторые вспомогательные 

результаты. 

Лемма 3. Имеет место оценка 
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где .)2( 12  x  

Доказательство. Величина }){( 1nxΜ  вычисляется следующим образом: 
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Здесь и далее индекс n  при x  опущен. 

Как и при выводе (21), введем переменную   .ii yx   Тогда  
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Воспользовавшись представлением )(t  вида (23) 
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  и введя в рассмотрение функцию ,)( )(Ψ tetz   после преобразований, 

аналогичных проведенным ранее, имеем 
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Подставляя данное выражение в (39), получаем (38). 

Лемма 4. Имеет место оценка 
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Доказательство. Рассмотрим величину 
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Обозначим 
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а так как 

 











































































 









 221
)(

1

)(

12

x
Mdx

x
eJ

N

x

N

N



, (42) 

а }){( 2xM  с учетом (38) вычисляется следующим образом: 
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то, подставляя (42) (с учетом (43)) в формулу (41), после несложных преобразова-

ний получаем (39).  

Утверждение 3. При выполнении условий (8) для алгоритма (37) справедли-

вы оценки 
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Доказательство. Записанный относительно θ алгоритм (37) имеет вид 
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А поскольку при принятых предположениях о свойствах x  имеет место соотношение 
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то использование леммы 4 дает (44). 

Умножив (46) слева на T
n  и усреднив обе его части, получим 
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Подстановка выражений (38), (41), (43), (47) в (48) дает (45). 

Введение параметра релаксации   в (37), т.е. переход к алгоритму 
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приводит также к получению несмещенной оценки с 
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Сравнивая выражение (48) и (31), нетрудно заметить, что введение парамет-

ра  , улучшая устойчивость алгоритма, приводит к некоторому замедлению ско-

рости его сходимости. 
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Область сходимости алгоритма (49) (с учетом того, что 12 )2(  x ) опреде-

ляется следующим выражением: 
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В случае 0  из (49) и (50) получаем скорость и область сходимости алго-

ритма Нагумо–Ноды (20). Из анализа этих формул видно, что если скорость схо-

димости алгоритма Нагумо–Ноды превышает скорость сходимости регуляризиро-

ванного алгоритма (37), то область сходимости последнего при одних и тех же 

значениях параметра   меньше, чем у алгоритма (20). Из (51) следует, что с ро-

стом   дисперсия оценки 0.n  

Нетрудно определить и оптимальное значение параметра ,  обеспечивающее 

максимальную скорость его сходимости. После несложных преобразований получаем 
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Практическое применение найденного значения opt  затруднительно, так как оно 

зависит от неизвестных величин n  и статических свойств полезных сигналов и 

помех. Поэтому можно воспользоваться аппроксимацией ,opt
n  использующей 

оценки неизвестных параметров. 

В случае 0  и 02   выражение для opt
n  упрощается и opt

n  определяет-

ся формулой (36), а при 0  и 02   — формулой (35). 

Заключение 

Как показали результаты исследований, использование регуляризирующей 

добавки в алгоритмах идентификации, улучшая устойчивость алгоритмов, приво-

дит к некоторому замедлению процесса построения модели. 

Полученные оценки позволяют определить значения параметров алгоритмов, 

обеспечивающих их максимальную скорость сходимости. 

Следует, однако, отметить, что для ускорения процесса идентификации нуж-

но перейти от одношаговых к многошаговым, в частности, к проекционным алго-

ритмам [20–23]. Наиболее целесообразен такой подход при идентификации не-

стационарных объектов. 

 

Б.Д. Лібероль, О.Г. Руденко, О.О. Безсонов  

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗБІЖНОСТІ ОДНОКРОКОВИХ 

АДАПТИВНИХ АЛГОРИТМІВ ІДЕНТИФІКАЦІЇ 

Досліджено питання збіжності регуляризованих однокрокових адаптивних ал-

горитмів Качмажа і Нагумо–Ноди, які використовуються для розв’язання задачі 

ідентифікації. Отримано оцінки швидкості збіжності алгоритмів і показано, що 

введення параметра регуляризації, покращуючи обчислювальну стійкість алго-

ритмів, дещо уповільнює процес ідентифікації. Наявність інформації про статис-

тичні властивості корисних сигналів і завад дозволяє обрати параметри алгорит-

мів, що забезпечують їх максимальну швидкість збіжності. 
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B.D. Liberol, O.G. Rudenko, A.A. Bezsonov  

INVESTIGATION OF SINGLE-STEP ADAPTIVE 

IDENTIFICATION ALGORITHMS CONVERGENCE  

The questions of convergence of regularized one-step adaptive Kacmazh and Nagu-

mo–Noda algorithms that are used for solving the identification problem, are investi-

gated. Estimates of the rate of algorithms convergence are obtained and it is shown 

that introducing a regularization parameter, that improves the computational stability 

of algorithms, leads to a certain slowing down of the identification process. The 

availability of information regarding the statistical properties of useful signals and in-

terference allows us to choose the parameters of the algorithms that ensure their max-

imum rate of convergence. 
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