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ВОЗБУЖДЕНИЕ ВОЛН ВО ВРАЩАЮЩЕМСЯ 

ПЛАЗМЕННОМ ЗАМАГНИЧЕННОМ ЦИЛИНДРЕ, 

ОКРУЖЕННОМ ПЛАЗМЕННОЙ АТМОСФЕРОЙ  

С УЧЕТОМ СЖИМАЕМОСТИ 

Введение 

Плазменный цилиндр с круглым поперечным сечением является удобной 

моделью для изучения плазменных структур и волновых возмущений [1–4]. Эта 

модель часто используется при исследованиях моделей явлений в космосе [5–8]. 

В частности, для изучения волновых процессов в солнечных магнитных трубках 

[9–15], для построения моделей солнечной спикулы [16] и магнитных конфигура-

ций в солнечном ветре [17], а также для изучения азимутальных мелкомасштаб-

ных ультранизкочастотных (УНЧ) осцилляций в магнитосфере Земли [18]. 

Эта модель является базовой для исследования волновых [4, 19–23] процессов в 

высокотемпературной плазме и устойчивости термоядерных установок [24–30]. 

Данная конфигурация часто используется для рассмотрения фундаментальных 

проблем физики плазмы, например для описания магнитно-вихревых колец 

[31–34] и равновесия плазмы с течением [35–37]. 

Несмотря на результаты по теоретическому исследованию поведения плазмы 

в цилиндрической конфигурации, многие вопросы по-прежнему остаются неяс-

ными. Отчасти это связано с тем, что для изучения возмущений в указанной кон-

фигурации обычно используется уравнение Хайна–Люста [1] или его модифика-

ции (см., например, [23]), которые имеют довольно сложный вид. Решения этих 

уравнений связаны с существенными математическими сложностями и обычно 

получаются в приближении несжимаемых возмущений [38, 39], отсутствия тече-

ния среды [2] или осесимметричности возмущений [11]. 

В этой работе рассмотрим возмущения в длинном вращающемся плазменном 

цилиндре с учетом сжимаемости плазменной среды. Будем предполагать, что рас-

сматриваемый плазменный цилиндр является изолированной магнитной трубкой [8], 

т.е. за границей плазменного шнура движение среды и магнитное поле отсутствуют.  

В статье показано, что при некоторых условиях в плазменном цилиндре 

могут возникать моды, которые способны разрушать тонкую магнитную трубку. 

Этот результат представляет интерес для изучения динамики магнитных тру-

бок на Солнце и верификации данных наблюдений с космических аппаратов. 

В работе подробно рассмотрены винтовые возмущения магнитной гидродина-

мики (МГД), при которых резонанс не возникает. 
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1. Постановка задачи 

Рассмотрим цилиндр, заполненный плазмой радиусом ,aR   высотой ,lh   
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z

i
z BB  , 

a

R
BB i

0
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В этих переменных уравнение (2) перепишем так: 
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Считаем, что вне цилиндра для aR   (или 1r ) магнитное поле и движение 

среды отсутствуют, поэтому 
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 Примечание. Символами i  и e  в дальнейшем отмечаем параметры модели внутри 

цилиндра и вне его соответственно. 
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2. Возмущения внутри плазменного цилиндра 

Рассмотрим возмущенное состояние внутри плазменного цилиндра, т.е. при 

aR  . Будем полагать, что все физические величины модели испытывают малые 

отклонения от стационарных значений, т.е. имеют вид 
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Символом <0> в (4)–(7) обозначены равновесные (невозмущенные) величины, 
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К уравнениям МГД (5)–(7) необходимо добавить уравнение непрерывности 

[37, 38] 
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Будем считать процесс развития возмущений адиабатическим, поэтому, пре-

небрегая диссипативными слагаемыми в уравнении теплопереноса, получаем еще 

одно уравнение [11, 12]  
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К полученным уравнениям необходимо также добавить уравнение для ин-

дукции магнитного поля 
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Из полученной системы уравнений убеждаемся, что все коэффициенты си-

стемы зависят только от радиальной координаты R , поэтому любую из возму-

щенных величин ),,,( tzrq   можно представить в виде 

 .)(),,,(
)( tizkmi zerqtzrq


   
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В этих уравнениях введены обозначения 
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С учетом порядка рассматриваемых величин система уравнений (11)–(13) 

значительно упрощается и принимает вид 
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В (20) и (21) введены новые обозначения 
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Подставляя (19)–(24) в (16), получаем дифференциальное уравнение второго 

порядка для rW  
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Рассмотрим теперь возмущения в атмосфере, окружающей плазменный 

цилиндр, т.е. при aR   ( 1r ). Поскольку предпологается, что в невозмущенной 

атмосфере движение среды и магнитное поле отсутствуют, для возмущений полу-

чаем достаточно простую систему уравнений 
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Переходя в этих уравнениях к безразмерным величинам, найдем 
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Исключая в (26) rW  и W , получаем одно уравнение относительно полного 

возмущенного давления )(1 r  
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Решение уравнения (27) имеет такой вид [40]: 
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K  — функция Бесселя мнимого аргумента [14], а 0C  — по-

стоянная величина. 

Из (26) и (28) следует 
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Положим, что решение уравнения (25) найдено: )(rFWr  . В результате 

из условия равенства радиальных скоростей при 1r  получаем 
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Из (28) находим )1(1  в виде 

 































)0(

)0(

)1()0(
)1(

)(
0

)(
0

'

)(
0

1 em

em

e

K

K

Fi
. (31) 



Международный научно-технический журнал 

«Проблемы управления и информатики», 2018, № 6 31 

3. Резонансные моды 

Проанализируем полученные ранее уравнения (20), (21), (25) для W , 1  и rW . 
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резонансные возмущения, при которых энергия вращательного движения ци-

линдра передается винтовым возмущениям. Это может привести к быстрому 

разрушению конфигурации. Из полученной системы уравнений вытекает, что 

резонанс не возникает, если а) вращение отсутствует ;0  б) возмущения не 

носят винтовой характер, т.е. 0m . Переходя в выражении для )(r  к физи-

ческим величинам, получаем 
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Из (32) видно, что в резонанс вступают винтовые возмущения, частота кото-

рых определяется альвеновской вертикальной скоростью и скоростью упругих 

деформаций, связанных с центробежной силой. 

4. Нерезонансные возмущения ( 0m ) 

Рассмотрим возмущения с 0m , которые не вызывают резонанса. Уравне-

ние (25) при 0m  существенно упрощается и принимает вид 
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Решение уравнения (33) ищем методом Галеркина [11, 40]. Следуя этому ме-

тоду, используем пробные функции следующего вида: 
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Весовые функции [ 14 ] в соответствии с этим методом выберем в виде 
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При решении (33) методом Галеркина ограничимся только первым прибли-

жением. Подставим (34) в (33), умножим результат на (35) и проинтегрируем его 

от нуля до единицы. В результате получим уравнение 
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С помощью указанных выше пробных функций найдем 
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где 
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Сравнивая радиальные скорости и полное давление при 1r  из (29), (31), 

(34) и (36), получим дисперсионное уравнение для определения волновых чи-

сел  . Ранее рассмотрены возмущения при 1r . Однако выражения для ради-

альной скорости и давления при 1r  определены в бесселевых функциях и по-

этому требуют сложного численного расчета. Между тем, как и для 1r , ограни-

чимся грубым приближением с помощью метода Галеркина. Поэтому в первом 

приближении используем и для 1r  этот же метод. 

Выберем пробные функции в виде 
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а весовые функции — в виде )1(
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Подставляя rW , 
dr

dWr  в (26) и полагая 0m , найдем  
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После этого находим  
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Учитывая, что 00 )1( DWC r  , получим дисперсионное уравнение 
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Параметр   в (40), при условии что 0m , равен .
0

U
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V

l

na z 

  Поскольку   

очень мало, учитывать этот параметр нужно только в том случае, если цилиндр 

движется вверх с очень большой скоростью, которая должна быть намного боль-

ше скорости азимутального вращения. Если это не так, то этим параметром мож-

но пренебречь. При этом порядок уравнения (40) уменьшится. 

Рассмотрим случай сравнительно небольшой вертикальной скорости цилин-

дра aVz 0
. Тогда уравнение (40) примет вид 
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Представим уравнение (41) так: 
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4  cba .  (42) 

Тогда отображение параметров дисперсионного уравнения (41) в канонические 

параметры уравнения (42) имеет вид  
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Уравнение (42) определяет особое многообразие катастрофы коразмерности 

три (параметры 111 ,, cba ) — «ласточкин хвост» теории особенностей дифферен-

цируемых отображений [42–45] в каноническом виде. 

В этом случае уравнение (41) примет вид 
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Особое многообразие катастрофы коразмерности три «ласточкин хвост» ас-

социируем с полученным дисперсионным уравнением (41). Особое многообразие 
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катастрофы коразмерности три теории особенностей дифференцируемых отобра-

жений, катастрофы «ласточкин хвост» в канонических параметрах (42) определим 

из системы уравнений 
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Отсюда в канонических параметрах получаем 0111  cba  — точка 

особенности коразмерности три — «ласточкин хвост». 

Особые многообразия коразмерности два — «сборка» в канонических пара-

метрах катастрофы «ласточкин хвост», определим из системы уравнений 
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В результате получим уравнение для особых многообразий коразмерности 

два — «сборка»: 
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Из последнего уравнения заметим, что особые точки коразмерности два 

находятся в нижней полуплоскости графика на рис. 1, а — сечение особых много-

образий катастрофы коразмерности три «ласточкин хвост». 
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Рис. 1 

Можно показать, что кривая самопересечения особых многообразий катастрофы 

коразмерности один «складка» в канонических параметрах (42) задается уравнением 

 1
2
1 4ca  .  (44) 

Особые многообразия особенностей коразмерности один — «складка», опре-

делим из системы уравнений 
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Эти особые многообразия отделяют область действительных корней уравне-

ния (42) — область устойчивости изучаемой конфигурации в общем случае, и в 

канонических параметрах особенности ),,( 111 cba  могут быть представлены тремя 

характерными сечениями (рис. 1, а–в). Область устойчивости рассматриваемой 

конфигурации в изучаемом приближении, дисперсионное уравнение (41), пред-

ставлена на рис. 1, а, выделенный отрезок оси  1c , отрезок 0S. 

В окрестности 01 a , причем 1a  (   — малая положительная величина), по 

всей вероятности, при 01 b  существует «малая» двухмерная область устойчивости 

изучаемой плазменной конфигурации.  

С учетом (43) получим условия устойчивости ,01 a  01 c , 2
11

4

1
ac  , что для 

биквадратного уравнения в обозначениях (41) соответствует условиям (44). 

Легко убедиться, что уравнение (41) имеет только действительные корни, если 

00  , 04 04
2
2  , 02  . Учитывая, что  22)(

0 NM
e

 22 N , 

022 N , 1 , после некоторых вычислений можно показать, что все эти три 

неравенства действительно имеют место.  

Таким образом, волновые процессы при 0m  могут при малых возмущениях 

быть устойчивыми. 

5. Второй случай нерезонансных возмущений ( 0Ω  )  

Рассмотрим еще один случай возмущений в сжимаемой плазме. Будем считать, 

что рассматриваемый плазменный цилиндр не вращается ( 0 ), а только 

движется вертикально вверх со скоростью 
00 VVz  . Тогда магнитное поле внутри 

цилиндрической трубки имеет вид 
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Равновесное состояние плазмы вне цилиндра удовлетворяет условиям  
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Внутри плазменного цилиндра (при aR  ) справедливы уравнения 
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Перейдем к безразмерным переменным. В качестве характерной скорости 

среды выберем вертикальную скорость 0
zV  и введем обозначения 
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Поскольку на границе цилиндра при aR   полные давления должны быть 
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В безразмерном виде получаем 
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Теперь рассмотрим возмущения. Вне цилиндра ( aR  ) возмущения найдены 

ранее (см. (28)–(31)) 
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Рассуждая, как и ранее, убедимся, что внутри цилиндра ( aR  ) физический 

смысл имеют только слагаемые, для которых справедливо соотношение 

122   или 



1

. 

Учитывая это, получим упрощенную систему уравнений для возмущений 

внутри цилиндра 

 




























.0)
2

(

,

,

2
)(

0
)(

0

1

1

Wdivi

r

m
W

dr

d
Wi

ee

r



 (45) 

Обозначим S
e





2

2
)(

0 . Тогда из (45) получаем уравнение 

 0)(
1

1

2

2

2
1

2
1

2












Sr

m

dr

d

rdr

d
. (46) 



Международный научно-технический журнал 

«Проблемы управления и информатики», 2018, № 6 37 

Решая (46), получаем [39] 
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Сравнивая (28), (47) и (29), (48) и используя условия «сшивки» на тангенци-
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Для того чтобы величины 0L  и 2L  отличались от нуля, определитель уравне-

ний (49), (50) должен быть равен нулю. Отсюда получаем дисперсионное уравнение 
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Уравнение (51) в общем случае требует численного решения. Для прибли-

женного решения, как и ранее, воспользуемся методом Галеркина [ 40 ]. 

В области aR   ( 1r ) решение точно совпадает с решением в (37)–(39). 
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Следуя подходу, изложенному в разд. 4, получаем дисперсионное уравнение 
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Преобразуя (52), получаем 
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Заметим, что возмущения будут неустойчивыми с положительным инкремен-

том, если 02  , что и имеет место в данном случае. 

При 1m  уравнение (53) упрощается 

 0]172)5,0([ 2)(
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В системе будут возникать неустойчивые колебания при 1m , если внешнее 

давление плазмы больше магнитного давления в цилиндре, т.е. при выполнении 

неравенства 
2

2
)( ze B

P  . 

Заключение 

Исследовались малые возмущения параметров во вращающемся плазменном 

намагниченном цилиндре с учетом сжимаемости плазмы в самом цилиндре и 

окружающей плазменной атмосфере. Показано, что возникающая в цилиндре 

центробежная сила способствует возникновению резонансных возмущений, 

которые могут приводить к распаду конфигурации. Такое явление может про-

исходить в солнечной короне при подъеме спикулы, захваченной вихревой ат-

мосферой. Атмосферные вихри могут не только способствовать подъему и де-

формации поверхности спикулы, но и привести ее во вращение, вызывающее 

резонанс, который приводит к пересечению магнитных силовых линий и раз-

рыву спикулы с выделением энергии. Это может быть одной из причин, по ко-

торой часть спикул не падают обратно, а взрываются, выделяя свою энергию 

коронарной атмосфере. 

Рассмотрены также случаи, когда резонанс не возникает. Случай, когда ,0m  — 

резонанс не возникает и малые колебания устойчивы. Рассмотрен также случай, когда 

плазма в цилиндре не вращается. Показано, что когда внешнее давление плазменной 

атмосферы превышает магнитное давление плазмы внутри цилиндра, создаются 

условия для возникновения волн в цилиндре с возрастающей амплитудой. 

Работа частично поддержана Комплексной программой НАН Украины по 

физике плазмы. 

 

Ю.П. Ладіков-Роєв, В.Є. Набівач 

ЗБУРЕННЯ ХВИЛЬ В ПЛАЗМОВОМУ 

ЗАМАГНІЧЕННОМУ ЦИЛІНДРІ, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ  

ТА ОТОЧЕНИЙ ПЛАЗМЕННОЮ АТМОСФЕРОЮ 

З УРАХУВАННЯМ СТИСЛИВОСТІ 

В циліндричній системі координат ),,( zR   досліджується питання розповсюд- 

ження гвинтових мод у довгому плазмовому циліндрі зі струмом і азимутним 

магнітним полем aRB ~ , де a  — радіус циліндра, та постійним вертикаль-

ним полем ziB . Передбачається, що всередині циліндра плазма рухається зі 

швидкостями const,,  zVaRV  а за його границями рух середовища та 
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магнітне поле відсутні. Показано, що за певних умов має місце ефект генерації 

резонансних збурень, які можуть призводити до руйнування конфігурації плаз-

ми. Встановлено, що в цьому випадку енергія обертального руху циліндра перехо-

дить в енергію гвинтових збурень. Детально проаналізовано гвинтові моди, що не 

призводять до резонансних подій. Результати роботи можна застосувати для інтер-

претації даних про поведінку магнітних трубок на Сонці. 

Yu.P. Ladikov-Royev, V.E. Nabivach 

WAVES PERTURBATION IN ROTATED PLASMA 

MAGNETIC CYLINDER SURROUNDED BY  

PLASMA ATMOSPHERE WITH TAKING INTO 

ACCOUNT COMPRESSION 

In the cylindrical coordinate system ),,( zR  , the problem of the motion of helical 

modes in a long current carrying plasma cylinder with an azimuthal magnetic field 

aRB ~
, where a  — is the radius of the cylinder, and a constant vertical field 

ziB  

is investigated. It is assumed that inside the cylinder plasma moves with velocities 

const,  zVaRV , and beyond its boundary the motion of the environment 

and the magnetic field are absent. It is shown that, under certain conditions, the gen-

eration of resonance disturbances takes place, which can lead to the destruction of the 

plasma configuration. It is established that in this case the energy of the rotational 

motion of the cylinder becomes the energy of helical perturbations. The work also 

analyzes in detail the helical modes, which do not lead to resonant events. The results 

of the work are applicable to the interpretation of data on the behavior of magnetic 

tubes on the Sun. 
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