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Влияние внешних периодических и нелинейных факторов  
на стабильность экономических систем

Проведено исследование влияния периодического воздействия на экономические системы. Показана опасность резонансного случая, ког-
да частота внешнего периодического воздействия на систему приближается к ее собственной частоте колебаний около состояния равно-
весия. В этом случае амплитуда колебаний системы становится пропорциональной времени и возрастает вместе с ним. Учет воздействий, 
пропорциональных скорости смещения от состояния равновесия, приводит к ограничению роста амплитуды колебаний, снимая секулярную 
зависимость. Учет действий, пропорциональных нелинейным смещениям от точки равновесия, указывает на возможность вывода системы 
из резонанса. Квадратичная нелинейность не влияет на изменения амплитуды и фазы колебаний, а кубическая нелинейность через ампли-
туду изменяет фазу колебаний, что выводит систему из резонанса. В зависимости от параметров системы, возможен случай скачкового изме-
нения амплитуды при изменении разности между собственной частотой системы и частотой периодического воздействия, причем система 
при этом переходит в стабильное состояние. Предложена методика обработки данных мониторинга для качественного анализа динамики 
экономических систем.
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Вплив зовнішніх періодичних і нелінійних факторів на стабільність економічних систем

Проведено дослідження впливу періодичної дії на економічні системи. Показано небезпеку резонансного випадку, коли частота зовнішньої 
періодичної дії на систему наближається до її власної частоти коливань біля стану рівноваги. В цьому випадку амплітуда коливань системи стає 
пропорційною часу і зростає разом з ним. Урахування дій, пропорційних швидкості зміщення від стану рівноваги, приводить до обмеження 
зростання амплітуди коливань при зніманні секулярної залежності. Врахування дій, пропорційних нелінійним зміщенням від точки рівноваги, 
вказує на можливість виводу системи з резонансу. Квадратична нелінійність не впливає на зміну амплітуди і фази коливань, а кубічна неліній-
ність через амплітуду змінює фазу коливань, що виводить систему з резонансу. В залежності від параметрів системи, є можливою стрибкова 
зміна амплітуди при зміні різниці між власною частотою системи і частотою періодичної дії, до того ж система при цьому переходить у стабіль-
ний стан. Запропоновано методику обробки даних моніторингу для якісного аналізу динаміки економічних систем.
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Постановка проблемы. Мировые глобализационные 
процессы оказывают существенное влияние на экономики 
всех стран, особенно развивающихся, к которым можно 
отнести  Украину в условиях формирования рыночной хо-
зяйственной деятельности. Функционирование рыночной 
экономики в целом, как и любой экономической системы, 
сопровождается чередованием экономического роста 
и  снижения, увеличения и уменьшения объемов произ-
водства. Такие периодические изменения свидетельствуют  
о  цикличности развития экономики, что выражается в ко-
лебаниях рыночной коньюнктуры, отклонениях экономи-
ческих параметров от состояний равновесия, приводящих 
после роста к кризисным явлениям. Ведущие экономисты 
мира видели причины возникновения экономических кри-
зисов, а значит и экономических циклов, в несбалансиро-
ванности спроса и предложения денег, манипулировании 
экономическим спросом со стороны государства, приво-
дящее к нарушению рыночного механизма саморегулиро-
вания экономики, равновесия в экономической системе, 
в  увеличении государственных расходов, экспансии и сти-
мулировании банковского кредита, динамике денежной 
массы, разрыве в динамике инвестиций и сбережений. Та-
ким образом, причиной экономических циклов являются 
изменения совокупных спроса и предложения [1–5].

Изменения экономических параметров систем, таких 
как рынки рабочей силы, товаров, денег, промышленные 
отрасли, предприятия и так далее, приводят к их колеба-
ниям около состояний равновесия, которые определяют-
ся пересечением соответсвующих зависимостей спроса 
и  предложения.

Внешние и внутренние действия на системы могут 
привести к дестабилизации их состояний, то есть к росту 

отклонений от положений равновесия. Поэтому изучение 
действий, их проявлений и признаков, которые влияют на 
изменения состояний экономических систем, является ак-
туальным.

Анализ последних исследований и публикаций. 
Исследованию природы и типов экономических кризи-
сов, происходящего сейчас финансового кризиса и путей 
его преодоления посвящены работы многих ученых [1–7]. 
Отметим, что кризисы являются частью циклических про-
цессов. Изучение признаков и механизмов действий эко-
номических и макроэкономических шоков на развитие 
экономики проведено в работе [8]. Шоковое влияние мож-
но сравнить с взрывными (резонансными) процессами 
в теории колебаний. В работе [9] определено, что резкие 
колебания рынка труда возникают в результате цикличе-
ских перерывов в производстве, отставании спроса на ра-
бочую силу от предложения, что может привести не только 
к существенным нарушениям в воспроизводстве рабочей 
силы, а и к значительным взрывам в системе. Анализ коле-
баний рынка труда и перспективы его развития рассмотре-
ны в работе [10]. В работе [11] обсуждается возможность 
применения методов и результатов теории колебаний, ко-
торая успешно используется в различных областях физи-
ки, к экономическим процессам. Циклические колебания 
ВВП, экспорта и импорта, потребительских и инвестици-
онных расходов, производительности труда и   реальной 
зарплаты, индекса потребительских цен в Украине проана-
лизированы в работе [12]. Рынок труда, который является 
одной из важнейших компонент экономической системы 
и связан с циклическими колебаниями рыночной коньюн-
ктуры, отражающимися в динамике и уровне безработицы, 
изучается в статье [13].
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Influence of external periodic and non-linear factors upon stability of economic systems

The article conducts a study of influence of periodic effect upon economic systems. It shows a danger of the resonance case when frequency of 
external periodic effect on the system tends to its own frequency of vibrations near the state of equilibrium. In this case, the amplitude of vibrations of 
the system becomes proportional to time and grows with it. Account of impacts, proportional to the rate of shift from the state of equilibrium, results 
in limitation of growth of the amplitude of vibrations, taking away secular dependence. Account of actions, proportional to non-linear shifts from 
the point of equilibrium, points out a possibility of taking the system out of the resonance. Quadratic non-linearity has no influence upon changes 
of the amplitude and vibration phase and cubic non-linearity changes the vibration phase through the amplitude, which takes the system out of the 
resonance. Depending on the system parameters, the case of a sudden change of the amplitude during the change of difference between the own 
frequency of the system and frequency of periodic effect is possible, moreover, the system passes to a stable state. The article offers methods of treating 
monitoring data for qualitative analysis of dynamics of economic systems.
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Динамические модели рыночной экономики были 
обобщены и представлены в трудах [1; 14–16]. В класси-
ческой, кейнсианской, паутинообразной (cobweb) и мо-
нетаристской динамических моделях рассматриваются 
состояния равновесия рыночных систем, смещения от 
них без учета и анализа временных зависимостей. Моди-
фицированная модель динамики капитала с учетом рас-
пределенных задержек во время реализации инвестиций 
представлена в работе [17], где проведен анализ обнару-
женных циклических изменений в накоплении капитала 
и  инвестиций.

Зарубежные ученые уделяют значительное внимание 
нелинейным процессам в экономике. В статье [18] пока-
зано, что рост безработицы и динамика доходов флуктуи-
руют с различными частотами и их колебания могут быть 
даже апериодичными. Нелинейностью характеризуются 
процессы изменения экономических параметров из-за 
неравенства доходов [19]. В работе [20] изучена возмож-
ность определения стационарных состояний в нелиней-
ных экономических процессах при помощи использова-
ния определенных моделей. Нелинейное приближение 
неопределенных составляющих было применено в [21] 
для изучения неустойчивостей порогового типа, свяанных 
с циклическими изменениями безработицы.

Исследования состояний равновесия экономических 
систем отечественными учеными в последнее время были 
проведены в работах [22–26], в которых изучались ли-
нейные и нелинейгые колебания возле точек равновесия 
рынков труда, товаров, денег, предложены подходы для 
описания нелинейной динамики экономических систем, 
основанные на взаимосвязи фазовых и параметрических 
портретов экономических моделей  и гамильтоновом фор-
мализме.

Нерешенные вопросы проблемы. В общем случае 
не было рассмотрено непосредственное влияние на эко-
номические системы внешних периодических воздей-
ствий, которые могут приводить к существенным изме-
нениям колебаний системы около состояний равновесия, 
например, к резонансным колебаниям.

Целью настоящей работы является исследование ко-
лебаний экономических систем около состояний равнове-
сия при влиянии на них внешних периодических, пропор-
циональных скорости смещения и нелинейным смещени-
ям от точек равновесия воздействий.

Основные результаты исследования. Рассмотрим 
равновесное состояние экономической системы в динами-
ке. Такой экономической системой могут быть рынки труда, 
товаров и денег, экономическое состояние отрасли, пред-
приятий, которые осцилируют во времени около своих со-
стояний равновесий (пересечения зависимостей спроса 
и  предложения соответствующих параметров систем).

Динамика системы около состояния равновесия 
определяется дифференциальным уравнением второго 
порядка относительно зависимостей функции смещения x 
от времени  t:

	
2

2 ( ),
d x

f x
dt

= 	 (1)

где f(x) – сумма всех сил, действующих на систему (величи-
на, которая включает влияние внутренних и внешних эко-
номических факторов на систему). Под термином «всех» 
будем понимать факторы, которые существенно влияют на 
состояние системы, то есть вносят существенные измене-
ния в смещение системы от состояния равновесия.

При действии внутренних сил, то есть факторов, ха-
рактеризующих состояние равновесной системы, из урав-

нения (1) получаем 2
0( ( )  )f x xω= − :

	
2

2
02 0.

d x
x

dt
ω+ = 	 (2)

Это уравнение описывает собственные колебания си-
стемы около состояния равновесия с частотой ω0, фазой β 
и амплитудой A при заданных начальных значениях откло-
нения и скорости смещения системы.  Хорошо известное 
его решение имеет вид:
	 0cos( ).x A tω β= + 	 (3)

При начальных условиях  ( ) 00x t x= =  и ( ) 00x t v= =  
амплитуда A и фаза колебаний β  определяются выраже-
ниями:

	

1
2 2

2 0 0 0
0 2

00
,   ct .

v x
A x g

v
ω

β
ω

 
= + = − 
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Рассмотрим случай, когда на систему, динамика кото-
рой описывается уравнением (2), начинает действовать 
внешнее периодическое влияние – сила F0cosωt, где F0 и  
ω – амплитуда и частота внешней периодической силы 
соответственно. Как будет показано, такие силы имеют 
деструктивный характер, потому что при определенных 
условиях приводят к дестабилизации системы. Такие дей-
ствия могут применяться в конкурентной борьбе за рынок 
или для доведения конкурента до банкротства.

Уравнение (2) в этом случае переходит в уравнение	

	
2

2
0 02 cos .

d x
x F t

dt
ω ω+ = 	 (5)

Общее решение этого дифференциального уравнения 
состоит из суммы 0 1x x x= +  общего решения однородно-
го уравнения (2) и частного решения неоднородного урав-
нения (5):

	 0
0 2 2

0
cos( ) cos .

F
x A t tω β ω

ω ω
= + +

−
	 (6)

При начальных условиях ( ) 0 0x t = =  и ( ) 0 0x t = =  
решение (6) принимает вид:

	 0
02 2

0
(cos cos ).

F
x t tω ω

ω ω
= −

−
	 (7)

Когда ω приближается к 0 ω  ( 0ω ω≈  –  условие 
резонанса), частное решение уравнеия (5) ищем в виде  

( )1 0 0cos sin ,x t a t b tω ω= +  где a и b – константы. Тогда при 
предыдущих начальных условиях общее решение уравне-
ния (5) определяется выражением

	 0
0

0
sin .

2
F t

x tω
ω

= 	 (8)
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К этому же результату можно прийти, если взять пре-
дел выражения (7) при стремящейся к нулю разности ча-
стот 0 .ω ω−   

Таким образом, при резонансном условии 0ω ω≈  ам-
плитуда колебаний системы растет во времени, что может 
привести к распаду стабильности экономической системы.

Дополнительная внешняя помощь в виде периодиче-
ских воздействий – не изменит тенденцию. Стабильность 
системы можно обеспечить изменением внутренних пара-
метров системы, то есть собственной частоты колебаний 
ω0 за счет изменения внутренней силы, пропорциональ-
ной смещению, направленной на возврат системы в со-
стояние равновесия. Например, в классической модели 
рыночной экономики при колебаниях рынка труда компа-
нии возвращают систему в состояние равновесия за счет 
увеличения или уменьшения относительной заработной 
платы (норма – час) работников в зависимости от того, что 
превышает спрос или предложение рабочей силы. На рын-
ке денег, если спрос на деньги превышает предложение, 
денежная масса не успевает за увеличением товарной. 
Для возврата в равновесное состояние цены необходимо 
снижать. Когда спрос на деньги меньше предложения, то 
чрезмерную массу денег необходимо уменьшить за счет 
увеличения цен на товары. Такой же колебательный про-
цесс происходит на рынке товаров. Компенсация неравен-
ства спроса и предложения происходит за счет изменения  
процентной ставки, то есть количества денег на рынке. 
В кейнсианской модели колебание рынков происходит за 
счет выравнивания – взаимодействия валового внутрен-
него продукта и процентной ставки. При ускорении или за-
медлении этих процессов собственные частоты изменятся 
и системы выйдут из резонанса с внешним периодическим 
воздействием.

Другим фактором, который может изменить негатив-
ное влияние внешней периодической силы в случае резо-
нанса, могут стать действия, пропорциональные скорости 
отклонения от точки равновесия /dx dt . При включении 
такой силы в уравнение (5) получаем уравнение:

	
2

2
0 02 2 cos ,

d x dx
x F t

dtdt
γ ω ω+ + = 	 (9)

где величина 0γ >  определяет затухание собственных ко-
лебаний системы и называется декрементом их затухания.

За собственные колебания системы отвечает решение 
однородного уравнения (9) (без правой части):

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 0 0

( ) ( ) 2 2
0 1 2 0

cos sin ),  ;

 ,    

(

 .

t

t t

x e A t B t

x C e C e

γ

γ γ ω γ γ ω

ω γ ω γ ω γ

ω γ

−

− + − − − −

= − + − >

= + < 	 

(10)

При 0γ >  собственные колебания затухают и в общем 
решении уравнения (9) можно оставить только частное ре-
шение:
	 1 0cos( ),x A tω β= + 	 (11)
где 

	 	 (12)

При 0ω ω=  амплитуда колебаний достигает макси-
мума

	
2

2 0
2 2 ,

4

F
A

γ ω
= 	 (13)

но система будет находиться в стабильном состоянии.
Противодействие внешней периодической силе, ко-

торая приводит к секулярным (пропорциональным вре-
мени) решениям, могут оказать действия (силы), пропор-
циональные нелинейным смещениям от состояния равно-
весия [27; 28].

Рассмотрим динамическую экономическую систему, 
колебания которой представим в виде, близком к линей-
ному автономному осциллятору, который описывается 
уравнением (2) с дополнительной правой частью, пропор-
циональной малому параметру 0 1.ε< <  В резонансном 
случае  0 0 0ω ω ω ω εν ω− = − =  такая система описыва-
ется уравнением

	

2
2 2 3

02 cos 2 2

, ,  ,

d x dx
x F t x x x

dtdt
dx

f x t
dt

ω ε ω α δ γ νω

ε

 + = + − − + =  
 =   

(14)

где  , , α δ ν  – константы, которые определяются харак-
теристиками изучаемой системы. В правую часть уравне-
ния (14) входят периодическая сила с частотой ω , диссипа-
тивная сила с декрементом затухания 0γ > , силы, пропор-
циональные квадратичной и кубической нелинейностям, а 
также линейным смещениям за счет разности собственной 
частоты 0ω   и частоты внешней периодической силы ω .

Решение уравнения (14) будем искать в виде

	 ( ) ( ) ( )cos cos ,x t A t t t Aω β ϕ = + =  	 (15)

где A(t)  и  (  )tβ  – величины, медленно изменяющиеся во 
времени. 

С помощью метода Крылова-Боголюбова находим 
уравнения для A(t))  и  (  )tβ ,  которые имеют вид:

, , sin ,
dA dx

f x t
dt dt

ε
ϕ

ω
 = −   

	           , , cos .
d dx

f x t
dt A dt
β ε

ϕ
ω

 = −   
	 (16)

Проведем усреднение этих уравнений по периоду ко-
лебаний 2 /T π ω= :
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β  = − − +  
	 (17)

Из уравнений следует, что квадратичная нелинейность не 
влияет на изменение амплитуды и фазы колебаний (отсут-
ствуют слагаемые, пропорциональные А2). Фаза колебаний 
зависит от амплитуды, поэтому при изменении последней 
во времени изменяется через фазу частота колебаний 
и  система выходит из резонансного состояния, что приво-
дит к ограничению роста амплитуды.
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Для установившихся значений амплитуды и фазы ко-
лебаний из уравнения (17) следует:

	 0
1

sin ,
2

A Fγω β= − 	 (18)

	 3
0

3 1
cos .

8 2
A A Fδ νω β− = 	 (19)

При возведении в квадрат и сложении этих уравнений 
получаем кубическое уравнение для  A2:

	
	 (20)

где 0 03 / 8 , / .λ δ γω ν ν γ= =   

Зависимости A2 от v0 для некоторых параметров си-
стемы представлены на рис. 1–3 и демонстрируют харак-
терное ее поведение в резонансном случае.

Из рис. 1–3 видно, что квадрат амплитуды системы 
может плавно изменяться в зависимости от рассторойки 
частоты v, достигая локального максимума (рис. 1), а также 
совершать скачки (рис. 2, 3). В зависимости от параметров 
системы и изменения величины расстройки (увеличение 
или уменьшение) амплитуда колебаний может скачком 
возрастать или спадать.

При уменьшении v0 (рис. 2, точки 4,1 и рис. 3, точ- 
ки 2,1) амплитуда скачком возрастает и уменьшается соот-
ветственно. При возрастании v0 (рис. 2, точки 2, 3 и рис. 3, 
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Рис. 1. Зависимость A2 от v0 при  λ0 = 0,01 и  В =7

Рис. 2. Зависимость A2 от v0 при  λ0 = 2 и  В =5
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точки 4, 3) амплитуда скачком падает и увеличивается со-
ответственно. Отметим, что на участках 2–4 (рис. 2, 3) со-
стояние системы неустойчиво.

Для качественного экспресс-анализа состояния систе-
мы предлагаем следующую модель, которая использует 
данные мониторинга по отклонениям экономических си-
стем от состояний равновесий во времени.

Пусть зависимость отнормированных (выбор шкал по 
смещению x и времени t) смещения x от времени t пред-
ставлена набором пяти точек:

	 { } { } { } { } { } { }, 2,1 , 1.5, 2 , 2.7, 3 , 3, 4 , 2, 5 .x t = − − 	 (21)

Используя комплекс программ Wolfram Mathematica 7, 
апроксимируем эту зависимость кубическим полиномом:

	
3 2( ) 0.016 0.495 0.193 .x t t t t= − ⋅ + ⋅ + ⋅ 	 (22)

Затем определяем зависимость потенциальной функ-
ции от времени:

	 ( ) 4 3 20.115 0.495 0.444 0.191 .U t t t t t= − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ 	 (23)
Методом средних квадратов из параметрически задан-

ных смещения системы (22) и потенциальной функции (23), 
исключая время, определяем их прямую зависимость. По-
тенциальная функция имеет экстремумы в точках 1 0.2x ≈  
(минимум − точка устойчивого равновесия) и 2  4.6x ≈   
(максимум − точка неустойчивого равновесия). В таком 
подходе экспресс-анализ показывает, что при приближе-

нии к точке 2  4.6x ≈  система становится неустойчивой 
и  поэтому необходимы стабилизирующие действия.

Выводы. Таким образом, участники экономических 
процессов должны внимательно следить за динамикой 
экономических систем, для чего необходимо создать ка-
чественную и эффективную систему мониторинга. При 
появлении дополнительных периодических изменений 
параметров систем, которые отличаются от собственных 
колебаний, возникает опасность резонансного увеличе-
ния амплитуды колебаний, нарушения устойчивой дина-
мики, что может привести к глубоким кризисным явлени-
ям. В этом случае для выхода из резонансного состояния 
необходимо применять действия, которые изменят соб-
ственную частоту колебаний, усилят их затухание. Эконо-
мические и административные действия, которые можно 
апроксимировать кубической зависимостью от смещения 
системы от состояния равновесия, могут замедлить рост 
экономического кризиса из-за вмешательства внешних 
периодических действий – сил и дать время для разработ-
ки и принятия адекватных стабилизирующих действий (на-
правленных, например, на увеличение расстройки 0ω ω−  
и декремента затухания). 

Предложенная система обработки данных монито-
ринга экономических параметров позволяет качественно 
оценить динамику системы и принять соответствующие 
действия для сохранения ее стабильности.

Рис. 3. Зависимость A2 от v0 при  λ0 = –1,5 и  В = 7
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