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Изучено влияние электрон-фононного взаимодействия на спектр и транспортные характеристики ди-
раковских электронов в металлических однослойных углеродных нанотрубках. Показано, что псевдо-
магнитная часть потенциала взаимодействия электронов с поперечными акустическими фононами инду-
цирует щель в спектре электронов. Рассмотрены два механизма образования щели: пайерлсовский 
фазовый переход и корреляционный механизм за счет виртуального обмена электронов поперечными 
фононами. Рассчитана вероятность рассеяния массивных дираковских фермионов на скалярном (элек-
тростатическом) потенциале конечного размера и найдены индуцированные электрон-электронными 
корреляциями перенормировки затравочной амплитуды рассеяния. 

Вивчено вплив електрон-фононної взаємодії на спектр та транспортні характеристики діраківських 
електронів в одношарових вуглецевих нанотрубках. Показано, що псевдомагнітна частина потенціалу 
взаємодії електронів з поперечними фононами індукує щілину в спектрі електронів. Розглянуто два ме-
ханізми утворення щілини: пайєрлсовський фазовий перехід та кореляційний механізм за рахунок вірту-
ального обміну електронiв поперечними фононами. Розраховано вірогідність розсіювання масивних ді-
раківських ферміонів на скалярному (електростатичному) потенціалі скінченного розміру та знайдено 
індуковані електрон-електронними кореляціями перенормування первинної амплітуди розсіювання. 

PACS: 73.63.–b Электронный транспорт в наноразмерных материалах и структурах; 
73.63.Fg Нанотрубки; 
73.40.Gk Туннелирование. 

Ключевые слова: киральная нанотрубка, парадокс Клейна, пайерлсовский переход, электрон-
электронные корреляции. 

 
Введение 

Однослойные углеродные нанотрубки (SWNT) яв-
ляются перспективными материалами для наноэлектро-
ники [1]. В зависимости от киральных индексов, харак-
теризующих углеродную нанотрубку, SWNT могут быть 
металлическими и полупроводниковыми. Многочис-
ленные эксперименты показывают, что электронный 
транспорт в металлических SWNT является баллисти-
ческим [2]. Это важное обстоятельство делает свобод-
но вибрирующие углеродные нанотрубки (нанотрубки, 
подвешенные на токоподводящих клеммах) наноэлек-

тро-механическими системами (NEMS), позволяющи-
ми изучать квантовые эффекты как в электронной, так 
и в механической (фононной) подсистемах [3]. 

Транспортные свойства металлических нанотрубок 
характеризуются целым рядом необычных эффектов. Од-
номерный характер движения электронов в нанотруб-
ках и сильное слабоэкранированное кулоновское взаи-
модействие в них носителей заряда во многих случаях 
позволяет рассматривать электроны в металлических 
SWNT как латтинжеровскую жидкость. Это обстоятель-
ство приводит к нелинейной («неомической») зависи-
мости тока от напряжения и кондактанса от темпера-
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туры, что является следствием эффекта Кейна–Фише-
ра [4] — сильной перенормировки электрон-электрон-
ным –e e взаимодействием затравочного локального по-
тенциала, рассеивающего электроны назад ( )F Fk k→ − . 

Другим, во многом противоположным, эффектом, ха-
рактеризующим транспортные свойства металлических 
нанотрубок, является парадокс Клейна [5,6] — отсут-
ствие рассеяния назад на электростатических потен-
циалах одномерных ультра-релятивистских фермионов. 
Для металлических SWNT именно парадокс Клейна 
объясняет баллистический характер транспорта элек-
тронов в длинных нанотрубках [2]. Отсутствие рассея-
ния назад дираковских электронов на электростатиче-
ском (скалярном) потенциале формально объясняется 
сохранением спиральности электронов в металлических 
нанотрубках. Скалярный потенциал не может изменить 
псевдоспин электрона в SWNT, и рассеяние назад ста-
новится невозможным, так как при этом процессе спи-
ральность должна менять знак. Однако электрон-фо-
нонное взаимодействие в SWNT приводит к появлению 
псевдомагнитного («векторного») потенциала, что по-
зволяет рассеивать электроны, изменяя только скорость 
на противоположную, F F→ −v v . Это так называемое 
внутридолинное ( )0k∆   рассеяние электронов, которое 
чувствительно к углу киральности нанотрубки. Оно 
характеризуется необычной (осциллирующей) зависи-
мостью амплитуды рассеяния от характеристик рассеи-
вателя. В литературе такой вид прохождения электронов 
через внешний потенциал получил название «кираль-
ного туннелирования». Теория кирального туннелиро-
вания для невзаимодействующих электронов в металли-
ческих нанотрубках предложена в работах [7,8]. 

В настоящей работе изучено влияние электрон-элек-
тронных корреляций на киральное туннелирование. 
Предполагается, что электрон-электронное взаимодей-
ствие слабое и может быть учтено приближенными 
методами (теория возмущений, среднее поле, ренорм-
групповые методы). Известно, что в латтинжеровской 
жидкости рассеяние электронов вперед не перенорми-
руется –e e взаимодействием [9]. На первый взгляд, 
этот результат делает бесперспективным поиск эффек-
тов перенормировки взаимодействием кирального тун-
нелирования. Действительно, для безмассовых (метал-
лических) дираковских фермионов учет эффектов вза-
имодействия в приближении Хартри–Фока приводит к 
тривиальному выводу — коэффициент прохождения 
электронов через псевдомагнитный потенциал не пере-
нормируется взаимодействием. Однако мы показываем, 
что псевдомагнитное взаимодействие, порождаемое вза-
имодействием электронов в SWNT с акустическими фо-
нонами, может приводить к появлению щели в спектре 
электронов. 

Мы рассмотрели два подхода к расчету щели: 1) ме-
тод среднего поля и появление пайерлсовской щели в 
спектре электронов и 2) приближение Хартри–Фока. 

Анализ пайерлсовского перехода и появление щели в 
спектре электронов на уровне Ферми, индуцированное 
псевдомагнитным потенциалом, показал, что внутри-
долинные переходы электронов ( )0k∆   действитель-
но генерируют щель. Эта щель не зависит от угла ки-
ральности нанотрубки и имеет стандартную для теории 
пайерлсовского фазового перехода экспоненциальную 
зависимость от константы электрон-фононного взаимо-
действия. Для углеродных нанотрубок численные зна-
чения пайерлсовской щели оказались пренебрежимо 
малыми. 

Более перспективным является сценарий, когда щель 
в спектре электронов появляется за счет электрон-элек-
тронных корреляций. Матричный характер потенциала 
электрон-электронного взаимодействия в SWNT дает 
принципиальную возможность появления такой щели. 
Мы показываем, что щель возникает только при допи-
ровании нанотрубки, зависит от кирального угла и ее 
величина пропорциональна произведению констант де-
формационного и псевдомагнитного потенциалов. Для 
свободно вибрирующих (“suspended”) SWNT корреля-
ционная щель пропорциональна длине нанотрубки и 
растет с ростом температуры. 

Появление щели в спектре электронов приводит к 
нетривиальным перенормировкам (латтинжеровского 
типа) коэффициента прохождения электронов через элек-
тростатический потенциал. Нами проведен расчет пере-
нормированного взаимодействием затравочного коэф-
фициента прохождения в рамках уравнения Хартри–
Фока и метода ренорм-группы для суммирования син-
гулярных слагаемых в теории возмущений. Получена 
формула для перенормируемого коэффициента прохо-
ждения, аналогичная по форме выведенным ранее фор-
мулам в жидкости Латтинжера [10]. В частности, из этой 
формулы следует, что в отсутствие щели в спектре 
электронов ( )0∆ =  коэффициент прохождения не пере-
нормируется, что, по существу, является демонстраци-
ей парадокса Клейна. 

Внутридолинное рассеяние электронов 
на акустических фононах и пайерлсовская щель 

В однослойной углеродной нанотрубке динамика 
электронов является эффективно одномерной. Гамиль-
тониан электронов имеет вид 
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в котором знак «±» определяет тип долины ( Fk  и Fk−  
соответственно), Fv  — фермиевская скорость, θ — 
угол киральности нанотрубки (0 / 6< θ < π , где 0θ =  
характеризует SWNT типа “armchair”, / 6θ = π  — 
SWNT типа “zigzag”), ˆ / ,xk i x= − ∂ ∂  ось x  направлена 
вдоль оси нанотрубки (рис. 1) [11]. В настоящей работе 
рассмотрены процессы, которые не приводят к элек-
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тронным переходам между долинами и, следовательно, 
долины можно рассматривать независимо. 

Вначале рассмотрим возможность появления щели 
в спектре дираковских электронов в металлической 
однослойной углеродной нанотрубке за счет пайерл-
совского фазового перехода. Напомним, что в стан-
дартной теории пайерлсовского фазового перехода [13] 
щель в спектре 1D электронов проводимости возникает 
за счет электрон-фононного взаимодействия, рассмат-
риваемого в приближении среднего поля. Появление 
щели на уровне Ферми обязано фононам с импульсом 

2 Fq k= , которые рассеивают электроны назад, F Fk k→ − . 
Такие фононы имеют высокие (оптические) частоты, и 
для углеродных нанотрубок они приводят к междолин-
ному рассеянию электронов. Теория пайерлсовского 
фазового перехода с учетом электрон-электронных кор-
реляций (в латтинжеровской жидкости) подробно рас-
смотрена в работе [14]. Для углеродных нанотрубок 
пайерлсовская щель исключительно мала [15] и ею мо-
жно пренебречь при изучении транспортных свойств 
нанотрубок при конечных температурах. 

Нас будет интересовать внутридолинное рассеяние 
электронов ( 0k∆  ), индуцированное взаимодействи-
ем с акустическими фононами. Без учета дираковской 
(спинорной) структуры волновых функций электронов 
это взаимодействие не приводит к образованию щели, 
и для свободных электронов вклад акустических фо-
нонов сводится к незначительной, порядка ( )2/ 1F v v  
(v — скорость звука), перенормировке фермиевской 
скорости [16]. Для углеродных нанотрубок электрон-фо-
нонное взаимодействие имеет матричный вид [12]: 
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где индексы «±» обозначают электронные долины, со-
ответствующие Fk± . Зависимость от угла киральности 
в гамильтониане (1) удобно перенести в недиагональ-
ные элементы матрицы электрон-фононного взаимо-
действия (2) с помощью унитарного преобразования 
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В дальнейшем будем предполагать, что недиагональный 
(псевдомагнитный) потенциал в выражении (2) выбран 
с учетом такого вращения, что приводит к зависимости 
матричных элементов псевдомагнитного потенциала 
от угла киральности θ. 

Диагональный потенциал dV  в выражении (2) — 
обычный деформационный потенциал 

 1( ),d xx yyV g u u= +  (4) 

jku  — компоненты тензора деформаций, 1 Fg ε . Не-
диагональный комплексный потенциал 2V , как было 
уже отмечено, специфичен для углеродных нанотрубок 
(см. [12], с учетом переобозначения координат) 

 ( )2 2e 2yy
i

xx xyV g u u iu− ξ= − +  (5) 

( 2ξ = θ — эффективный киральный угол). Константа 2g  
пропорциональна интегралу перекрытия между атомами 
углерода в двухподрешеточной модели гексагональной 
решетки и значительно меньше константы деформаци-
онного потенциала, 2 1g g  2( 1,5 эВg  , согласно оцен-
кам работы [12]). 

Легко видеть, что для постоянных значений потен-
циала (2) в спектре электронов появляется щель [8] 

 ( )2( ) 2( ) ,d F pmk V k V ±ε = ± + + ∆v  (6) 

где 
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2 2

2 2

Re ( )cos 2 sin ,

Im ( )sin 2 cos .

pm xx xy

xx x

yy

y yy

V V g u u u

V g u u u

±  = ± = ± − ξ − ξ 
 ∆ = = − ξ + ξ 

 (7) 

Для нахождения равновесной пайерлсовской щели P∆  
при нулевой температуре необходимо минимизировать 
полную энергию системы, состоящую из энергий за-
полненных «ферми-подвалов» двух долин электронно-
го спектра (рис. 2) и упругой энергии нанотрубки. Для 
постоянных значений компонент тензора деформаций 
плотность упругой энергии нанотрубки радиуса R  име-
ет вид [12] 

2 2 22 ( ) ( ) 4 ,
2 2e xx yy xx yy xy
B SU R u u u u u  = π + + − +   

 (8) 

где константы B и S (мы придерживаемся обозначений 
обзора [12]) определяют модуль всестороннего сжатия 
и модуль сдвига плоскости графита. 

Опуская несущественную для нас постоянную сдвиж-
ку ( )dV  энергий в (6) и суммируя по импульсам вплоть 
до максимальных значений /F F Fk = ε v , для полной 
плотности энергии нанотрубки находим ( 1F= = v ) 

Рис. 1. Схематическое изображение однослойной углеродной 
нанотрубки радиуса R. Показана система координат, в кото-
рой определен тензор деформации iju  нанотрубки. 
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(статистический множитель “2” учитывает спин электро-
на). Для слабых констант электрон-фононного взаимо-
действия псевдомагнитный потенциал pmV  и пайерлсов-
ская щель ∆ значительно меньше фермиевской энергии 

Fε . В этом пределе система уравнений / 0t jkE u∂ ∂ =  
имеет простой вид: 
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где 
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Из (10) следует, что 

 0, ctgxx yy xy xxu u u u+ = = ξ , (12) 

и, как следствие, деформационный (4) и псевдомаг-
нитный (7) потенциалы равны нулю, ( ) 0d pmV V ±= = . 
Вследствие (12) выражение для упругой энергии (8) 
имеет стандартный вид для пайерлсовского диэлектри-
ка [17,18]: 
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Кроме того, система (10) позволяет определить равно-
весное выражение для щели в (13). В результате фор-
мула для пайерлсовской щели предсказывает обычную 

для теории слабой связи экспоненциальную зависи-
мость от константы электрон-фононного взаимодействия: 

 2
2
2

4 exp .P F F
RS
g

 
∆ ± ε −π  

 
 v  (14) 

Модуль сдвига S  легко выражается через эксперимен-
тально измеряемую скорость поперечных фононов в 
нанотрубке, /t S M=v  (здесь M  — плотность массы 
углеродных атомов в графене). Пайерлсовская щель (14) 
при R →∞ исчезает (как и должно быть для графена). 
Экспоненциальная зависимость величины щели от сла-
бой для углеродных нанотрубок константы 2g  приво-
дит к аномально малой численной величине P∆ , кото-
рой можно пренебречь в реальных экспериментах с 
углеродными нанотрубками. Тем не менее принципи-
альная возможность появления щели в спектре за счет 
рассеяния дираковских электронов на акустических 
фононах, на наш взгляд, представляет интерес. 

Заметим, что угол киральности ξ  не входит в равно-
весное значение .P∆  Поэтому теория пайерлсовского 
перехода, индуцированного внутридолинным ( 0k∆  ) 
электрон-фононным рассеянием, полностью эквива-
лентна теории 1D пайерлсовского диэлектрика [17,18]. 
В частности, теория предсказывает существование то-
пологических солитонов (антисолитонов) параметра 
порядка 0( ) th ( ) / 2P P Fx x x ∆ = ±∆ ∆ − v  с локализо-
ванным на солитоне двукратно вырожденным по спину 
электронным уровнем с 0fω = . Энергия такого соли-
тона 2 /s P PЕ = ∆ π < ∆ , и поэтому при допировании 
электроны образуют солитон-антисолитонный вигне-
ровский кристалл (периодически расположенные соли-
тоны и антисолионы с локализованными на них элек-
тронными состояниями). Физически очевидно, что при 
температурах PT ≥ ∆  пайерлсовская щель в спектре 
пропадает и в нашем случае (SWNT) описанная выше 
картина «солитонного транспорта» зарядов в пайерл-
совском диэлектрике относится к области сверхнизких 
температур. Более реалистичным является сценарий, 
развиваемый в следующем параграфе, когда щель в 
спектре электронов возникает за счет электрон-элек-
тронных корреляций (вызванных виртуальным обме-
ном акустическими фононами) при допировании ме-
таллической SWNT. 

Индуцированная электрон-электронными 
корреляциями киральная щель 

Для дираковских электронов в однослойных угле-
родных нанотрубках электрон-фононное взаимодействие 
имеет матричную структуру (см. формулы (2), (4), (5)). 
Как следствие, генерируемое во втором порядке теории 
возмущений по константе связи электрон-электронное 
взаимодействие (рис. 3) также имеет матричный вид. 
Для наших целей интерес представляет та часть этого 
взаимодействия (пропорциональная матрице 2 , iσ σ  — 

Рис. 2. Две долины ( Fk± ) спектра дираковских электронов в 
металлической нанотрубке. Затемнены фермиевские «подва-
лы» заполненных электронных состояний. При расчете вкла-
да электронов в полную энергию упруго деформированной 
нанотрубки спектр электронов считался линейным вплоть до 
энергий F F Fkε = v  порядка ширины зоны проводимости. 
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матрицы Паули), которая индуцирует щель в спектре 
дираковских электронов: 

 1 2 eff
ˆˆ .D FH k= σ + σ ∆v  (15) 

Структура электрон-фононного потенциала (2) пока-
зывает, что искомое взаимодействие пропорционально 
произведению констант деформационного и псевдо-
магнитного потенциалов (4), (5), т.е. 2 1 2W g g . Исполь-
зуя диаграмму, рис. 3, нетрудно оценить зависимость 
корреляционного потенциала от импульса и кирально-
го угла. Для статического случая (пренебрегая эффек-
тами запаздывания) 

 
2 2

2 1 2 2 2

ˆ
sin .

x

t

u SW g g
B Sv

 − ξ + 




 (16) 

Здесь B, S — модули упругости, введенные в предыду-
щей главе, 2ˆxu  — квадрат амплитуды нулевых колеба-
ний нанотрубки. Отметим, что для изгибных колебаний 
подвешенной нанотрубки эта величина пропорцио-
нальна длине трубки L  и может достигать значительных 
величин для реализуемых в эксперименте [3] вибри-
рующих нанотрубок 3( 10 нм)L  . Отметим также, что 
при температурах много больших характерных энер-
гий изгибных колебаний термически активированные 
колебания приводят к линейной зависимости корреля-
ционного потенциала от температуры. 

Согласно (16), 2W  не зависит от импульса, что при-
водит к локальному ( )-функционномуδ  потенциалу элек-
трон-электронных корреляций, 2 ( ) ( )FW x xδ v . Ниже 
будет показано, что в приближении Хартри–Фока кор-
реляционная щель для этого случая обращается в нуль. 
Поэтому в дальнейшем будем моделировать потенциал 
электрон-электронных корреляций в виде «размазан-
ной» на длине λ δ-функции, где λ — характерная дли-
на релаксации в фононной подсистеме: 

 2 22 2( ) .FW x W
x

λ

λ +
 v  (17) 

В приближении Хартри–Фока уравнение, учитываю-
щее электрон-электронное взаимодействие, имеет вид 

 ( )ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )H x dyW x y x y yκ κ
κ

Ψ + − Ψ Ψ Ψ −∑∫   

( )ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ,dyW x y y y x E xκ κ
κ

− − Ψ Ψ Ψ = Ψ∑∫  

  (18) 

где ˆ ( , )W x y  — потенциал парного электрон-электрон-
ного взаимодействия, 

 0 1 1 2 2
ˆ ˆ( , ) ( ) .W x y W x y W W W= − = + σ + σ  (19) 

Первое слагаемое в (18) соответствует хартриевскому, 
а второе — фоковскому (обменному) типам взаимодей-
ствия. 

Невозмущенное уравнение (18) (уравнение с 
ˆ ( , ) 0W x y = ) представляет собой свободное безмассовое 

одномерное уравнение Дирака ( 1F= = v ) 

 1
( )

( )
x

i E x
x

∂ Ψ
− σ = Ψ

∂
, (20) 

с базисными решениями ( ) ( )x xκΨ = Ψ , , 1, 2k iκ = =  — 
индекс состояния, 

1
11( ) e ,
12

ikxx  
Ψ =  

 
     2

11( ) e ,
12

ikxx − 
Ψ =  − 

 (21) 

и законом дисперсии E k=  (удобно выбрать класси-
фикацию состояний, в которой одному и тому же вол-
новому числу k  соответствует одна и та же энергия E ). 

Предполагаем, что система допирована до энергии 
0 ( )Е E K K= = . Тогда базисные решения (21) порож-

дают ядро в интегральном уравнении (18) вида 

 2sin ( )( ) ( ) ( ).K x yy x F x y
x yκ κ

κ

−
Ψ Ψ ≈ ≡ −

−∑  (22) 

Поскольку ядро (22) — разностное, интегральное урав-
нение (18) допускает точное решение. В результате для 

( ) e ikxx с ±Ψ =  получаем 

 
[ ]

1
ˆ( ) ,

ˆ ˆ( ) (0) ( ) cos ( ).

k с A k с E с

A k dx F F x kx W x

± σ + =

= −∫
 (23) 

Из уравнения (23) следует, что если ˆ ˆ( )A k I  — пере-
нормируется энергия электронов, если 1

ˆ( )A k σ  — пе-
ренормируется волновое число, и в настоящей работе 
эти перенормировки нас не интересуют. Наиболее ин-
тересный случай, как уже отмечалось, соответствует 

2
ˆ( )A k σ . Тогда, как следует из уравнений (23), в спек-

тре возбуждений появляется щель 

2 2 ( )E k k= + ∆ ,  [ ] 2( ) (0) ( ) cos ( )k dx F F x kx W x∆ = −∫ , 

  (24) 

Рис. 3. Диаграмма электрон-электронного рассеяния вперед, 

2 1 2 1 0k k k k k′ ′− = − ≡ ∆  , порождающая статический потен-
циал электрон-электронного взаимодействия, который в 
свою очередь индуцирует корреляционную щель в спектре 
электронов. ,dV  pmV  — амплитуды деформационного и 
псевдомагнитного потенциалов соответственно. 
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где 2 ( )W x  определяется выражениями (16), (17). Отме-
тим, что в случае дельта-функционного потенциала 
взаимодействия, 2 ( ) ( )FW x xδ v , щель в спектре воз-
буждений обращается в нуль. Кроме того, величина 
щели зависит от энергии допирования K , в отсутствие 
допирования величина щели также обращается в нуль. 

С учетом (23), (24) базисные решения (21) модифи-
цируются в выражения 

1
1( ) e
2 1

ikx
k i

x E
− ∆ 

 ψ =   
 

,   2
1( ) e
2 1

ikx
k i

x E −
+ ∆ 

 ψ =   − 

. 

  (25) 
Первое (второе) из решений (25) представляет волну, 
распространяющуюся в положительном (отрицатель-
ном) направлении оси x . 

Отметим, что для электронов с бесщелевым спек-
тром базисные решения (21) из-за спинорной структуры 
ортогональны друг другу. Для решений (25) 2 1 0.ψ ψ ≠  
Это свойство приводит к радикальному отличию при 
рассмотрении влияния электрон-электронных корреля-
ций на матричный элемент рассеяния электронов на 
электростатическом и псевдомагнитном внешних по-
тенциалах. 

Коэффициент прохождения для δ-функционного 
барьера 

Как уже отмечалось, наличие энергетической щели 
в спектре нарушает условия парадокса Клейна для 
энергий E ≤ ∆ , и при рассеянии одномерных невзаи-
модействующих дираковских фермионов на скалярных 
(электростатических) потенциалах появляется рассея-
ние назад. В качестве иллюстрации рассчитаем ампли-
туду коэффициента отражения дираковского фермиона 
при рассеянии на прямоугольном потенциальном барь-
ере, ( ) const, 0V x V x a= = < < . При этом будем пред-
полагать, что величина щели не зависит от волнового 
числа , const.k ∆ =  

Стандартная процедура расчета амплитуды коэффи-
циента отражения r  с помощью сшивки волновых функ-
ций приводит к следующему выражению ( )1F= = v : 

 1 1

1 2 1 2 1

sin
,

2 ( )sin cos
A apr

p p E E V ap iA ap
=

− −
 (26) 

где 2 2 2 2
1 2( ) ,p E V p E= − − ∆ = − ∆  и 

 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 2 ( ),A E p p E p V p EV ip V E V= − − − ∆ + − ∆ −  

 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 2A E p p E p V p EV= + + + ∆ − . (27) 

Амплитуду отражения для δ-функционного барьера 0r  
проще всего получить предельным переходом ,V →∞  

0,a →  0aV V→ . Тогда коэффициенты отражения и 
прохождения имеют вид 

 
2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

0 0
0 0

0 0
2

sin 2 sin
| | ,    | |

sin sin
V E V

r
E V E V
∆ − ∆

= =
− ∆ −∆

τ . (28) 

Как легко проверить, коэффициент отражения 
(26)–(28) обращается в нуль при 0∆ = , что является 
проявлением парадокса Клейна для ультрарелятивист-
ских 1D фермионов. Отметим, что отличительная осо-
бенность кирального туннелирования (по сравнению с 
туннелированием нерелятивистских электронов) — ос-
циллирующая зависимость коэффициента отражения 
от эффективной величины барьера 0V . В частности, для 
δ-функционного барьера при 0 ( 0, 1, ...)V n n= π =  коэф-
фициент прохождения 2

0| | 1τ =  0( 0)r =  (резонансное про-
хождение). При 0 ( 1/ 2)V n= π +  коэффициент отраже-
ния достигает максимальной величины, max

0 2/r p= ∆ . 
Далее изучим влияния электрон-электронных корреляций 
на затравочный коэффициент прохождения (26)–(28). 

Перенормировка коэффициента прохождения 
через локальный электростатический потенциал 

Рассмотрим рассеяние взаимодействующих электро-
нов на плавном потенциале ˆ( ),V x  заданном на конеч-
ном интервале ( )ˆ 0V x d> =  (предполагаем, что потен-
циал ˆ( )V x  имеет только диагональные компоненты, т.е. 
потенциал инвариантен относительно унитарного пре-
образования (3)). Уравнение (18) в этом случае модифи-
цируется к виду 

 1
( ) ˆ( ) ( )
x

i V x x
x

∂ Ψ
− σ + Ψ +

∂
  

 ( )ˆ ( ) ( ) ( )dyW x y x y yκ κ
κ

+ − Ψ Ψ Ψ −∑∫   

( )ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .dyW x y y y x E xκ κ
κ

− − Ψ Ψ Ψ = Ψ∑∫   (29) 

Для уравнения (29) естественно определить решения 
(0)
iG  асимптотиками при x → ±∞: 

 

(0)
1 2(0)

1 (0)
1

(0)
2 1(0)

2 (0)
2

( ) ( ) ,
( ) ,

( ) ,

( ) ( ) ,
( ) ,

( ) ,

l

l

r

r

x R x x
G x

T x x

x R x x
G x

T x x

 ψ + ψ → −∞= 
ψ → +∞

 ψ + ψ → +∞= 
ψ → −∞

 (30) 

при этом коэффициенты (0)Rκ , (0)Tκ  — элементы уни-
тарной Ŝ -матрицы рассеяния: 

(0)(0)
32(0)

1
(0) (0)
3 2

(0) (0) 2
0 0

0 (0) (0) 2
0 0

1 e eˆ e ,
e 1 e

ii
irl

i irl

R T i
S

T R i

ϕϕ
ϕ

− ϕ − ϕ

   − τ τ  = =       τ − τ 

 †
0 0

ˆ ˆ 1,S S =  (31) 
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где матрица рассеяния (31) параметризована стандарт-
ным образом через затравочный коэффициент прохож-
дения 0τ  и фазы (0)

iϕ . Решения (30) помимо ядра ( )F x y−  
порождают ядро ( , )Q x y , описывающее фриделевские 
осцилляции: 

 ( ) ( ) ( ) ( , ),y x F x y Q x yκ κ
κ

Ψ Ψ ≈ − +∑  (32) 

где 

 

( )
(0) 0

0
( )

(0) 0

0

e H.c., , 0
( , )

e H.c., , 0

iK x y

r

iK x y

l

R x y
K i x y

Q x y

R x y
K i x y

+

− +

 ∆
− + >

+ ∆ += 
∆− + < − ∆ +

 (33) 

и 0 ( )K∆ = ∆  (см. формулу (24)). Это ядро перенорми-
рует затравочные элементы Ŝ -матрицы рассеяния. От-
метим, что ядро ( , )Q x y  отлично от нуля в меру пара-
метра 0∆  — эффективной щели в спектре электронных 
возбуждений. 

Для нахождения перенормировок Ŝ -матрицы удоб-
но поступить следующим образом. Пусть ( )iG x , 

1, 2i =  — решения уравнения (29) с ядром (32), т.е. ре-
шения, имеющие те же асимптотики (30), но с пере-
нормированными элементами Ŝ -матрицы (которые не 
будем отмечать индексом «0»). Тогда нетрудно убе-
диться в справедливости тождества 

 (0) (0)
1 1( ) ( ) ( ) ( )j ji iG G G G∞ σ ∞ − −∞ σ −∞ =   

 (0) (0)ˆ( ) { ( )} ,i ji dx G x L G x= − ∫   (34) 

где 

 { }ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( )L x dyQ y y W x y xψ = − ψ −∫   

 ˆ( , ) ( ) ( )dyQ x y W x y y− − ψ∫ . (35) 

Полагая в уравнении (34) , 1, 2i j = , получаем систему 
линейных уравнений для элементов Ŝ -матрицы рас-
сеяния. Решая эту систему, для поправки первого по-
рядка (по взаимодействию) к коэффициентам (0) (0),R Tκ κ  
получаем следующие выражения: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(0) (0) (0)(0) (0) (0)

(0) (0) (0)(0) (0) (0)

(0) (0) (0)(0) (0) (0)

(0) (0) (0)(0) (0) (0)

( ) 1ln ,
2 2

( ) 1ln ,
2 2

( ) 1ln ,
2 2

( ) 1ln ,
2 2

l r r rl l l

l r r rl l l

r r r rl l l

r r r rl l l

KT T R R T R T
d k K

KR R T R T R T
d k K

KT T R R T R T
d k K

KR R T R T R T
d k K

α
− = − −

−

α
− = − −

−

α
− = −

−

α
− = −

−

  

  (36) 

где d  — пространственный размер потенциала рассея-
ния и ( )Kα  определяется выражением ( 0 FE K= v ) 

 
( ) [ ]

( )

0
2
0

0
0 2

0

(0) (2 ) ,

e ( ) e ( ).ikx ikx

K
K K

E

k dx W x dx W x
E

∆
α = Φ −Φ

∆
Φ = +∫ ∫

 (37) 

Отметим, что безразмерный параметр ( )Kα  имеет физи-
ческий смысл эффективной константы –e e взаимодей-
ствия и обращается в нуль при 0 0.∆ =  Далее для δ-функ-
ционного потенциала взаимодействия ( ) ( )0 2KΦ = Φ  и 

0.α =  Поэтому только для нелокального потенциала 
–e e корреляций появляются как щель в спектре элек-

тронов, так и перенормировка коэффициента отражения. 
Потенциал ( )KΦ  определяется суммой вкладов диаго-
нального потенциала 0 ( )W x  –e e взаимодействия и неди-
агонального 2 ( ).W x  Справедливо условие 0 2( ) ( )W x W x , 
но малый фактор 0 / 1F K∆  v , с которым 0 ( )W x  входит 
в (37), позволяет оставить оба слагаемых в (37). Так как 

0 sin∆ ξ  и 2 ( ) sinW x ξ , эффективная константа –e e 
взаимодействия ( )Kα  зависит от кирального угла на-
нотрубки. 

Уравнения (36) справедливы при выполнении условия 
( ) ln 1/ 2 ( ) 1K d k Kα  −    . При k K→  теория возму-

щений несправедлива и необходимо просуммировать 
все сингулярные слагаемые типа { }( ) ln 1/ 2 ( )

n
K d k Kα  −    

в каждом n-ом порядке теории возмущений. Это позво-
ляет использовать метод ренорм-группы. 

Для нахождения перенормировок элементов Ŝ -мат-
рицы рассеяния при произвольной энергии налетающих 
на барьер электронов воспользуемся методом ренорм-
группы, предложенным в работе [10]. Уравнения (36) 
порождают следующие ренорм-групповые соотношения: 

( ) ( )

( ) ( )

, ,
2 2

, ,
2 2

l lr r
r l l r r l l r

l lr r
r l l r r l l r

T RR TR T R T R T R T
z z

R TT RR T R T R T R T
z z

∂ ∂α α
= − − = − −

∂ ∂
α α∂ ∂

= − = −
∂ ∂

 (38) 

где 0ln ( / )z D D= , 0 / 2FD d= v  — характерный энерге-
тический масштаб потенциала рассеяния ( 0 0 FD∆ ε   
для плавных потенциалов, не приводящих к междо-
линным электронным переходам) и ( )D E  — энергия 
электрона, отсчитанная от энергии допирования. Пере-
нормированные элементы Ŝ -матрицы рассеяния соот-
ветствуют решению системы (38) при 0( )D E ≈ ∆ , при 
этом естественно предполагать, что 0

ˆ ˆS S=  при 0D D= . 
Отметим, что условие унитарности Ŝ -матрицы — ин-
вариант системы (38). 

Из уравнений ренорм-группы (38) следует, что фазы 
iϕ , входящие в определение Ŝ -матрицы (31), не пере-

нормируются, (0)
i iϕ = ϕ . Для модуля амплитуды коэф-

фициента прохождения τ перенормированное выраже-
ние аналогично приведенному в работе [10]: 
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( )

( )
0 0 0

22 2
0 0 0 0

/

1 /

D

D

α

α

τ ∆
τ =

− τ + τ ∆
. (39) 

Тем не менее физический смысл и происхождение по-
казателя степени α в (39) (формула (37)) кардинально 
отличается от [10]. В частности, для некиральных на-
нотрубок ( )0 0.α θ = =  

Из выражения (39) следует, что в пределе малой ве-
личины энергетической щели 0 0∆ → , 0τ → τ , т.е. пере-
нормировка коэффициента прохождения не происходит, 
а затравочная амплитуда рассеяния вперед (28) стре-
мится к единице, ( )0 0 1,τ ∆ → →  что и является демон-
страцией парадокса Клейна. 

Заключение 

Транспорт электронов в SWNT при низких темпе-
ратурах определяют два важных эффекта: 1) сильные 
электрон-электронные корреляции и 2) дираковский ха-
рактер спектра носителей заряда. Для сильного элек-
трон-электронного взаимодействия транспорт электронов 
в металлической SWNT описывается теорией жидко-
сти Латтинжера [9], которая предсказывает степенные 
зависимости тока от напряжения и кондактанса от тем-
пературы (эффект Кейна–Фишера). В рамках данной 
теории междолинное рассеяние электронов сглаживает 
зависимость от угла киральности нанотрубки. Кираль-
ные эффекты в нанотрубке появляются при изучении 
внутридолинных электронных переходов (киральное тун-
нелирование), вызванных рассеянием на плавных псев-
домагнитных потенциалах (для упругодеформированных 
нанотрубок). Электростатический (скалярный) потен-
циал сам по себе не вызывает внутридолинных пере-
ходов для безмассовых дираковских электронов (пара-
докс Клейна). 

Могут ли электрон-электронные корреляции пере-
нормировать вероятность кирального туннелирования? 
Развитая нами теория позволяет утвердительно отве-
тить на этот вопрос. Мы изучили влияние электрон-
фононного взаимодействия в нанотрубках на характе-
ристики электронного спектра и особенности рассеяния 
электронов на плавных электростатических потенциа-
лах (не приводящих к междолинному рассеянию элек-
тронов). Показано, что псевдомагнитная часть матрич-
ного потенциала длинноволнового электрон-фононного 
взаимодействия индуцирует щель в спектре электронов 
в металлической SWNT. Изучены два различных меха-
низма образования щели: 1) пайерлсовский переход за 
счет взаимодействия электронов с акустическими по-
перечными фононами и 2) корреляционный механизм, 
когда щель возникает за счет взаимного влияния де-
формационного и псевдомагнитного потенциалов, инду-
цирующих щель во втором порядке теории возмущений 
по константе электрон-фононного взаимодействия. 

В работе показано, что пайерлсовская щель не зави-
сит от угла киральности нанотрубки и экспоненциаль-
но зависит от характерной величины псевдомагнитного 
потенциала. Для параметров углеродных нанотрубок 
численное значение пайерлсовской щели пренебрежи-
мо мало. Однако величина корреляционной щели (рас-
считанная в разд. 3, см. формулу (24)) оказывается 
пропорциональной большой константе деформацион-
ного потенциала. Она зависит от угла киральности и для 
свободно подвешенных (вибрирующих) нанотрубок пря-
мо пропорциональна длине нанотрубки. При этом для 
некиральных нанотрубок типа «armchair» полученные 
эффекты пропадают. 

Появление щели в спектре дираковских электронов 
снимает запрет (сохранение спиральности) на внутри-
долинное рассеяние электронов на электростатическом 
потенциале, поэтому электрон-электронные корреляции 
перенормируют вероятность кирального туннелирования. 
Выражение для перенормируемой амплитуды внутри-
долинного рассеяния «назад» ( )F F→ −v v , полученное 
с помощью суммирования сингулярных диаграмм теории 
возмущений, предсказывает степенные перенормиров-
ки амплитуды рассеяния (39). Показатель степени про-
порционален величине щели в спектре и зависит от 
угла киральности нанотрубки. 
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Interaction-induced gap in the electron spectrum 
and chiral effects in metallic single-wall 

carbon nanotubes 

A.D. Shkop, S.I. Kulinich, A.V. Parafilo, 
and I.V. Krive 

We study influence of electron-phonon interaction 
on electron spectrum and transport characteristics 
of Dirac electrons in metallic single-wall carbon nano-
tubes. It is shown that pseudomagnetic part of interac-
tion potential with transversal acoustic phonons induces 
a gap in electron spectrum. Two mechanisms of a gap 
generation were considered: i) Peierls phase transition 
and ii) correlation mechanism due to electrons virtual 
exchange by transversal phonons. We calculate reflec-
tion probability of massive Dirac fermions on scalar 
(electrostatic) potential of finite size and evaluate 
the renormalization of bare probability induced by 
electron-electron correlations. 

PACS: 73.63.–b Electronic transport in nanoscale 
materials and structures; 
73.63.Fg Nanotubes; 
73.40.Gk Tunneling. 

Keywords: chiral nanotube, Klein paradox, Peierls 
transition, electron-electron correlations. 
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