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Настоящий обзор посвящен теории электрон-дырочной сверхтекучести в двухслойных системах. Речь 
идет о состоянии, в котором электроны и дырки из соседних слоев образуют связанные пары и бездисси-
пативный перенос заряда обусловлен движением пар как целого. Наличие потока связанных пар эквива-
лентно протеканию в проводящих слоях равных по модулю и противоположно направленных электриче-
ских токов. Поэтому такую сверхтекучесть можно рассматривать как своеобразную сверхпроводимость, 
которую часто называют противотоковой (counterflow) сверхпроводимостью. Это явление было предска-
зано около 40 лет назад, но изучение проблемы электрон-дырочной сверхпроводимости в двухслойных 
системах интенсивно продолжается до сих пор. В обзоре представлено развернутое описание теоретиче-
ских представлений и подходов к проблеме электрон-дырочной сверхпроводимости. 
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1. Введение

В ХХ веке были открыты два замечательных и таин-
ственных явления в физике конденсированных сред — 
сверхпроводимость и сверхтекучесть. Эти открытия 
были совершенно неожиданными как с точки зрения 
здравого смысла, так и с точки зрения существовавших 

в то время теоретических представлений. Потребова-
лось много лет, чтобы природа этих явлений была по-
нята и описана в рамках микроскопической теории. 

Явления сверхпроводимости и сверхтекучести уди-
вительны не только отсутствием сопротивления. Они 
сопровождаются рядом ярких эффектов. В сверхтеку-
чих системах это, в частности, эффект фонтанирования 

© Д.В. Филь, С.И. Шевченко, 2018 



Д.В. Филь, С.И. Шевченко 

и второй звук, в сверхпроводниках — эффект Мейс-
снера и эффект Джозефсона. Кроме того, как в сверх-
проводниках, так и в сверхтекучих системах могут воз-
никать квантовые вихри. В сверхтекучих системах это 
вихри Онзагера–Фейнмана, а в сверхпроводниках — 
вихри Абрикосова. 

Сверхпроводимость была открыта в 1911 году Ка-
мерлинг-Оннесом, который установил, что при темпе-
ратуре ниже = 4,15cT  К электрическое сопротивление 
ртути скачком падает до нуля. Открытию сверхпрово-
димости предшествовала разработка основ получения 
жидкого гелия, который Камерлинг-Оннес рассматри-
вал больше как инструмент, а не как объект исследо-
вания. Наверное, это и привело к тому, что явление 
сверхтекучести, родственное сверхпроводимости, но 
возникающее в самом жидком гелии, в этих исследо-
ваниях открыто не было. 

Физический словарь определяет сверхтекучесть как 
«состояние квантовой жидкости, при котором она про-
текает через узкие щели и капилляры без трения». 
Сверхтекучесть жидкого 4He (изотоп гелия, который 
является бозоном) была открыта независимо Капицей 
[1] и Алленом и Мисенером [2] в 1938 году. Так как 
статья Капицы поступила в журнал раньше, приоритет 
открытия отдается Капице. Более того, именно Капица 
в работе [1] предложил называть наблюдаемое состоя-
ние гелия сверхтекучим. 

Теория сверхтекучести прошла большой путь. Ис-
тория этого пути начинается (как всегда, в физике 
XX столетия) с гениальной по своей простоте идеи 
Эйнштейна о бозе-конденсации в идеальном газе [3]. 
Первая попытка объяснить сверхтекучесть была пред-
принята Ф. Лондоном [4], который рассматривал пе-
реход в сверхтекучее состояние как определенного 
вида бозе-конденсацию. Следующий важный шаг — 
двухжидкостная модель сверхтекучей фазы, предло-
женная Тисcой [5]. Тисcа предсказал существование в 
сверхтекучем гелии второго звука, но скорость этого 
звука была вычислена неправильно. Ошибка связана с 
тем, что сверхтекучая компонента была идентифици-
рована с бозе-конденсатом, а нормальная — с над-
конденсатными частицами. В действительности, как 
показал Ландау в своей знаменитой теории сверхте-
кучести 4He [6], нормальная компонента связана с 
квазичастицами — фононами и ротонами. Ландау 
построил феноменологическую теорию сверхтекуче-
сти и сформулировал уравнения двухжидкостной 
гидродинамики, дающие полное макроскопическое 
описание поведения He II (сверхтекучей фазы 4He). 
Боголюбовым [7] была построена микроскопическая 
теория сверхтекучести слабо неидеального бозе-газа. 
Теория Боголюбова стала первым примером последо-
вательного микроскопического вывода спектра кван-
товых жидкостей и описания динамики системы в 
терминах квазичастиц. 

В отличие от теории сверхтекучести бозе-систем, по-
строение микроскопической теории сверхпроводимости 
потребовало существенно большего времени — порядка 
50 лет. Долгое время не хватало ключевой физической 
идеи, а именно, идеи о спаривании электронов при на-
личии притяжения между ними, высказанной Купером в 
1956 году [8]. В этой идее есть две необычные состав-
ляющие: источник притяжения и возможность образо-
вания связанного состояния при сколь угодно слабом 
притяжении. На основании изотопического эффекта 
(влияние изотопического состава на температуру сверх-
проводящего перехода) стало понятно, что притяжение 
обусловлено фононами. Возможность образования свя-
занного состояния, несмотря на слабость притяжения, 
определяется тем, что спариваются электроны на по-
верхности Ферми, и задача из трехмерной превращается 
в двумерную. Полная микроскопическая теория сверх-
проводимости была построена Бардином, Купером и 
Шриффером (БКШ) [9], в работе которых была получе-
на знаменитая волновая функция БКШ. 

С точки зрения практических приложений крайне 
важной характеристикой является температура пере-
хода в сверхпроводящее состояние (обычно ее называ-
ют критической температурой). Из теории БКШ следует, 
что критическая температура определяется величиной 
потенциала спаривания. В обычных сверхпроводниках 
спаривание электронов происходит за счет обмена вирту-
альными фононами. К спариванию может приводить об-
мен и другими квазичастицами, например плазмонами. 
Такие возможности в течение ряда лет интенсивно изуча-
лись теоретически [10], однако это не привело к созда-
нию новых сверхпроводников с высокой критической 
температурой. Идея о возможности существенного по-
вышения этой температуры за счет необычного механиз-
ма спаривания все же сыграла важную роль в открытии в 
1986 г. нового класса сверхпроводников, названных вы-
сокотемпературными [11]. Изучение высокотемператур-
ных сверхпроводников интенсивно продолжается и в 
настоящее время, как экспериментально, так и теоретиче-
ски, но механизм, ответственный за спаривание электро-
нов в этих сверхпроводниках, до сих пор остается дис-
куссионным. 

В теории БКШ рассматривается проблема спарива-
ния одинаковых фермионов. Однако в физике конден-
сированного состояния уже давно обсуждается задача 
об образовании связанного состояния между электро-
ном и дыркой. Такую связанную электрон-дырочную 
пару называют экситоном. Различают экситоны Френ-
келя [12] (именно Френкель ввел представление об 
экситонах) и экситоны Ванье [13]. Экситоны Френкеля 
являются экситонами малого радиуса и представляют 
собой внутримолекулярные электронные возбуждения, 
которые распространяются по кристаллу не диффузи-
онным, а волновым образом. Экситоны Ванье пред-
ставляют собой связанную пару электрона из зоны 
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проводимости и дырки (незаполненного состояния) из 
валентной зоны. Размер такого экситона порядка эф-
фективного боровского радиуса 2 2

0 = /a meε , где ε — 
диэлектрическая проницаемость среды и m — приве-
денная эффективная масса для электрон-дырочной па-
ры. Благодаря большой величине ε и малой эффектив-
ной массе размер экситона Ванье обычно существенно 
превышает межатомное расстояние. Энергия связи экси-
тона порядка эффективного Ридберга * 2

0= ( / )Ry m m Ryε  
( 0m — масса свободного электрона). Энергия связи может 
достигать 310  К. 

Экситоны Френкеля впервые наблюдались в работах 
Приходько [14] и Мак-Клюра [15]. Экспериментальное 
доказательство существования экситонов Ванье впер-
вые получено в работах Гросса с сотрудниками [16], а в 
работах Томаса и Хопфельда [17] впервые наблюдалось 
движение таких экситонов. 

Так как образующие экситон частицы (электрон и 
дырка) являются фермионами, то экситоны представ-
ляют собой бозоны, что делает возможным их бозе-
конденсацию. Теоретически эту возможность впервые 
проанализировали Москаленко [18] и Блатт, Боер, 
Брандт [19] для случая, когда размер электрон-дыроч-
ных пар мал по сравнению со средним расстоянием ме-
жду парами. Задача об электрон-дырочных куперовских 
парах (противоположный предельный случай) впервые 
рассмотрена в работе Келдыша и Копаева [20]. 

Проводя аналогию со сверхтекучим гелием и сверх-
проводниками, можно ожидать, что бозе-конденсация 
экситонов проявится в переходе экситонного газа в 
сверхтекучее состояние. Поскольку экситоны не пере-
носят ни заряд, ни массу, то возникает вопрос, в чем 
проявится их сверхтекучесть. В работе Кона и Ше-
рингтона [21] отсутствие переноса заряда и массы бы-
ло использовано в качестве аргумента, говорящего о 
невозможности экситонной сверхтекучести. Келдыш, 
анализируя аргументы Кона и Шерингтона, нашел их 
неубедительными [22]. Если, следуя [21], понимать 
сверхтекучесть только как такой перенос, то экситон-
ная сверхтекучесть отсутствует по определению. Од-
нако экситоны переносят энергию, и сверхтекучесть 
экситонов приведет к переносу энергии без диссипации. 

В работах [18–20] речь шла об оптически возбуж-
денных экситонах в системах, в которых дно зоны 
проводимости расположено выше потолка валентной 
зоны. В этом случае электроны, переходящие из ва-
лентной зоны в зону проводимости, имеют конечное 
время жизни, обратно пропорциональное амплитуде 
межзонных переходов. Поэтому говорить о сверхтеку-
чести таких экситонов можно только, понимая ее как 
некое метастабильное состояние, которое в строгом 
смысле слова не является сверхтекучим. 

Время жизни экситонов можно существенно увели-
чить и даже сделать бесконечным в двухслойных сис-
темах с разным типом проводимости слоев. Спарива-

ние пространственно разделенных электронов и дырок 
в таких системах может привести к истинной сверхте-
кучести пар. Возможность такой сверхтекучести была 
предсказана в работах [23–25]. Речь шла о системах 
типа сэндвич, в которых электронный и дырочный 
проводящие слои разделены тонкой диэлектрической 
прослойкой. Системы со спариванием пространствен-
но разделенных носителей имеют ряд существенных 
преимуществ по сравнению с системами, где электро-
ны и дырки не разделены в пространстве. Во-первых, в 
таких системах межзонные переходы связаны с тунне-
лированием между слоями. Амплитуда туннелирова-
ния экспоненциально зависит от толщины диэлектри-
ческой прослойки d , и при 610d −

  см (в случае 
гетероструктур GaAs это отвечает 0d a ) ее величина 
пренебрежимо мала. В то же время энергия связи пар 
при 0<d a  остается практически неизменной, а при 
бóльших d  спадает степенным образом. Во-вторых, 
электрон-дырочные пары в двухслойных системах 
представляют собой диполи, которые отталкиваются 
друг от друга, что предотвращает слипание пар в кап-
ли. И наконец, пространственное разделение компо-
нентов пары проявляется в том, что при движении пар 
в проводящих слоях возникают равные по модулю и 
противоположно направленные электрические токи, 
доступные для регистрации. Поэтому сверхтекучесть 
пар с пространственно разделенными компонентами 
можно рассматривать как своеобразную сверхпрово-
димость, которую часто называют противотоковой 
(counterflow) электрон-дырочной сверхпроводимо-
стью. Имея в виду электрон-дырочную сверхпрово-
димость, мы будем иногда использовать термины 
«сверхтекучесть электрон-дырочных пар» и «сверхте-
кучий переход». 

Работы [23–25] опубликованы более 40 лет назад. За 
прошедшие годы высказанная в них идея получила су-
щественное развитие. В начале 90-х годов прошлого 
века было показано, что электрон-дырочное спаривание 
может иметь место не только в двухслойных –n p -сис-
темах, но и в системах, в которых оба слоя имеют оди-
наковый тип проводимости, если последние помещены 
в сильное нормальное к слоям магнитное поле. Допол-
нительно требуется, чтобы суммарный по слоям фак-
тор заполнения нижнего уровня Ландау был равен 
единице. При таком факторе заполнения число электро-
нов в одном слое совпадает с числом незаполненных 
состояний (дырок) на нижнем уровне Ландау в другом 
слое. Такие системы интенсивно изучались не только 
теоретически, но и экспериментально, и были получены 
веские экспериментальные аргументы в пользу спари-
вания пространственно разделенных носителей. 

Новый всплеск интереса к электрон-дырочному 
спариванию связан с экспериментальным открытием 
графена и последующим развитием технологии синте-
за двумерных кристаллов. Электрон-дырочное спари-
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вание в этих системах стало предметом большого чис-
ла теоретических и экспериментальных исследований. 
Транспортные свойства двухслойных графеновых сис-
тем, в частности аномальное межслоевое увлечение, 
рассматриваются как экспериментальное подтвержде-
ние спаривания. 

Таким образом, сверхтекучесть в системах со спари-
ванием пространственно разделенных носителей остает-
ся одной из актуальных проблем физики конденсиро-
ванного состояния. Одна из причин такого интереса 
связана с принципиальной возможностью получения 
сверхтекучести (и сверхпроводимости) при достаточно 
высоких температурах (в частности, для графеновых 
систем теория предсказывает критические температуры 
вплоть до комнатной). Однако явление это весьма де-
ликатное. Например, температура сверхтекучего пере-
хода уменьшается как при малой, так и при большой 
толщине диэлектрической прослойки d . Также суще-
ственным негативным фактором является экранирова-
ние межслойного взаимодействия. Часть вопросов, 
связанных с электрон-дырочной сверхпроводимостью, 
остается не до конца понятной и дискуссионной. 

Несмотря на долгую историю изучения проблемы, 
существует лишь небольшое число обзоров, посвящен-
ных бозе-конденсации и сверхтекучести экситонов в 
двухслойных системах с пространственно разделенными 
носителями. Обзоры [26,27] посвящены в основном из-
ложению результатов экспериментальных исследований 
электрон-дырочной сверхпроводимости в двухслойных 
квантовых холловских системах со спонтанной межслое-
вой фазовой когерентностью (термин «спонтанная меж-
слоевая фазовая когерентность» используется примени-
тельно к квантовым холловским системах как синоним 
термина «экситонный конденсат»). В книге [28] проблеме 
электрон-дырочной сверхпроводимости посвящена одна 
глава, в которой рассмотрена теория транспортных 
свойств двухслойных квантовых холловских систем со 
спонтанной межслоевой фазовой когерентностью. Более 
развернуто этот же вопрос рассмотрен в обзоре [29]. 
Краткое описание исследований электрон-дырочной 
сверхпроводимости в двухслойных квантовых холлов-
ских системах, а также работ, посвященных двухслойным 
системах на основе графена, представлено в одном из 
разделов обзора [30]. Краткий обзор явления бозе-
эйнштейновской конденсации экситонов в двухслойных 
системах с акцентом на возможные технические приме-
нения дан в [31]. Обзоры [32,33] посвящены бозе-
эйнштейновской конденсации экситонов, возбуждаемых 
в двухслойных системах оптическими методами. 

В настоящем обзоре мы видим свою задачу в том, 
чтобы дать развернутое описание теоретических пред-
ставлений и подходов к проблеме электрон-дырочной 
сверхпроводимости и указать «окна существования» 
этого явления. 

Раздел 2 основан на пионерских работах, в которых 
описана возможность противотоковой сверхпроводи-
мости в двухслойных –n p -структурах. В этом разделе 
рассматривается предел слабой связи, т.е. предел, ко-
торому отвечает теория БКШ. В разд. 3 рассмотрен 
предел сильной связи, когда система представляет со-
бой разреженный газ электрон-дырочных пар. Раздел 4 
посвящен аномальному диамагнетизму двухслойных 
систем со спариванием пространственно разделенных 
носителей, а также свойствам квантовых планарных 
вихрей в таких системах. В разд. 5 представлена тео-
рия электрон-дырочного спаривания в двухслойных 
электрон-электронных систем в квантующем магнит-
ном поле. В разд. 6 рассмотрены особенности транс-
портных свойств двухслойных квантовых холловских 
систем с межслоевой спонтанной фазовой когерентно-
стью, обусловленные наличием электрического заряда 
у планарных вихрей. В разд. 7 обсуждается влияние на 
электрон-дырочную сверхпроводимость межслоевого 
туннелирования. Рассматриваются условия реализации 
стационарного и нестационарного эффекта Джозефсо-
на и описаны механизмы диссипации туннельного то-
ка, связанные с наличием джозефсоновских и планар-
ных вихрей. Раздел 8 посвящен описанию недавних 
исследований электрон-дырочного спаривания и про-
тивотоковой сверхпроводимости в двухслойных гра-
феновых системах и топологических изоляторах. 

2. БКШ спаривание электронов и дырок 
и электрон-дырочная сверхпроводимость 

В пределе слабой связи теория электрон-дырочного 
спаривания строится по аналогии с теорией БКШ. Со-
ответствующее рассмотрение выполнено в работах 
[24,25]. Хотя можно было бы ожидать, что результаты 
теории БКШ почти без изменений переносятся на элек-
трон-дырочные системы, в теории электрон-дырочной 
сверхпроводимости имеется ряд существенных отли-
чий. Во-первых, электроны и дырки имеют разные за-
коны дисперсии. В случае анизотропного спектра это 
проявляется в неконгруэнтности поверхностей Ферми 
электронов и дырок, что является негативным факто-
ром для спаривания. Во-вторых, из-за асимметрии рас-
сеяния электронов и дырок на примесях влияние не-
магнитных примесей на электрон-дырочную сверх-
проводимость подобно влиянию магнитных примесей 
на обычную сверхпроводимость. Третьим важным 
фактором является экранирование кулоновского взаи-
модействия. С одной стороны, экранирование умень-
шает константу связи. С другой стороны, экранирующая 
способность электрон-дырочного газа существенно ос-
лабляется при связывании электронов и дырок в пары. 
Поэтому при описании спаривания, вызываемого куло-
новским притяжением, эффекты экранирования нужно 
учитывать самосогласованным образом. 
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В работах [24,25] рассматривалась система, состоя-
щая из двух проводящих слоев c одинаковой плотно-
стью носителей и разным (электронным и дырочным) 
типом проводимости. Предполагалось, что слои распо-
ложены параллельно друг другу и расстояние между 
ними достаточно для того, чтобы можно было пренеб-
речь межслоевыми переходами носителей. Считалось, 
что слои помещены в однородную диэлектрическую 
среду с диэлектрической проницаемостью ε. Гамиль-
тониан системы записывался в виде  

 , ,
, = ,

= ( )
e h

H c c+
α α α

α
ξ +∑ k k

k
k   

 , ,, , 2 11 2, ,1 2

1 ( ) ,eh h ee hV q c c c c
S

+ +
+ −+ ∑ k kk q k q

k k q
 (2.1) 

где ( ) ( ) ( )( ) = ( )e h e h e hξ ε −µk k  — энергия электрона 
(дырки), отсчитанная от химического потенциала ( )e hµ , 

( ),e hc+ k  и ( ),e hc k  — операторы рождения и уничтожения 
электронов (дырок), ( )ehV q  — фурье-компонента по-
тенциала экранированного кулоновского взаимодейст-
вия между электронами и дырками, S  — площадь систе-
мы. В (2.1) взаимодействие внутри электронной и 
дырочной подсистем учтено в перенормировке величин 

( ) ( )e hξ q . Гамильтониан (2.1) записан для одной спиновой 
компоненты в электронной подсистеме и одной спиновой 
компоненты (с противоположным спином) в дырочной 
подсистеме. Так как и в теории БКШ, считается, что спа-
риваются носители с противоположными проекциями 
спина, т.е. имеет место синглетное спаривание. Здесь и 
ниже, для сокращения записи, спиновые индексы опуще-
ны. Полный гамильтониан представляет собой сумму по 
двум спиновым компонентам. 

При наличии притяжения между электронами и 
дырками основное состояние системы будет фазово-
когерентной суперпозицией электрон-дырочных пар. 
Фазовая когерентность означает, что произведение 
операторов , ,e hc c−k k  имеет ненулевое среднее bk  и 
флуктуации относительно этого среднего будут малы. 
Указанное произведение можно записать в виде  

 ( ), , , ,=e h e hc c b c c b− −+ −k k k k k k  (2.2) 

и пренебречь в исходном гамильтониане величинами, 
квадратичными по малой разности , ,e hc c b− −k k k  [34]. В 
результате исходный гамильтониан заменяется эффек-
тивным гамильтонианом, квадратичным по операторам 
рождения и уничтожения,  

 eff , , , ,= ( ) ( )e e e h h hH c c c c+ +ξ + ξ −∑ k k k k
k

k k   

 *
, ,( ( ) H.c.) ( )h ec c b+ +

− − ∆ + + ∆ k k kk k  (2.3) 

где  

 , ,
1( ) = ( ) .eh e hV c c
S ′ ′−

′

′∆ − − 〈 〉∑ k k
k

k k k  (2.4) 

Как и в теории БКШ, гамильтониан (2.3) диагонали-
зуется с помощью –u v -преобразования Боголюбова  

 ,

,

= ,

= .

e

h

c u

c u

+
−

+
−

α + β

β − α

k k k k k

k k k k k

v

v
 (2.5) 

Операторы αk  и βk  удовлетворяют фермиевским ком-
мутационным соотношениям. Коэффициенты u  и v 
подчиняются уравнениям  

2 21 1= 1 , = 1 , 2 = ,
2 2

u u
E E E

   ξ ξ ∆
+ −   

   
k k k

k k k k
k k k

v v  (2.6) 

где = [ ( ) ( )]/2e hξ ξ + ξk k k  и 2 2=E ξ + ∆k k k . 
Преобразованный гамильтониан принимает вид  

 ( ) ( )= ,H E E+ + + η α α + −η β β ∑ k k k k k k k k
k

 (2.7) 

где = [ ( ) ( )]/2e hη ξ − ξk k k . В выражении (2.7) опущена 
энергия основного состояния. Поскольку в рассматри-
ваемой системе спариваются носители, законы диспер-
сии которых не совпадают, спектр элементарных воз-
буждений в (2.7) отличается от спектра возбуждений в 
сверхпроводниках. 

Параметр порядка ∆k  выражается через термоди-
намическое среднее от операторов рождения элек-
тронов и дырок, что с учетом (2.5) дает уравнение 
самосогласования  

 1= ( )
2ehV

S E
′

′′

∆′∆ − − ×∑ k
k

kk
k k   

 ( ) ( )1 F FN E N E′ ′ ′ ′× − + η − −η  k k k k , (2.8) 

где 1( ) = [exp ( / ) 1]FN E E T −+  — фермиевская функция 
распределения квазичастиц. 

Такое же уравнение самосогласования возникает 
для второй спиновой компоненты. В результате в сис-
теме возникает два сорта электрон-дырочных пар, а 
именно, пары, образованные электроном со спином 

1/2+  и дыркой со спином 1/2− , и пары, образованные 
электроном со спином 1/2−  и дыркой со спином 1/2+ . 

Несовпадение законов дисперсии электронов и ды-
рок (неконгруэнтность поверхностей Ферми) может 
оказаться критическим для реализации сверхпроводи-
мости электрон-дырочних пар — даже небольшая не-
конгруэнтность будет приводить к исчезновению щели 
в спектре. Применительно к проблеме экситонного 
диэлектрика этот вопрос обсуждался в [35]. Ситуация с 
электрон-дырочным спариванием в двухслойной сис-
теме аналогична ситуации с образованием экситонной 
фазы в полуметалле [35], в котором плотности элек-

Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2018, т. 44, № 9 1115 



Д.В. Филь, С.И. Шевченко 

тронов и дырок совпадают. Как показано в [35], при 
слабом взаимодействии между электронами и дырками 
уравнение самосогласования для параметра порядка 
экситонной фазы не имеет решения даже при = 0T . 
Другими словами, образование экситонной фазы при 
наличии такой неконгруэнтности носит пороговый по 
взаимодействию характер. 

Ниже при обсуждении других факторов, влияющих на 
спаривание, мы ограничимся случаем изотропных зако-
нов дисперсии 2 2

( ) ( )( ) = /2e h e hk mε k  , где em  и hm  — 
эффективные массы электрона и дырки. 

Для нахождения экранированного потенциала куло-
новского взаимодействия обычно используется прибли-
жение хаотических фаз. В пренебрежении влиянием спа-
ривания на поляризационный оператор экранированный 
потенциал записывается в виде  

2

22 2

2( ) =

exp( ) ,
2 21 ( ) [1 exp( 2 )]

eh

e h e h

eV q
q

qd

e e qd
q q

π
− ×

ε
−

×
 π π

− Π +Π + Π Π − −  ε ε 

  

  (2.9) 

где ( )e hΠ  — поляризационный оператор для электрон-
ного (дырочного) слоя. 

При температуре = 0T  поляризационная функция 
для двумерного электронного газа определяется выра-
жением [36]  

2

( ) 2
( )

2
= 1 ( 2 ) 1 ,

2
F

e h s F
e h

kg q k
qe a

  ε  Π − −θ − −   π    

  

  (2.10) 

где 2 2
( ) ( )= /e h e ha m eε  — эффективный боровский ра-

диус электрона-(дырки), и = 2sg  — число спиновых 
компонент. 

В пренебрежении зависимостью параметра порядка 
от волнового вектора ( =∆ ∆k ) уравнение самосогласо-
вания (2.8) с потенциалом (2.9) дает следующее значе-
ние параметра порядка при = 0T : 

 0 0
1= 2 exp , ∆ ε − λ 

 (2.11) 

где 0ε  — энергия обрезания, которую можно принять 
равной энергии Ферми электронов или дырок (мень-
шей из них),  

 
2

2
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= 2 sin
2 2eh F

m d V k
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 (2.12) 

— безразмерная константа связи и =m  
= /( )e h e hm m m m+  — приведенная масса. Температура 
спаривания cT  связана с 0∆  соотношением  

 0
4= ,c

mT
M

γ
∆

π
 (2.13) 

где = e hM m m+  — масса пары, = Ceγ  и 0,577C ≈  — 
постоянная Эйлера. Выражение (2.13) отличается от 
аналогичного соотношения в теории БКШ последним 
сомножителем. При равных эффективных массах элек-
трона и дырки этот сомножитель равен единице. 

С учетом (2.9) и (2.10) выражение (2.12) записыва-
ется в виде  
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и 2 2
0 = /a meε  — введенный выше эффективный бо-

ровский радиус электрон-дырочной пары. 
Из (2.14), (2.15) следует, что константа связи удов-

летворяет условию  

 

1< .
4

m
M

λ 
 (2.16) 

Значение λ, близкое к максимальному ( = /m Mλ ), дос-
тигается в пределе 0/ 1d a  . В частности, при 

0/ = 0,1d a  вычисление интеграла (2.14) дает критиче-

скую температуру 3 *10cT Ry−≈  в интервале парамет-

ров 01 < < 5Fk a , ( 4 2 2* = /2Ry me ε   — введенный выше 
эффективный Ридберг). При увеличении 0/d a  экрани-
рование возрастает и критическая температура умень-
шается. При 0/ = 0.4d a  критическая температура не 

превышает 4 *10cT Ry−≈ . Максимум достигается при 

0 2Fk a ≈ , т.е. при некоторой оптимальной плотности 
носителей. Для гетероструктуры на основе GaAs эф-
фективный Ридберг * 100Ry ≈  К, эффективный боров-
ский радиус 0 10a ≈  нм, и приведенная выше оценка 

соответствует 210cT −≈  К при 4d ≈  нм. 
Строго говоря, полученная оценка является зани-

женной, так как в (2.15) не учтено влияние спаривания 
на экранирование. Такое влияние рассматривалось в 
основном применительно к двухслойным графеновым 
системах (см. разд. 8 настоящего обзора). Можно ожи-
дать, что в пределе слабой связи в системах с квадра-
тичным законом дисперсии носителей влияние спари-
вания на экранирование будет незначительным. Тем не 
менее это влияние оказывается существенным при 
уменьшении плотности носителей [37], когда имеет 
место переход из режима БКШ в режим бозе-
эйнштейновской конденсации. 
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В изложенном выше подходе не учитывалась воз-
можность появления в системе квантовых вихрей. Вих-
ри представляют собой образования, в которых пары 
как целое вращаются вокруг сингулярных точек фазы 
параметра порядка. При этом связанные с вихрями кру-
говые электрические токи в слоях имеют противопо-
ложные направления. В результате, в отличие от обыч-
ной сверхпроводимости, происходит компенсация 
магнитных полей, создаваемых этими токами, и поле 
скоростей вихря спадает при удалении от его центра как 
1/r . Это приводит к логарифмическому закону взаимо-
действия вихрей с противоположной циркуляцией. 

Как известно, вихри играют решающую роль в раз-
рушении сверхтекучести. На вихрь в сверхтекучем 
потоке действует сила Магнуса, которая заставляет его 
двигаться поперек потока, что приводит к уменьше-
нию градиента фазы параметра порядка в потоке, т.е. 
падению скорости потока. Направление движения вих-
ря в потоке определяется знаком циркуляции. Вихри с 
противоположной циркуляцией движутся в противо-
положные стороны. При связывании таких вихрей в 
пары уменьшение скорости потока не происходит. Как 
показали Костерлиц и Таулесс [38,39], благодаря лога-
рифмическому закону взаимодействия вихрей с проти-
воположной циркуляцией связывание их в пары про-
исходит как фазовый переход. Связывание вихрей и 
антивихрей в пары при низких температурах было 
описано в более ранней работе Березинского [40]. Фа-
зовый переход получил название перехода Березинско-
го–Костерлица–Таулесса (БКТ). В точке перехода име-
ет место диссоциация пар, и выше критической 
температуры в системе появляются свободные, не свя-
занные в пары, вихри. Такие вихри могут двигаться 
поперек потока, и протекание стационарного сверхте-
кучего потока становится невозможным. Это есть пе-
реход из сверхтекучего в нормальное состояние. Тем-
пература перехода BKTT  определяется уравнением  

 ( )
2

= ,
2BKT s BKTT n T

M
π 

 (2.17) 

где ( )sn T  — сверхтекучая плотность при температуре T . 
Уравнение (2.17) можно применять и для сверхпро-

водящего газа электрон-дырочных пар. В этом случае 
sn  нужно понимать как cверхтекучую плотность в пе-

ресчете на одну спиновую компоненту. Температура 
перехода BKTT , которую дает уравнение (2.17), ниже 
критической температуры (2.13). В пределе слабой свя-
зи разница между этими температурами мала, и темпе-
ратура перехода в сверхпроводящее состояние практи-
чески совпадает с критической температурой (2.13). 

Выше речь шла о чистых системах, т.е. системах, в 
которых отсутствуют примеси или искажения решет-
ки. В случае идеальной решетки сопротивление равно 
нулю даже в отсутствие спаривания. Поэтому исследо-

вание влияния примесей на токовые состояния носит 
принципиальный характер. Как известно [41], в тради-
ционных сверхпроводниках следует различать ситуа-
ции с магнитными и немагнитными примесями. В слу-
чае немагнитных примесей плотность состояний и 
спектр возбуждений мало отличаются от их значений в 
чистом металле. В результате эти примеси почти не 
влияют на температуру перехода [42]. Совершенно 
иное влияние на сверхпроводимость оказывают пара-
магнитные примеси. Рассеяние на такой примеси купе-
ровской пары, образованной электронами с противопо-
ложными спинами, приводит к переходу пары из 
синглетного в триплетное состояние, т.е. к разрушению 
пары и понижению температуры сверхпроводящего 
перехода [43]. Существует критическая концентрация 
парамагнитных примесей, которая полностью разруша-
ет сверхпроводимость. Разрушение наступает при усло-
вии, что длина свободного пробега с переворотом спина 
сравнивается с длиной когерентности. Критическая 
концентрация парамагнитных примесей весьма мала. 
Она порядка нескольких атомных процентов. 

В системах с электрон-дырочным спариванием раз-
рушать пары могут и немагнитные примеси [44,45]. 
Если взаимодействие примесей с носителями является 
короткодействующим, то данный дефект будет рассеи-
вать только носители в одном слое (несимметричное 
рассеяние). Аналогичная ситуация будет иметь место и 
для кулоновской примеси, для которой потенциалы 
взаимодействия с электроном и дыркой имеют разные 
знаки. В случае несимметричного рассеяния влияние 
примесей на электрон-дырочные пары аналогично 
влиянию парамагнитных примесей на куперовские 
пары, т.е. обычные (непарамагнитные) примеси приво-
дят к разрушению электрон-дырочной сверхпроводи-
мости. Физическая причина влияния примесей на спа-
ривание электронов и дырок состоит в следующем. 
Если в системе присутствуют примеси, то в качестве 
состояний, между которыми происходит спаривание, 
следует брать не блоховские функции, а волновые 
функции носителей в поле примесей. В обычных сверх-
проводниках в случае немагнитных примесей волновые 
функции спаривающихся электронов одинаковы. В ре-
зультате эти функции выпадают из уравнения для пара-
метра порядка (теорема Андерсона [46]). В системах со 
спариванием электронов и дырок из-за различия потен-
циала, создаваемого примесями в электронном и ды-
рочном слоях, волновые функции спаривающихся час-
тиц будут разными. Это приводит к изменению 
уравнения для параметра порядка и уменьшению кри-
тической температуры. Только в специальном случае, 
когда примеси одинаковым образом рассеивают элек-
троны и дырки (симметричное рассеяние) и эффектив-
ные массы электрона и дырки одинаковы, примеси не 
меняют температуру перехода в сверхпроводящее со-
стояние. 
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В [44] для изучения влияния примесей на электрон-
дырочное спаривание использовался аппарат темпера-
турных функций Грина. Нормальная G  и аномальная F  
функции Грина определены стандартными уравнениями  

 ( ) ( ), ( ),( , ) = ( ) ( ) ,e h e h e hG T c c+τ′ ′τ − τ −〈 τ τ 〉k kk  (2.18) 

 , ,( , ) = ( ) ( ) ,e hF T c cτ −′ ′τ − τ −〈 τ τ 〉k kk  (2.19) 

где Tτ  — оператор упорядочения по мнимому времени, 
зависимость операторов от мнимого времени τ имеет 

вид ( ), ( ),( ) = e eH H
e h e hc cτ − ττk k , и угловые скобки озна-

чают усреднение по положениям примесей и темпера-
турное усреднение. Параметр порядка связан с ано-
мальной функцией Грина соотношением  

 
,

= ( ) ( , ),sqr
neh

n

T V F i
S ω

∆ − ω∑
q

q k q  (2.20) 

где = (2 1)n n Tω + π  — мацубаровские частоты. 
Уравнения для функции Грина удобно представить 

в форме диаграмм. В случае рассеяния на коротко-
действующих примесях они имеют вид, приведенный 
на рис. 1. 

Уравнения, представленные на рис. 1, отличаются 
от аналогичных уравнений для сверхпроводника с 
немагнитными примесями [47] отсутствием диаграм-
мы, в которой пунктирная линия взаимодействия с 
примесью охватывает аномальные функции. Это свя-
зано с тем, что в случае электрон-дырочных систем 
после усреднения по положению примесей выпадают 
члены, содержащие множитель ( ) ( )e n h nU U ′− −r r r r , где 

( ) ( )e h nU −r r  — потенциал поля n-й примеси в электрон-
ном (дырочном) слое. С формальной точки зрения имен-
но это обстоятельство приводит к подавлению электрон-
дырочной сверхпроводимости немагнитными примесями 
в системах с электрон-дырочным спариванием. 

Решение системы уравнений рис. 1 имеет вид  
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 (2.21) 

где  

 ( ),imp
, ( ) 2=

2
e h

n e h n
n

i iω ω − ×
π

   

 2
( ) ( )| ( ) | ( , ),e h e h nd U G i′ ′× − ω∫ k k k k  (2.22) 

( ) ( )e hU k  — фурье-компонента потенциала рассеяния 

на примеси и imp
( )e hn  — концентрация примесей в элек-

тронном (дырочном) слое. 
Подстановка найденной аномальной функции Грина 

F  в (2.20) приводит к уравнению самосогласования 
для параметра порядка  

 
0

2 2
, , , ,0

11 = ,
( )n e n h n h n en

T d
i

ε

ω −ε

λ ξ
∆ +ω ω + ξ + ξ ω −ω

∑ ∫
   

  

  (2.23) 

где 0ε  — энергия обрезания и λ — безразмерная кон-
станта слабой связи, определенные выше. Для упро-
щения предполагается, что = = 2e hm m m . 

Из уравнения (2.23) находится критическая темпе-
ратура cT . В отсутствие примесей  

 0 0
2= = exp ( 1/ ),c cT T γ

ε − λ
π

 (2.24) 

что с учетом условия =e hm m  и уравнения (2.11) сов-
падает с (2.13). При наличии примесей уравнение 
(2.23) приводит к уравнению для критической темпе-
ратуры такого же вида, как и в теории сверхпроводя-
щих сплавов с парамагнитными примесями [43]:  

 0 1 1ln = ,
2 2 2

c

c c

T
T T

   ψ + −ψ   πτ   



 (2.25) 

где ( ) = ( )/ ( )z z z′ψ Γ Γ , ( )zΓ  — гамма-функция, 
= 4 /( )e hτ Γ + Γ  и  

 
2

( )imp 2
( ) ( )( ) 2

0

= | ( ) | .e h
e h e he h

m
n U d

π

Γ θ θ
π ∫


 (2.26) 

В (2.26) потенциал ( ) ( )e h F FU ′−k k  берется при Fk  и 
F′k , лежащих на поверхности Ферми, и θ — угол меж-

ду этими векторами. При imp
( ) 0e hn →  время релаксации τ 

стремится к бесконечности, правая часть уравнения 
(2.25) стремится к нулю, и критическая температура cT  
стремится к 0cT . С ростом imp

( )e hn  критическая темпера-
тура уменьшается. При достижении критической кон-
центрации примесей температура cT  обращается в 
нуль. Соответствующее такой концентрации обратное 
времени релаксации определяется выражением  

 1 0= .
2

c
c

T− π
τ

γ 

 (2.27) 

Для потенциала примеси ( ) 0( ) = ( )i
e h iU U± δ −r r r  крити-

ческая концентрация примесей равна  

Рис. 1. Графическое представление уравнений для нормаль-
ных и аномальных функций Грина с учетом рассеяния на 
примесях. Тонкими и толстыми стрелками обозначены за-
травочная и полная функции Грина, соответственно. 
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Электрон-дырочная сверхпроводимость 

 
2

impimp
, 0, 2

0

2= .c e cc hn n T
MU

π
+

γ
  (2.28) 

Согласно (2.28), критическая концентрация примесей 
тем меньше, чем ниже критическая температура в чис-
той системе. 

Примеси приводят не только к уменьшению крити-
ческой температуры, но и к уменьшению сверхтекучей 
плотности. Для нахождения зависимости sn  от концен-
трации примесей вычислялся линейный отклик систе-
мы на векторный потенциал в присутствии примесей 
[44]. При = 0T  диамагнитные токи в слоях равны  

 
2

tr

=0

3
= = 1 ( ),

32
s

e h e h
T

g ne
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 πΓ
− − − − ∆ 

j j A A  (2.29) 

где ( )e hA  — параллельный плоскости слоев векторный 
потенциал в электронном (дырочном) слое, n — плот-
ность носителей заряда в одном слое в пересчете на 
одну спиновую компоненту, и  

 
2

imp 2
tr 2
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= 2 | ( ) | (1 cos )mn d U
π

Γ θ θ − θ
π ∫


 (2.30) 

— величина, обратная транспортному времени релак-
сации. В (2.30) предполагается, что концентрации 
примесей и модули амплитуд взаимодействия с приме-
сями одинаковы для электронного и дырочного слоев и 
равны impn  и | ( ) |U θ  соответственно. Выражение в 
круглых скобках в (2.29), умноженное на n, есть пере-
нормированная за счет влияния примесей сверхтекучая 
плотность sn  при = 0T . 

В случае симметричного рассеяния можно было бы 
ожидать, что теорема Андерсона применима, и примеси 
не подавляют электрон-дырочную сверхпроводимость. 
Оказывается, что это так лишь при равных эффектив-
ных массах электронов и дырок. При неравных эффек-
тивных массах волновые функции электрона и дырки не 
совпадают, что делает рассеяние несимметричным. Учет 
различия эффективных масс приводит к уравнению для 
критической температуры, совпадающему по форме с 
(2.25), но с параметром *1/ = 1/τ τ , пропорциональным 
квадрату разницы эффективных масс,  

 
2

*
( )

= .
2( )

e h
e h

e h e h

m m
m m m m

−
Γ Γ

+τ

  (2.31) 

Критическая концентрация примесей, при которой 
происходит полное подавление электрон-дырочной 
сверхпроводимости, будет того же порядка, что и в 
случае истинно несимметричного рассеяния. 

В заключение раздела отметим, что рассмотренное 
приближение (предел БКШ) справедливо, когда сред-
нее расстояние между носителями значительно меньше 
размера электрон-дырочной пары, чему соответствует 
условие 0 1Fk a  . 

3. Сверхпроводимость разреженного газа электрон-
дырочных пар 

Из предыдущего раздела понятно, что в пределе 
слабой связи (высокой плотности носителей) условия 
для электрон-дырочной сверхпроводимости трудновы-
полнимы. При уменьшении плотности носителей спа-
ривание происходит по одночастичной схеме — вме-
сто перекрывающихся куперовских пар образуются 
локальные пары, размер которых существенно меньше 
среднего расстояния между ними. В этом случае ани-
зотропия закона дисперсии электронов и дырок уже не 
накладывает ограничения на возможность образования 
связанного состояния, эффекты экранирования также 
становятся менее существенными, и, наконец, влияние 
примесей на электрон-дырочную сверхпроводимость 
не носит порогового характера. 

Задача о связанном состоянии электрона и дырки, 
совершающих двумерное движение в расположенных 
параллельно друг другу плоскостях, была рассмотрена 
в [25] и более подробно в [48]. В системе центра масс 
уравнение Шредингера для пары записывается в виде  

 
2 2

2
2 2

( ) ( ) = ( ),
2

e E
m r d

− ∇ ϕ − ϕ ϕ
ε +

r r r  (3.1) 

где r — двумерный радиус-вектор. 
При 0d →  уравнение (3.1) по форме совпадает с 

уравнением для двумерного атома водорода. Энергия и 
волновая функция основного состояния такой системы 
равны *

0 = 4E Ry−  и  

 2 / 00
0

1 8( ) = e .r a

a
−ϕ

π
r  (3.2) 

В предельном случае 0d a  кулоновский потенциал 
можно разложить по малому параметру 0 /a d  и заменить 
его квадратичным потенциалом. Тогда решение (3.1) ап-
проксимируется собственными функциями гармониче-
ского осциллятора. Энергия и волновая функция основ-
ного состояния принимают вид 2

0 0= ( / )(1 / ),E e d a d− ε −  
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r

rr
r

−

ϕ
π

 (3.3) 

где 34
0 0=r a d  — размер пары. 

Если пара рассматривается как составная частица, то 
для описания сверхтекучего состояния газа пар следует 
использовать параметр порядка, зависящий от радиус-
векторов электрона и дырки, составляющих пару. Такое 
описание было предложено Келдышем [22] примени-
тельно к проблеме сверхтекучести трехмерного газа 
экситонов. Келдыш ввел волновую функцию обобщен-
ного когерентного состояния подобную волновой функ-
ции когерентного состояния бозе-конденсата. 
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Сверхтекучему состоянию системы точечных бозонов 
можно сопоставить комплексный параметр порядка, яв-
ляющийся средним значением оператора уничтожения  

 0 0
ˆ( ) = | ( ) | ,Ψ 〈Φ Ψ Φ 〉R R  (3.4) 

где 0|Φ 〉  — волновая функция основного состояния 
многочастичной системы и ˆ ( )Ψ R  — оператор уничто-
жения бозона в точке R . Сверхтекучая плотность сов-
падает с полной плотностью, если 0|Φ 〉  есть собствен-
ная функция оператора ˆ ( )Ψ R . При этом величина 

( )Ψ R  является собственным значением оператора 
уничтожения. Состояние, отвечающее собственной 
функции оператора уничтожения, называется коге-
рентным состоянием. Явный вид этой функции извес-
тен (см., например, [49])  

( )0
ˆ| = exp ( ) ( ) H.c. | 0 | 0 ,Bd D+Φ 〉 Ψ Ψ − 〉 ≡ 〉∫ R R R  (3.5) 

где | 0〉  — вакуумное состояние (частицы отсутствуют). 
Обобщением выражения (3.5) на случай газа элек-

трон-дырочных пар является предложенная Келдышем 
волновая функция  

 0| = | 0 ,FDΦ 〉 〉  (3.6) 

где 

=FD
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e hd d − µ + +σ
σ σ −σ

σ

 
Φ ψ ψ − 

  
∑∫ r r r r r r

  (3.7) 

( ) ( )e h
+

σψ r  — оператор рождения электрона (дырки) в 
соответствующем слое. Функцию 1 2( , )σΦ r r  в (3.7) 
следует интерпретировать как конденсатную волновую 
функцию пар, индекс σ  нумерует две сверхтекучие 
компоненты, σµ  — химический потенциал данной 
компоненты σ . 

Формализм когерентных состояний был использо-
ван в [50–52] для анализа поляризационных явлений в 
трехмерном сверхтекучем газе электрон-дырочных пар 
(без пространственного разделения электронов и ды-
рок) и в [53] для описания сверхтекучего состояния 
трехмерного разреженного газа, образованного атома-
ми щелочного металла. Теория разреженного газа 
электрон-дырочных пар в двухслойной системе, осно-
ванная на формализме когерентных состояний, была 
развита в работе [54], которой мы следуем ниже. 

Функции σΦ  определяются из условия минимума 
функционала  

 = ,F E Nσ σ
σ

− µ∑  (3.8) 

где E  и Nσ — энергия системы и число пар компонен-
ты σ  в состоянии (3.6) соответственно. По определе-
нию, = 0 | | 0F FE D HD+〈 〉 и ˆ= 0 | | 0F FN D N D+

σ σ〈 〉 , где 

H  и N̂σ — гамильтониан и оператор числа пар,  

 
2

2

= , , = ,
= ( ) ( )

2e h
H d

m
+
ασ ασ

αα σ ↑ ↓
− ψ ∇ ψ +∑ ∫ rr r r   

 
, = , , , = ,

1 ( ) ( )
2 e h

d d + +
′ασ βσ

′α β σ σ ↑ ↓

′ ′+ ψ ψ ×∑ ∫ r r r r   

 (| |) ( ) ( ),V ′αβ βσ ασ′ ′× − ψ ψr r r r  (3.9) 

2( ) = ( ) = /ee hhV r V r e rε , 2 2 2( ) = /ehV r e r d− ε +  — куло-
новский потенциал взаимодействия между носителями 
заряда внутри одного слоя и в разных слоях соответ-
ственно и  

( )1ˆ = ( ) ( ) ( ) ( ) .
2 e e h hN d + +

σ σ σ −σ −σψ ψ +ψ ψ∫ r r r r r  (3.10) 

После несложных преобразований функционал (3.8) 
записывается в виде бесконечного ряда, содержащего 
свертки от ( , )σ ′Φ r r  четных порядков. В пределе низ-
кой плотности можно ограничиться членами до чет-
вертого порядка включительно. 

При учете только членов второго порядка условие 
равенства нулю вариации функционала F  дает уравне-
ние Шредингера для изолированной электрон-дырочной 
пары. Решение этого уравнения ищется в виде 

1 2( , ) = ( ) ( )σ σΦ Ψ ϕr r R r , где R  — координата центра 
масс, r — относительная координата, ( )σΨ R  — волно-
вая функция пары, движущейся как целое, и ( )ϕ r  — 
функция, описывающая связанное состояние электрона 
и дырки. В качестве последней берется собственная 
функция основного состояния уравнения (3.1). В квад-
ратичном по ( , )σ ′Φ r r  приближении химические по-
тенциалы ↑µ  и ↓µ  совпадают и равны энергии основ-
ного состояния пары 0E . 

Учет в (3.8) членов четвертого порядка приводит к 
следующему функционалу:  

____________________________________________________ 

 ( )
2

* 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 12 34

,

1= ( ) ( ) , , , | ( ) | | ( ) |
2 2

F d d d d d A
M ′σ σ σ σ σ

′σ σ σ

 
Ψ − ∇ −µ Ψ + Ψ Ψ + 

  
∑ ∑∫ ∫RR R R r r r r r r r r R R

   

 ( ) * *
1 2 3 4 1 2 3 4 12 32 34 14

1 , , , ( ) ( ) ( ) ( ),
2

d d d d B σ σ σ σ
σ

+ Ψ Ψ Ψ Ψ∑∫ r r r r r r r r R R R R  (3.11) 
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где = ( ) /ik i i k km m M+R r r  — координата центра масс 
электрона и дырки (индексы , = 1, 3i k  относятся к 
электронам, индексы , = 2,4i k  — к дыркам). Функции 

[ ]iA r  и [ ]iB r  выражаются через потенциал кулоновско-
го взаимодействия и функцию 0 ( )ϕ r :  

13 24 14 23
2 2

0 12 0 34

13 24

12 34 14 23

* *0 12 0 32 0 34 0 14

[ ] = [ ( ) ( ) ( ) ( )]

| ( ) | | ( ) | ,
[ ] = [ ( ) ( )
1 [( ( ) ( ) ( ) ( )]]
2

( ) ( ) ( ) ( ),

i ee hh eh eh

i ee hh

eh eh eh eh

A V r V r V r V r

B V r V r

V r V r V r V r

+ + + ×

× ϕ ϕ

− + +

+ + + + ×

× ϕ ϕ ϕ ϕ

r

r r
r

r r r r

 (3.12) 

где =ik i k−r r r . Величина 0= Eσ σµ µ −  есть сдвижка 
химического потенциала, обусловленная взаимодей-
ствием между парами. 

Условие экстремума функционала (3.11) приводит к 
уравнению  

 
2

2
12 1212

( ) = ( )
2Mσ σ σµ Ψ − ∇ Ψ +RR R

   

 2
12 3 4 12 34[ ] ( )( | ( ) | )id d d A ′σ σ

′σ


+ Ψ Ψ +


∑∫ r r r r R R   

 *
32 34 14[ ] ( ) ( ) ( ) .iB σ σ σ


+ Ψ Ψ Ψ 


r R R R  (3.13) 

Потенциалы σµ  находятся из условия нормировки 
2(1/ ) | ( ) | =S d nσ σΨ∫ R R , где nσ — плотность компо-

ненты σ . Решением уравнения (3.13), удовлетворяю-
щим условиям нормировки, является = nσ σΨ . Под-
становка этого решения и найденных из (3.13) σµ  в 
(3.11) дает свободную энергию системы  

 2 2
ex= ( )( ) 2 ,

2 d d
SF n n n n↑ ↓↑ ↓
 − γ + γ + + γ   (3.14) 

где  

 
24= ,d

e dπ
γ

ε
 (3.15) 

( )

2 2 2
2 2

ex 2 2

* *

4 1= | | [| |
(2 ) (2 )

e ],
2

pd

e d p d q
p +

−

+ +

π
γ − ϕ ϕ −

ε π π

− ϕ ϕ + ϕ ϕ

∫ q q p

q p q q q p

 (3.16) 

и 0= e ( )idϕ ϕ∫ qr
q r r  — фурье-компонента волновой 

функции основного состояния пары. Константы dγ  и 

exγ  отвечают вкладам прямого и обменного кулонов-
ского взаимодействия соответственно. 

Если ex > 0γ , минимуму функционала (3.14) (при 
заданной полной плотности =n n n↑ ↓+ ) отвечает од-
нородная смесь компонент = = /2n n n↑ ↓ . Если < 0exγ , 
минимум достигается при =n n↑ , = 0n↓  либо = 0n↑ , 

=n n↓ . Во втором случае газ пар будет спин-
поляризованным либо произойдет пространственное 
расслоение двухкомпонентного газа на однокомпо-
нентные домены. При больших d  межслойное обмен-
ное взаимодействие (которое определяет второе сла-
гаемое в интеграле в (3.16)) является малым и ex < 0γ . 
При = 0d , как строго показано в [51], ex > 0γ . Поэтому 
существует критическое 0d , при котором происходит 
переход от двухкомпонентного газа пар к однокомпо-
нентному (в целом либо в пределах каждого домена). 
Расчет дает 0 00,2d a≈ . 

Условием устойчивости состояния (3.6) является 
вещественность частот коллективных возбуждений 
при всех волновых векторах. Рассмотрим эти условия 
для однокомпонентного газа пар. Спектр возбуждений 
находится из уравнения, которое получается из (3.13) 
после замены в нем левой части на производную 

/i tσ∂Ψ ∂ . Это уравнение представляет собой аналог 
уравнения Гросса–Питаевского. Функция ( , )tΨ R , удов-
летворяющая такому уравнению, ищется в виде суммы 
однородного решения и малой поправки, представляю-
щей собой монохроматическую плоскую волну,  

( )( ) ( )*( , ) = e e e ,
i t

i t i tt n u
µ

− ⋅ −ω − ⋅ −ωΨ + +k R k R
k kR



 v  (3.17) 

где = ( )d ex nµ γ + γ . Дисперсионное уравнение находится 
из условия равенства нулю детерминанта системы урав-
нений для u  и v, записанной в линейном по этим коэффи-
циентам приближении. Решение дисперсионного уравне-
ния дает частоту коллективной моды 

____________________________________________________ 

 ( )( )(1) (2) (1) (2)
ex ex ex ex( ) = [ ( ) ( )] [2 ( ) ( ) ( )] ,k k dk k k n k k k nω ε + γ − γ ε + γ + γ + γ  (3.18) 

________________________________________________ 

где 2 2= /2k k Mε   — кинетическая энергия пары,  

 ( )34 1212 3 4( ) = [ ]e ,i
d ik d d d A ⋅ −γ ∫ k R Rr r r r  (3.19) 

 (1)
ex 12 3 4( ) = [ ]ik d d d Bγ ×∫ r r r r   

 ( )( ) ( )32 12 14 12e e 1 ,i i⋅ − ⋅ −× + −k R R k R R  (3.20) 
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и  

 ( )(2) 34 12ex 12 3 4 4( ) = [ ]e .i
ik d d d A B ⋅ −γ ∫ k R Rr r r r  (3.21) 

Спектр возбуждений является изотропным и пред-
ставляет собой модифицированный боголюбовский 
спектр. В пределе 0k →  функция (3.19) сводится к 
константе dγ , а функции (3.20) и (3.21) к константе ex .γ  
В этом пределе спектр (3.18) является акустическим: 

ex( ) = ( ) /dk k n Mω γ + γ . При 0k ≠  и достаточно боль-
ших d  спектр может существенно отклоняться от бо-
голюбовского, в том числе, демонстрировать особен-
ность типа ротонного минимума. 

Анализ дисперсионного соотношения (3.18) пока-
зывает, что энергия коллективной моды (3.18) стано-
вится мнимой при > cd d , где cd  — некоторое завися-
щее от n критическое межслоевое расстояние. Мнимая 
энергия возбуждений означает, что описываемое вол-
новой функцией (3.6) состояние является неустойчи-
вым относительно образования неоднородной фазы. 
Можно также определить критическую плотность cn  
при заданном d , превышение которой приводит к не-
устойчивости. Рассчитанная зависимость cn  от d  ап-
проксимируется степенной функцией  

 2
0 1

0

4 ,c
m dn a C

M a

α
 

≈  
 

 (3.22) 

где = 2,62α −  и 1 = 0,335C . 
Отметим, что возникновение неоднородных фаз в 

электрон-дырочной двухслойной системе предсказано 
также в работе [55]. В этой работе показано, что при 
плотностях, соответствующих 0 0= /2 = 5–20sr r a  ( 0r  — 
среднее расстояние между носителями в слое), возни-
кает волна зарядовой плотности, а при очень малой 
плотности носителей ( > 20sr ) — двухслойный вигне-
ровский кристалл. Предсказываемые неоднородные 
фазы должны возникать при 2< cd d . Полученное в 
[55] критическое расстояние удовлетворяет неравенст-
ву 2c cd d . Отсюда следует, что при cd  должен про-
исходить переход из сверхпроводящей фазы в фазу типа 
волны зарядовой плотности или вигнеровского кристал-
лах, а при значительно большем 2cd  — переход из не-
однородной фазы в однородную нормальную фазу. 

Cверхтекучая плотность ( )sn T  определяется выра-
жением  

 
2

2
2

1( ) = ( ( ))[1 ( ( ))],
2 (2 )

s B B
dn T n k N k N k

MT
− ω + ω

π∫
k

    

  (3.23) 

где ( )BN E  — бозевская функция распределения. В 
(3.23) пренебрегается вкладом в нормальную плот-
ность вихревых возбуждений. Это приближение оп-
равдано, так как, хотя вихревые возбуждения и приво-
дят к скачкообразному падению до нуля сверхтекучей 

плотности в точке перехода BKTT  [56], ниже точки пе-
рехода их вклад остается малым. 

Основной вклад в интеграл (3.23) дают длинновол-
новые акустические возбуждения. В этом случае при 
вычислении (3.23) можно не учитывать дисперсию kE , 
что позволяет привести уравнение (2.17) к кубическому  

 
3

0 0
0

= 1 ,BKT
BKT

TT T C
T

   −     
 (3.24) 

где 2
0 = /2T n Mπ  и 2 2 2

0 0= (3 (3)/16)( / )C Mπ ζ γ  
0 ex( = dγ γ + γ , ( )sζ  — дзета-функция). Для найденных 

выше dγ  и exγ  константа 0C  порядка либо меньше 10–2. 
При таких 0C  температура BKTT  практически совпада-
ет с 0T . Наличие минимума в спектре возбуждений 
(3.18) приводит к уменьшению критической темпера-
туры по сравнению со значением, которое дает урав-
нение (3.24). Это уменьшение тем заметнее, чем ближе 
кривая ( )kω  подходит к оси абсцисс. При = cd d  кри-
тическая температура обращается в нуль. 

Остановимся теперь на вопросе о влиянии примесей 
на сверхтекучесть локальных пар. Как и в случае сис-
тем со слабой связью, в системах с локальными парами 
наличие примесей приводит к уменьшению сверхтеку-
чей плотности и к понижению температуры перехода. 
Для количественной оценки этих эффектов в [54] ис-
пользовался подход работ [57,58], в которых вопрос о 
влиянии примесей на температуру перехода БКТ рас-
сматривался применительно к двумерному бозе-газу с 
точечным взаимодействием. 

При наличии примесей правая часть уравнения 
(3.13) содержит дополнительное слагаемое, имею-
щее вид imp 12 12( ) ( )U ΨR R , где потенциал imp ( ) =U R  
= ( ) ( )e hU U+R R  определяется суммой потенциалов 
взаимодействия компонентов пары с примесью. 

В случае, когда взаимодействие с примесями можно 
считать слабым, решение (3.13) с дополнительным чле-
ном ищется в виде 1( ) = ( )nΨ +ΨR R , где 1( )Ψ R  — 
малая поправка. Полученная фурье-компонента по-
правки имеет вид  

 ( )(1) (2)
1 imp ex ex2( ) = ( ) [ ( ) ( )] .

[ ( )]
q

n U q q n
S q

Ψ ε + γ − γ
ω

q q


  

  (3.25) 

Сверхтекучая плотность при = 0T  определяется со-
отношением [57,58]  

 
0

1= ,
2sn n n n

n −
≠

− 〈 〉∑ q q
q

 (3.26) 

где 2= (1/ ) e | ( ) |in S d − Ψ∫ qR
q R R  и угловые скобки обо-

значают усреднение по положению примесей. Выра-
жая nq через 1( )Ψ q , после усреднения по положению 
примесей получают 
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 imp (0) 2
2

0

= | | ,
2

s
q q

n nqn n dq U
n

∞

−
π  ε + γ 
∫ q  (3.27) 

где impn  — концентрация примесей, = ( )q d qγ γ +

(1) (2)
ex ex[ ( ) ( )]/2q q+ γ + γ , (0)Uq  — фурье-компонента по-

тенциала одной примеси. Относительное изменение 
критической температуры определяется соотношением 

/ = /c c sT T n n∆ −∆ , где =s sn n n∆ − . Для оценки sn∆  

можно заменить qγ  на 0γ  и принять (0)
0=U Uq . Тогда  

 
2
0

imp 2
0

= .
2

s
MU

n n∆
π γ

 (3.28) 

Характерную концентрацию ( )
imp
cn , при которой приме-

си приводят к существенному уменьшению сверхтеку-
чей плотности, можно оценить из соотношения sn n∆ ≈ . 
Подчеркнем, что поскольку используемый подход 
предполагает / 1sn n∆  , найденную таким способом 
концентрацию можно рассматривать лишь как оценку 
для критической концентрации. 

Для сравнения с выражением для критической кон-
центрации в пределе слабой связи (2.28) концентрацию 

( )
imp
cn  удобно записать в виде  

 
2

( ) 0 0
imp 2 2

0

4
= ,c T M

n
MU

γ



 (3.29) 

где 2
0 = /2 BKTT n M Tπ ≈  — температура перехода. 

Уравнение (3.29) отличается от (2.28) множителем 
2

0(2 / )( / )Mπ γ γ  . Для 2
0 0= 5 /εe aγ  (что соответствует 

0d a≈ ) и =e hm m  этот множитель примерно равен 20. 
Таким образом, при одинаковой температуре перехода 
концентрация примесей (3.29) на один–два порядка 
превышает критическую концентрацию в системах со 
слабой связью. Так как вследствие экранирования тем-
пература перехода в системе со слабой связью ниже, 
чем в системе с сильной связью, отношение критиче-
ских концентраций примесей будет еще больше. 

Обратимся к обсуждению случая малых d . Этот 
случай является более сложным не только из-за много-
компонентности (как уже отмечалось, при 0< 0,2d a  
теория предсказывает переход в фазу, представляю-
щую собой однородную смесь двух спиновых компо-
нент). Выше предполагалось, что пары не связываются 
в комплексы. Но хорошо известно, что два атома водо-
рода образуют молекулу водорода. Аналогичным об-
разом две электрон-дырочные пары, т.е. два экситона, 
могут образовывать биэкситон. Проблеме образования 
биэкситонов как в трехмерных, так и в двумерных сис-
темах без пространственного разделения носителей по-
священо большое число работ (см., например, [59–64]). 
В этом случае расчет показывает, что образование би-
экситонов почти всегда понижает энергию системы. 

При этом энергия связи существенно зависит от отно-
шения электронной и дырочной эффективных масс. В 
системах с пространственным разделением носителей 
появляется новый параметр — расстояние между 
слоями. В зависимости от этого параметра, а также 
отношения /e hm m  связывание двух экситонов в би-
экситон может оказаться энергетически невыгодным. 

В работе [65] задача двух экситонов в системе с 
пространственно разделенными электронами и дырка-
ми решалась вариационным методом. При выборе 
пробной функции авторы исходили из требования 
симметрии, согласно которому функция не должна 
меняться при перестановке двух электронных или двух 
дырочных координат: 

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1( , , , ) = ( , , , ) = ( , , , ).e e h h e e h h e e h hΨ Ψ Ψr r r r r r r r r r r r  

При равенстве эффективных масс электронов и дырок 
должна также соблюдаться симметрия 1 2 1 2( , , , ) =e e h hΨ r r r r

1 2 1 2= ( , , , )h h e eΨ r r r r . С учетом малости энергии связи би-
экситона по сравнению с энергией связи электрона и 
дырки в одном экситоне волновую функцию системы 
можно представить в виде симметризованного произве-
дения двух экситонных волновых функций, умноженного 
на волновую функцию Джастрова [66]. Последняя пред-
ставляет собой произведение сомножителей, зависящих 
только от электронных и дырочных координат. Таким 
образом, используется пробная функция  

 1 2 1 2( , , , ) =e e h hΨ r r r r   

 12 12 11 22 12 21= ( ) ( ) ( , , , ),ee hh eh eh eh eh
ee hh ehr r r r r rΨ Ψ Ψ  (3.30) 

где =| |ab a b
ik i kr −r r . Установлено, что энергия связи би-

экситонов при больших d  удовлетворительно описы-
вается простой экспоненциальной зависимостью  

 ( )*
0exp / ,bE Ry d a≈ α −β  (3.31) 

где 0,7α ≈  и 15β ≈  для e hm m≈ . Из (3.31) следует, что 
энергия связи остается отличной от нуля при сколь 
угодно больших d . 

Позднее [67–69] было показано, что существует 
критическое расстояние critd , при превышении которо-
го энергия связи обращается в нуль. В работе [67] при 
решении задачи о двух экситонах расстояние R  между 
дырками сначала считалось заданной величиной и ре-
шалась задача о двух электронах в поле дырок. Соот-
ветствующий гамильтониан имеет вид  

 1 2= ( ) ( ),ee hhi
i

H H V V+ − +∑ r r r R  (3.32) 

где ir  — координаты электронов,  

 
2

2= ( ) ( ).
2 i eh i eh ii e

H V V
m

− ∇ + + −r r r R  (3.33) 
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Найденная энергия основного состояния двухэлектрон-
ной задачи (являющаяся функцией R ) рассматривалась 
в качестве потенциала взаимодействия двух экситонов 
между собой и решалась двухчастичная квантово-ме-
ханическая задача. Установлено, что энергия связи 
двух экситонов обращается в нуль при crit>d d , при-
чем critd  зависит от отношения эффективных масс 

= /e hm mσ . В пределе 0σ→  критическое расстояние 
максимально: crit 00,9d a≈ . При увеличении σ  критиче-
ское расстояние падает до crit 00,3d a≈  при = 1σ . В 
работе [68] использовался стохастический вариацион-
ный метод расчета. Величина critd  находилась из асим-
птотики энергии связи экситонов как функции рас-
стояния между слоями. Полученное таким способом 
критическое расстояние несколько выше, чем в [67] 

crit 0( 0, 4d a≈  при = 1σ ). В работе [68] существование 
критического расстояния доказано также аналитиче-
ски. В работе [69] использовался квантовый метод 
Монте-Карло. Полученное этим методом critd  в облас-
ти параметров 0,2 < 1σ  практически совпадает с по-
лученным в [68]. 

Таким образом, при достаточно больших d  биэкси-
тоны не образуются, а в области малых d  газ электрон-
дырочых пар будет неустойчивым относительно обра-
зования биэкситонов. Газ биэкситонов, в свою очередь, 
может также переходить в сверхтекучее состояние, 
однако температура такого перехода будет ниже тем-
пературы сверхтекучего перехода газа экситонов. 

В работах [70,71] рассмотрен еще один канал неус-
тойчивости экситонного газа: неустойчивость относи-
тельно образования экситонных капель. Неустойчи-
вость такого типа может реализоваться, если энергия 
как функция плотности имеет минимум при некоторой 
конечной плотности 0n . При средней плотности мень-
шей, чем 0n , образование капель будет энергетически 
выгодно. В результате будет возникать пространствен-
но неоднородное состояние. В работе [71] найдена 
энергия экситонного газа как функция плотности с 
учетом вклада диполь-дипольного и обменного взаи-
модействий. Вклад диполь-дипольного взаимодей-
ствия рассчитывался в лестничном приближении. Ана-
логично известному результату Шика для двумерного 
газа частиц с непроницаемой сердцевиной [72] в [71] 
найден вклад этого взаимодействия в перенормировку 
химического потенциала  

 
22
0

dir 20 0
4

2
.

ln
32

nae
a a

nd

π
µ ≈

 
  π 

 (3.34) 

Вклад обменного взаимодействия рассчитывался в 
приближении Хартри–Фока. Установлено, что при 

0< 0,95d a  на зависимости энергии экситонного газа от 
плотности появляется локальный минимум. При 

0< 0,55d a  этот минимум становится глобальным. От-

вечающее минимуму значение плотности равно 
2

0 00,2n a−≈ . Вывод [71] об образовании капель корре-
лирует с результатами работ [67–69], согласно кото-
рым образование биэкситонов становится энергетиче-
ским выгодным при 0/ 0,5d a  . 

Изложенные в этом разделе результаты показыва-
ют, что системы с сильной связью (размер пар много 
меньше среднего расстояния между парами) являются 
более перспективными с точки зрения достижения от-
носительно высокой критической температуры. В ге-
тероструктурах на основе GaAs при типичных значе-
ниях плотности носителей 11= 10n  см–2 реализуется 
именно предел сильной связи ( 2

0 0,1na  ). Оценка дает 
критическую температуру = 2BKTT  К. При этом влия-
ние примесей на критическую температуру будет зна-
чительно слабее, чем в системах со слабой связью. 

В заключение отметим, что в работах [73,74] в двух-
слойной электрон-дырочной системе в гетероструктуре 
GaAs–AlGaAs при понижении температуры ниже 1 К 
наблюдалось аномальное возрастание межслоевого ув-
лечения (возникновение разности потенциалов в одном 
слое при пропускании электрического тока во втором 
слое). Эффект рассматривался как экспериментальное 
доказательство электрон-дырочного спаривания. Плот-
ности электронов и дырок в изучаемых структурах ме-
нялись в диапазоне 11= 0,5–1 10e hn n ≈ ⋅  см–2, что соот-
ветствует пределу низкой плотности. Температура, при 
которой наблюдалась транспортная аномалия ( 1T ≈  К), 
согласуется с приведенной выше оценкой для критиче-
ской температуры. 

4. Аномальный диамагнетизм и индуцирование 
вихрей скрещенными электрическим и магнитным 

полями 

Принято считать, что более фундаментальным свой-
ством сверхпроводников является аномальный отклик 
на магнитное поле, а не отсутствие электрического со-
противления. Макроскопическим проявлением ано-
мального отклика является эффект Мейсснера — вытал-
кивание магнитного поля из сверхпроводника. Это 
позволяет говорить о сверхпроводнике как об идеаль-
ном диамагнетике. 

Системы со спариванием пространственно разде-
ленных электронов и дырок в сверхтекучем состоя-
нии также характеризуются аномальным диамагнит-
ным откликом на параллельное слоям магнитное 
поле. Линейный отклик системы на векторный по-
тенциал можно получить с использованием форма-
лизма функций Грина (см. разд. 2). Здесь мы остано-
вимся на более простом и наглядном описании 
диамагнитных свойств двухслойной системы. Следуя 
[75], рассмотрим изменение сверхтекучей скорости 
пар sv  в процессе включения магнитного поля B , на-
правленного параллельно слоям. Изменение сверх-
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текучей скорости происходит за счет появления 
электрического поля в момент включения магнитного 
поля. Уравнение движение центра масс пары имеет вид  

 1 2= ( ),sd
M e

dt
−

v
E E  (4.1) 

где M  — масса пары, iE  — электрическое поле в слое. 
Для определенности, считаем слой 1 дырочным, а 
слой 2 — электронным. Выражая электрическое поле 
через векторный потенциал = (1/ )( / )c t− ∂ ∂E A  и учиты-
вая, что электрические токи в слоях 1 и 2 связаны со 
сверхтекучей скоростью соотношением  

 1 2= = s sen−j j v  (4.2) 

( sn  — сверхтекучая плотность пар), получаем из (4.1)  

 ( )
2

1 2
1 2= = .sn ed d

dt dt Mc t
∂

− − −
∂

j j A A  (4.3) 

В рассматриваемом случае не зависящих от координат 
токов частная и полная производные по времени сов-
падают ( / = / ( ) = /d dt t t∂ ∂ + ⋅∇ ∂ ∂j j v j j ). Поэтому  

 ( )
2

1 1 2 = 0.sn e
t Mc

 ∂
+ −  ∂  

j A A  (4.4) 

Отсюда следует, что величина в круглых скобках в 
(4.4) не зависит от времени. 
Если в отсутствие поля ( 1 2= = 0A A ) токи ij  равны 
нулю, то выражение в круглых скобках в (4.4) будет 
равно нулю при любых t . Включение поля приводит к 
появлению токов  

 ( )
2

1 2 1 2= = .sn e
Mc

− − −j j A A  (4.5) 

Интересно сравнить (4.5) с выражением для мейссне-
ровского тока в обычном сверхпроводнике  

 
2

= .s

e

n e
m c

−j A  (4.6) 

Если учесть, что в обычных сверхпроводниках масса 
куперовской пары равна 2 em , то выражение (4.5) есте-
ственным образом переходит в выражение (4.6) после 
замены заряда дырки e+  на заряд электрона e− . 

Выражение для токов (4.5) можно также получить из 
соображений калибровочной инвариантности [76]. При 

калибровочном преобразовании /e ie cii ic c − ϕ→   ( ic  — 
оператор уничтожения электрона) фаза параметра поряд-
ка 1 2c c+∆ ∝ 〈 〉 преобразуется как 1 2( )/e cϕ→ ϕ+ ϕ −ϕ  , а 
векторный потенциал — как i i i→ +∇ϕA A . Комбинация 

1 2( / )( )e c∇ϕ− −A A  является калибровочно инвари-
антной, и зависящая от градиента фазы часть свободной 
энергии записывается в виде  

 ( )
22

1 2
1= .
2

sn eF d
M c

 ∇ϕ− −  ∫ r A A




 (4.7) 

Электрический ток в слое i  можно найти с помощью 
функциональной производной:  

 = ,i
i

Fc δ
−

δ
j

A
 (4.8) 

что дает  

 ( )1 2 1 2= = .se n e
M c

 − ∇ϕ− −  
j j A A





 (4.9) 

В случае = 0∇ϕ  выражение (4.9) совпадает c (4.5). 
В (4.6) предполагается калибровка = 0∇A  (что сле-

дует из = 0∇j ) и = 0nA , где n — нормаль к поверхно-
сти сверхпроводника. В соотношении (4.5) подразуме-
вается аналогичная калибровка, причем вектор n 
понимается как нормаль к плоскости слоев. Результат 
(4.5) можно записать через магнитное поле. Для пло-
ской системы n d  и = 0nA  (где d — плечо диполя, 
образованного электрон-дырочной парой) разность 
векторных потенциалов представима в виде  

 1 2 = ( ) ( ) = ( ) =− + − ⋅∇A A A r d A r d A   

 = ( ) ( ) =∇ ⋅ − × ∇× ×d A d A B d  (4.10) 

(r — двумерный радиус-вектор в плоскости слоев), и 
выражение (4.5) принимает вид  

 
2

1 2= = .sn e
Mc

− − ×j j B d  (4.11) 

Выражение (4.11) не зависит от калибровки вектор-
ного потенциала. Оно применимо и к системе с нену-
левой кривизной, например, когда двухслойная систе-
ма представляет собой два коаксиальных цилиндра. 

Еще одним каноническим свойством сверхпровод-
ников второго рода является появление в них кванто-
вых вихрей в случае, когда магнитное поле H  превы-
шает первое критическое поле 1cH . Оказывается, что в 
рассматриваемых системах магнитное поле также мо-
жет индуцировать квантовые вихри, если это поле имеет 
отличную от нуля двумерную дивергенцию [77–80]. 
Прежде чем сформулировать условия рождения вих-
рей таким магнитным полем, полезно рассмотреть 
свойства одного квантового вихря в электрон-
дырочной системе. 

Характер спадания сверхтекучей скорости кванто-
вого вихря с расстоянием и создаваемое им магнитное 
поле рассмотрены в [77]. Из уравнения Максвелла 
rot = 4 /cπB j , выражений для трехмерной плотности 
токов  

1 2= ( /2), = ( /2)s s s sen z d en z dδ + − δ −j v j v  (4.12) 

и связи сверхтекучей скорости с магнитным полем  

 ˆ=s
ed

M Mc
∇ϕ+ ×v z B

 (4.13) 

следует уравнение для векторного потенциала ( )A r :  
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[ ]( /2) ( /2) = 0,c z d z d
z ed

∂ ∇ϕ ∆ − γ − δ − − δ + ∂ 

AA 

 (4.14) 

где 2 2= 4 /sn e d Mcγ π . Введенный параметр очень мал 
4( 10 ).−γ   

Решение уравнения (4.14) находится методом, пред-
ложенным Пирлом [81] (см., также [41]) при решении 
задачи о структуре вихря в тонкой сверхпроводящей 
пластинке в магнитном поле, перпендикулярном ее 
плоскости. В цилиндрической системе координат от-
лична от нуля только азимутальная компонента вектор-
ного потенциала  

 
2

( ) = se n
A

Mcϕ
π

×r


  

2 2
2 2

2 2 2 2
,

d d d dz z z z   ρ + − − − − ρ + + + +   
   ×

ρ
 (4.15) 

где ρ — модуль параллельной слоям компоненты век-
тора r. Из (4.15) следует выражение для нормальной 
компоненты магнитного поля вихря в двухслойной 
системе  

 
1= =zB Aϕ
∂
ρ

ρ ∂ρ
  

2 2
2 2

2 1 1=

2 2

se n
Mc d dz z

 
 
 π

− 
    ρ + − ρ + +    

    



. (4.16) 

Магнитный поток, проходящий через слой с координа-
той = /2z d , равен  

 
2

0
4

= = = ,
2

s
z

e n d
B d d

Mc
π γ

Φ ρ ρ θ Φ∫


 (4.17) 

где 0 = /hc eΦ  — квант магнитного потока. Так как 
1γ , магнитный поток, связанный с вихрем, много 

меньше кванта потока. Магнитный поток через слой 
= /2z d−  отличается от (4.17) только знаком. При 

dρ  радиальное магнитное поле между проводящи-
ми слоями определяется выражением 0= /2B dρ −γΦ π ρ . 
Соответственно, поток магнитного поля через боковую 
поверхность равен 0=ssΦ −γΦ , что равняется сумме 
потоков через верхний и нижний проводящие слои, 
взятой с обратным знаком. 

Сверхтекучая скорость на расстоянии dρ  от цен-
тра вихря содержит множитель 1− γ :  

 = (1 ).s Mθ − γ
ρ
v  (4.18) 

Поскольку 1γ , собственное поле вихря в электрон-
дырочной системе практически не влияет на его кине-
тическую энергию. Из (4.18) следует, что в рассматри-

ваемых системах взаимодействие между вихрями являет-
ся логарифмическим на любых расстояниях. Это отлича-
ет такие вихри от вихрей Абрикосова, взаимодействие 
между которыми экспоненциально спадает на расстояни-
ях, существенно превышающих лондоновскую длину. 

В пренебрежении собственным магнитным полем 
вихря (которое, как показано, является малым) энергия 
системы во внешнем поле H  определяется выражени-
ем [77,79]  
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2 2ˆ= ( ) ( ) .
2

s sn n ed
E d r

M Mc

 
∇ϕ + ∇ϕ⋅ × 

  
∫ z H
 

 (4.19) 

Если магнитное поле однородно, то интеграл от 
второго слагаемого в (4.19) обращается в нуль. Маг-
нитное поле с отличной от нуля двумерной диверген-
цией может компенсировать проигрыш в кинетической 
энергии, связанный с вихрем, и появление вихрей ста-
нет энергетически выгодным. 

В работе [77] рассмотрен случай, когда магнитное 
поле создается двумерным азимутальным током с плот-
ностью I , протекающем по плоской катушке, центр ко-
торой совпадает с центром электрон-дырочной системы 
в виде диска радиусом R. Радиальная компонента маг-
нитного поля такого тока равна  

 
2

0 2= 1 ,a aH Hρ

 
 + −

ρ ρ 
 (4.20) 

где 0 = 2 /H I cπ  — величина радиального магнитного 
поля при aρ , и a — расстояние от катушки до 
двухслойной системы (предполагается, что ρ много 
меньше радиуса катушки). Критическое магнитное 
поле 1cH  можно найти, считая, что вихрь появился в 
центре диска. Приравнивая его кинетическую энергию 
(первое слагаемое в (4.19)) энергии взаимодействия с 
магнитным полем (второе слагаемое), находим крити-
ческое поле  

 0
0 1( ) = ln .

4c
RH

Rd
Φ
π ξ

 (4.21) 

Для 1= 10R −  см и 610d −≈ ξ ≈  см получаем оценку 
0 1( ) 4cH ≈  Гс. 
Если магнитное поле превышает 0 1( )cH , то в систе-

ме возникает вихревая структура. В непрерывном пре-
деле можно ввести понятие о двумерной плотности 
вихрей ( )n ρv . Энергия системы вихрей равна  

 2= ( ) ( )E E n d ρ+∫ v vρ ρ   

 2 2
1 1 2 2 1 2

1 ( ) ( , ) ( ) ,
2

n U n d d+ ρ ρ∫ v vρ ρ ρ ρ  (4.22) 

где ( )Ev ρ  — энергия одного вихря, 1 2( , )U ρ ρ  — энер-
гия взаимодействия между вихрями. Явный вид этих 
функций следующий  
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2 2 2

( ) = ln ,sn R RE
M R

 π −ρ −ρ
−  ξ λ 



v ρ  (4.23) 

 1 2( , ) =U ρ ρ   

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 2 1 2 2

2 cos( ) /
= ln ,

2 cos( )
sn R R

M
π − ρ ρ ϕ −ϕ +ρ ρ

ρ − ρ ρ ϕ −ϕ +ρ

  (4.24) 

где iϕ  — угловая координата i -го вихря, 2= /2H dλ λ  и 

0= /H c eHλ   — магнитная длина. При 0 0 1( )cH H  
выполняется неравенство Rλ . Плотность вихрей, 
которая находится из условия минимума энергии сис-
темы вихрей, равна  

 
1( ) =

4
n ρ

πλρv  (4.25) 

(при R R−ρ λ ). 
Из соображений симметрии следует, что вихри бу-

дут лежать на окружностях, центры которых совпада-
ют с центром диска. По известной плотности вихрей 
(4.25) легко найти число вихрей на i -й окружности  

 
21

1

0

= ( ) = ,
2

i
i i

i

i

N d d n
ρ π+

+

ρ

ρ −ρ
ρ ρ ϕ ρ

λ∫ ∫ v  (4.26) 

где iρ  — радиус i -й окружности. 
Анализ, который мы здесь опускаем, показывает, 

что разница радиусов соседних окружностей, на кото-
рых лежат центры вихрей, подчиняются соотношению  

 2
1( ) = 4 ,i i ig+ρ −ρ λρ  (4.27) 

где 1,4g ≈  [80]. Качественно подобные результаты 
можно получить из континуального приближения, счи-
тая распределение вихрей локально изотропным. Тогда 
расстояние между вихрями на данной окружности 
должно быть примерно таким же, как расстояние между 
соседними окружностями, т.е. 12 / =i i i iN +πρ ρ −ρ . Это 
дает (4.27) c =g π. 

Плотность вихрей можно также найти другим спосо-
бом, определив эффективный векторный потенциал и 
эффективное магнитное поле. Каждый вихрь несет на 
себе квант эффективного поля. В непрерывном пределе 
искомая плотность вихрей есть отношение z -компоненты 
эффективного магнитного поля к кванту потока /hc e . 

Согласно (4.13), ток пар в неоднородном магнитном 
поле можно задать с помощью уравнения Лондонов, 
введя эффективный векторный потенциал  

 eff = .d×A H z  (4.28) 

Этому потенциалу соответствует z -компонента эффек-
тивного магнитного поля  

,eff eff= ( ) = = .yx z
z z

HH HB d d
x y z

∂ ∂ ∂
∇× − +  ∂ ∂ ∂ 

A  (4.29) 

Из (4.29) находится плотность вихрей  

 = .zHedn
hc z

∂
∂v  (4.30) 

Если азимутальная компонента истинного магнит-
ного поля равна нулю, то из div = 0H  и (4.29) следует  

 ,eff = ( ).z
dB Hρ

∂
− ρ
ρ ∂ρ

 (4.31) 

В рассмотренном выше магнитном поле (4.20) эффек-
тивное поле зависит от ρ,  

 0
,eff 2 2

| |= ,z
dH

B
aρ +

 (4.32) 

и поэтому плотность вихрей будет неоднородной. При 
aρ  эта плотность равна ( ) = 1/ 4vn ρ πρλ , что совпа-

дает с (4.25). 
В работе [79] рассмотрен другой способ создания 

неоднородного магнитного поля. Предлагалось ис-
пользовать в качестве источника неоднородного поля 
длинный соленоид. На торце такого соленоида ради-
альная компонента поля при sRρ  ( sR  — радиус со-
леноида) равна  

 = ,
4s

s
H H

Rρ
ρ  (4.33) 

где sH  — магнитное поле внутри соленоида. Азиму-
тальная компонента поля равна нулю. Если на торец 
соленоида поместить двухслойную систему, то поле 
соленоида будет индуцировать в этой системе вихри. 
Если центр двухслойной системы в форме диска ра-
диусом R  лежит на оси соленоида, то появление вихря 
становится энергетически выгодным, когда поле на 
краю диска достигает  

 0
edge, 1 = ln

2c
RH

dR
Φ
π ξ

 (4.34) 

(при sR R ). Это поле такого же порядка, что и кри-
тическое поле (4.21). Поле на краю диска (4.34) отве-
чает полю внутри соленоида  

 edge
4

= .s
s

R
H H

R
 (4.35) 

При = 1sR  см, 1= 10R −  см и 610d −≈ ξ ≈  см условие 
(4.34) выполняется для 300sH ≈  Гс. 

Магнитному полю (4.33) соответствует однородное 
эффективное поле  

 edge
z,eff

2
| |= .

dH
B

R
 (4.36) 

При edge edge, 1cH H  плотность вихрей, индуцирован-
ных таким полем, будет однородной и равной  
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 z,eff
2

0

| |
= = ,v

H

B dn
RΦ πλ

 (4.37) 

где edge= /H c eHλ  . 
Таким образом, хотя электрон-дырочные пары яв-

ляются нейтральными, в сверхтекучем газе таких пар 
можно возбуждать вихри с помощью неоднородного 
магнитного поля, если последнее обладает отличной от 
нуля двумерной дивергенцией в плоскости системы. 

Оказывается, что вихри в газе электрон-дырочных 
пар можно также возбуждать, помещая систему в од-
нородное магнитное и неоднородное электрическое 
поле [82,83]. Неоднородное электрическое поле возни-
кает, в частности, в экспериментах, в которых исследу-
ется бозе-эйнштейновская конденсация оптически воз-
буждаемых пространственно непрямых экситонов 
[84,85]. Пространственно непрямые экситоны имеют 
дипольный момент, ориентированный нормально к 
плоскости слоев, что приводит к отталкиванию между 
экситонами, и в случае оптического возбуждения та-
ких экситонов имеется проблема удержания их от раз-
лета в плоскости проводящих слоев. Эту проблему 
решают с помощью создания ловушки, захватывающей 
экситоны. В качестве такой ловушки используют за-
ряженный металлический диск, помещенный над двух-
слойной системой [86,87]. Плотность экситонов опре-
деляется из условия баланса энергии, обусловленной 
отталкиванием между экситонами, и энергии, проис-
ходящей от взаимодействия с электрическим полем. 

В [83] рассмотрена двухслойная электрон-дырочная 
структура в однородном нормальном к плоскости 
структуры магнитном поле B  и неоднородном элек-
трическом поле заряженного диска, расположенного 
параллельно плоскости структуры. В случае, когда 
расстояние между слоями превышает боровский ради-
ус электрон-дырочной пары, энергия отталкивания 
между компонентами пары (в пересчете на одну пару) 
равна 2

– ex= 4 /d dE de nπ ε , где exn  — плотность пар. 
Приравнивая эту энергию энергии взаимодействия эк-
ситонов с полем заряженного диска int /E ed z≈ ∂ϕ ∂  (ϕ — 
электростатический потенциал диска, ось z  направлена 
перпендикулярно проводящим слоям), можно найти 

ex ( )n r . Потенциал электрического поля, создаваемого в 
окружающем пространстве диском радиуса R  с заря-
дом Q , равен (см., например, [88])  

 ( , ) = arctgQr z
R

ϕ ×   

1/2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

( ) 4

R

r z R r z R z R

 
 ×
 + − + + − + 

, (4.38) 

где r — радиальная координата. В потенциале (4.38) рас-
пределение пар будет неоднородным. При R l d   и 

r l  и R r l−  , где l  — расстояние от диска до двух-
слойной системы,  

 ex 2 2
( ) = .

4
Qn r

e R R r

ε
π −

 (4.39) 

Параллельная слоям компонента электрического поля 
диска и нормальное к слоям магнитное поле B  приво-
дят к возникновению эффективного векторного потен-
циала eff = /eα ×A B E , где α — поляризуемость пары. 
Электрическое поле диска имеет радиальную компо-
ненту, равную  

 
2 2 3/2=

( )
r

l Q
RR r−

rE  (4.40) 

(для >R l r l−  ), что отвечает тангенциальной компо-
ненте эффективного векторного потенциала и нормаль-
ному к слоям эффективному магнитному полю. Условие 
возбуждения вихрей можно задать, определив критиче-
ский заряд диска cQ  и связанный с ним критический 
потенциал диска = /2c cQ Rϕ π , при превышении кото-
рых это условие выполняется. С учетом (4.39), (4.40)  

 
2= ln ,c

c R
B

π
ϕ

α ξ


 (4.41) 

где α — поляризуемость пары. Множитель 2 в аргу-
менте логарифма возник из-за неоднородной плотно-
сти экситонов. В двухслойной системе с 0>d a  поля-
ризуемость пар можно оценить как 3dα ≈ . Полагая 

5/ = 10R ξ , 6= 10d −  см и 3= 10B  Гс, из (4.41) получаем 
оценку для критического потенциала 210cϕ ≈  B. 

5. Двухслойные квантовые холловские системы 
с межслоевой спонтанной фазовой когерентностью 

Важная веха в исследовании проблемы сверхпрово-
димости электрон-дырочных пар связана с идеей ис-
пользовать сильное нормальное к слоям магнитное 
поле и реализовать спаривание носителей, принадле-
жащих нулевому уровню Ландау. Впервые этот вопрос 
рассматривался в работе [89] применительно к элек-
трон-дырочной системе. 

Стартовой точкой анализа [89] является гамильто-
ниан системы, записанный в приближении нулевого 
уровня Ландау. Условие применимости такого при-
ближения состоит в малости характерной энергии ку-
лоновского взаимодействия по сравнению энергетиче-
ской щелью между уровнями Ландау. Данное условие 
эквивалентно условию малости магнитной длины 

= /c eB   по сравнению c эффективным боровским 
радиусом 0a  (характерным размером пары в отсутст-
вие магнитного поля). 

Гамильтониан системы, записанный в приближении 
нулевого уровня Ландау, имеет вид  
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где ( )ijV q  — фурье-компонента кулоновского потен-
циала,  
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 (5.3) 

фурье-компоненты операторов электронной и дыроч-
ной плотности, Xc+  и Xh+  — операторы рождения элек-
трона и дырки на нулевом уровне Ландау, X  — коор-
дината центра орбиты электрона (дырки), ikδ  — 
символ Кронекера, и S  — площадь системы. 

Параметр порядка для системы с электрон-дыроч-
ным спариванием вводится аналогично параметру по-
рядка БКШ,  

 

2 2

21= ( )e = ,
q

eh X X X XV h c J h c
S

−
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q
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 (5.4) 

где 
2 2

21= | ( ) | e
q

ehJ V
S

−
∑
q

q


. 

Предполагается, что концентрации электронов и дырок 
одинаковы = =e hn n n и факторы заполнения нулевого 
уровня Ландау в электронном и дырочном слоях 

2= 2 nν π  меньше единицы. Гамильтониан системы, 
записанный в приближении среднего поля, имеет вид  

( ) ( )= H.c. ,MF X X X X X X
X

H c c h h c h+ + + + ξ + − ∆ +  ∑  (5.5) 

где = Iξ − ν −µ , µ — химический потенциал, и 

2 2

21= ( )e
q

eeI V
S

−
∑
q

q


. 

Параметр порядка и химический потенциал удовлетво-
ряют уравнениям самосогласования  

 = th ,
2 2

EJ
E T
∆

∆  (5.6) 

 
1= 1 th .
2 2

E
E T
ξ ν − 

 
 (5.7) 

Из уравнений (5.6) и (5.7) вытекает следующее выра-
жение для критической температуры  

 | 2 1 |= .
1 | 2 1|2 ln
1 | 2 1|

c
JT ν −

+ ν −
− ν −

 (5.8) 

Максимальная критическая температура достигается 
при факторе заполнения = 1/2ν . Эта температура равна  

 
2 2

,max 2
1= = exp erfc .

4 4 2 22
c

J e d dT
 π  
    ε   





 (5.9) 

Критическая температура уменьшается с ростом d . При 
/ = 1d   критическая температура 2

,max 0.16 /cT e≈ ε , 
что для магнитного поля = 2B  Тл и диэлектрической 
проницаемости = 12ε  составляет ,max 13cT ≈  К. При 

= 1/2ν  размер пары такого же порядка, что и расстояние 
между парами (порядка магнитной длины) и связь нельзя 
рассматривать как слабую. Температуру сверхпроводя-
щего перехода BKTT  нужно определять из уравнения 
Костерлица–Таулесса (2.17). Это уравнение дает темпе-
ратуру перехода существенно ниже (см. далее в этом 
разделе) критической температуры (5.9). Температуру 

cT  можно интерпретировать как температуру диссо-
циации электрон-дырочных пар. 

Неожиданный поворот в изучении сверхпроводимо-
сти в системах со спариванием пространственно разде-
ленных носителей произошел после осознания того 
факта, что спаривание возможно в двухслойных сис-
темах с одинаковым типом проводимости слоев. На 
эту возможность впервые обратили внимание авторы 
работ [90,91]. На первый взгляд кажется, что в двух-
слойной системе с одинаковым типом проводимости 
слоев невозможно получить спаривание носителей при 
учете только кулоновского отталкивания между ними. 
Однако если уровень Ландау заполнен частично и ра-
ботает приближение нулевого уровня Ландау, незаня-
тые состояния на нулевом уровне выступают в роли 
дырок. В приближении нулевого уровня Ландау суще-
ствует точное преобразование [92], переводящее элек-
трон-электронную систему с факторами заполнения 
уровней Ландау в слоях 1 и 2, равными 1ν  и 2ν , соот-
ветственно, в электрон-дырочную систему с фактора-
ми заполнения слоев 1=eν ν  и 2= 1hν − ν . Это означа-
ет, что при 1 2 = 1ν + ν  спаривание в двухслойных 
электронных системах будет таким же, как и в элек-
трон-дырочных. О спаривании в двухслойных систе-
мах с одинаковым типом проводимости часто говорят 
как о спонтанной межслоевой фазовой когерентности. 
Этот термин восходит к работе [93]. 

Развитие технологии получения гетероструктур с 
квантовыми ямами позволило открыть ряд фундамен-
тальных явлений, в частности дробный квантовый эф-
фект Холла. Эксперименты, в которых изучались транс-
портные свойства двухслойных квантовых холловских 
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систем, показали, что в них, действительно, имеет место 
когерентное движение носителей в соседних слоях. Это 
проявляется в занулении холловского напряжения и 
экспоненциальном возрастании продольной проводимо-
сти при пропускании через слои противоположно на-
правленных электрических токов [94–97], а также в 
полном межслоевом увлечении [98] (более подробно эти 
работы обсуждаются в разд. 6). 

Если в качестве вакуумного выбрать состояние с пол-
ностью заполненным нулевым уровнем Ландау в слое 1  

 1| = | 0 ,X
X

ac c+〉 〉∏v  (5.10) 

то вариационную волновую функцию двухслойной 
электронной системы в магнитном поле можно запи-
сать в стандартной БКШ форме  

 ( )2 1| = | .X X
X

u c h ac+ +Ψ〉 + 〉∏ v v  (5.11) 

Оператор рождения дырки совпадает с оператором 
уничтожения электрона 1 1=X Xh c+ . Подстановка (5.10) 
в (5.11) дает следующую эквивалентную форму записи 
этой волновой функции 

 ( )1 2| = | 0 .X X
X

uc c+ +Ψ〉 + 〉∏ v  (5.12) 

Такой подход к описанию систем со спариванием про-
странственно разделенных носителей при наличии силь-
ного магнитного поля идейно близок к подходу, исполь-
зуемому для систем без магнитного поля (разд. 2). 

Естественным также является использование под-
хода, применяемого в теории дробного квантового эф-
фекта Холла. Идея состоит в обобщении волновой 
функции, предложенной Лафлиным [99] для одно-
слойной системы, на двухслойный случай. Обобщение 
было сделано в работе Вена и Зи [100], которые пред-
ложили в качестве волновой функции двухслойной 
электронной системы выражение  

 
1 2

< <
= ( ) ( )

N N
l m

lmn i j i j
i j i j

z z w w′ ′
′ ′

Ψ − − ×∏ ∏   

1 2 1 2
2 2

=1 =1

1 1( ) exp | | | | ,
4 4

N N N N
n

i j i i
i ii j

z w z w′′ ′′
′′ ′′

 
 × − − −
  

∑ ∑∏∏  (5.13) 

где 1 1= ( )/i i iz x iy+ , 2 2= ( ) /i i iw x iy+   — комплексные 
координаты i -го электрона в слое 1 и 2, соответственно, 
и iN  — число электронов в слое i . Функция такого 
вида была ранее использована Гальпериным [101] для 
описания двухкомпонентной однослойной квантовой 
холловской системы (рассматривались две спиновые 
компоненты). Волновая функция (5.13) переходит в 
волновую функцию Лафлина, если оставить в ней со-
множители, зависящие только от координат iz . 

Функция (5.13) определяется набором натураль-
ных чисел ( , , )l m n , которые находятся из соображе-
ний [101], подобных соображениям Лафлина [99]. 
При движении электрона по замкнутому контуру, об-
ходящему другие электроны, фаза волновой функции 
должна меняться на величину 0= 2 /BS∆ϕ π Φ  (S  — 
площадь контура, и 0Φ  — квант магнитного потока). 
Если бы это свойство не выполнялось, скорость элек-
трона, которая определяется градиентно-инвариант-
ной комбинацией = ( / )/e c m∇ϕ−v A , получала бы 
постоянную добавку при движении по такому конту-
ру, и кинетическая энергия электрона 2 /2mv  стала бы 
аномально большой. Поэтому внутри контура волно-
вая функция должна содержать 0/BS Φ  вихрей, т.е. 
точек, в которых волновая функция обращается в 
нуль, а фаза при обходе вокруг таких точек меняется 
на 2π. Для соблюдения принципа Паули необходимо, 
чтобы в месте нахождения каждого электрона iz  
имелся по меньшей мере один вихрь. Волновая функ-
ция, предложенная Лафлиным, характеризуется той 
особенностью, что при каждом iz  существует в точ-
ности l  вихрей. В двухслойной системе требование 

0= 2 /BS∆ϕ π Φ  приводит к условию [100]  

 1 2 1 2( 1) = ( 1) = ,N l N n N n N m Nϕ− + + −  (5.14) 

где iN  — число электронов в слое i , и Nϕ — число 
квантов потока магнитного поля. Показатели l , m и n 
являются неотрицательными целыми числами, причем 
l  и m должны быть нечетными, чтобы волновая функ-
ция (5.13) удовлетворяла статистике Ферми. 

Если 1 2 = 1N N Nϕ+ + , то из (5.14) следует, что 
= = = 1l m n . С точностью до 1/Nϕ  это условие соот-

ветствует суммарному фактору заполнения слоев 
1 2 1 2= = ( )/ = 1T N N Nϕν ν + ν + . Выбор = = = 1l m n  

дает волновую функцию, получившую название 111Ψ . 
В отличие от общего случая, волновая функция 111Ψ  
отвечает состоянию, в котором зафиксирован лишь 
суммарный фактор заполнения, а не одновременно оба 
фактора 1ν  и 2ν . Вариация разбаланса 1 2ν − ν  не меня-
ет топологии волновой функции (числа вихрей, «при-
вязанных» к каждому электрону). Это означает суще-
ствование в системе звуковой моды. 

Два способа описания электрон-дырочной сверхпро-
водимости в двухслойных электронных системах в 
сильных магнитных полях (в терминах волновой функ-
ции БКШ и волновой функции 111Ψ ), на первый взгляд, 
весьма далеки друг от друга. На самом деле, они оказы-
ваются тождественными. Это утверждение есть следст-
вие несколько неожиданного факта, заключающегося в 
том, что волновая функция Гальперина при = = = 1l m n  
является в точности координатным представлением 
волновой функций БКШ (5.12) (см., например, [102]). 
Приведем доказательство этого утверждения. 
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Связь между многочастичной волновой функцией в 
представлении вторичного квантования и ее коорди-
натным представлением имеет вид [103]  

1 2 1 2( , , , ) = 0 | ( ) ( ) ( ) | ,n NΦ 〈 ψ ψ ψ Ψ〉r r r r r r   (5.15) 

где ( )ψ r  — одночастичный оператор уничтожения 
электрона. 

Функция (5.12) содержит произведение по всем 
квантовым состояниям на уровне Ландау, которые за-
даются координатой центра орбиты X . Эту же функ-
цию можно записать, перейдя к полному набору кван-
товых чисел m, отвечающих орбитальному моменту 
квантового состояния  

 ( )
1

1 2
=0

| = ( ) ( ) | 0 .
N

m
uc m c m

−
+ +Ψ〉 + 〉∏ v  (5.16) 

Оператор уничтожения электрона в i -м слое на ну-
левом уровне Ландау имеет вид  

 
1

=0
( ) = ( ) ( ),

M

i m i
m

z z c m
−

ψ Ψ∑  (5.17) 

где  

 
2| |( ) = exp

4
m

m m
zz C z

 
Ψ −  

 
 (5.18) 

есть одночастичная волновая функция с заданным ор-

битальным моментом, и 2= 1/ 2 2 !m
mC mπ  - нормиро-

вочный множитель. 
Подстановка (5.16), (5.17), (5.18) в (5.15) дает 

1 2 1 21 2
( , , , , , , , ) =N Nz z z w w wΦ    

 
1

( 1)/2 1 2

=0
= ( 1)

N
N NN N

m
m

u C
−

−  
− ×  

 
∏v   

1 2
2 2

=1 =1

1exp | | | |
4

N N

i j
i j

z w
  
  × − + ×

    
∑ ∑  

 1 2 21 2 1
1 2 1 21 2

( 1) Nm mm m N m mP
N N

P
z z z w w w

′′ ′× −∑    (5.19) 

где 1 2=N N N+  и суммирование выполняется по всем 
перестановкам индексов 1 2 11Nm m m m′≠ ≠ ≠ ≠ ≠

2 2Nm m′ ′≠ ≠ ≠ . С учетом того, что сумма в (5.19) есть 
определитель Вандермонда  

 

1
1 1

1
2 2

1 <1

1

1
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1

N

N

i j
j i NN

N N

x x

x x
x x

x x

−

−

−
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 (5.20) 

выражение (5.19), с точностью до нормировочного 
множителя, совпадает с функцией 111Ψ . Отсюда следу-
ет, что результаты, которые можно получить с помо-
щью подхода [100], должны совпадать с результатами, 
которые получаются при использовании волновой 
функции БКШ. 

В [93] для описания состояния со спонтанной меж-
слоевой фазовой когерентностью используется псевдо-
спиновый язык. В рамках такого описания состояние 
со спонтанной межслоевой фазовой когерентностью 
формально эквивалентно ферромагнетику со спином 1/2 
с анизотропией типа «легкая плоскость». Коллективные 
нейтральные возбуждения системы представляют собой 
аналог спиновых волн, а вихри на этом языке можно 
описать как спиновые текстуры. Строго говоря, эти тек-
стуры следует называть псевдоспиновыми, но мы везде 
в дальнейшем, где это не может привести к недоразуме-
нию, будем опускать приставку «псевдо». 

На спиновом языке индекс слоя = 1,2i  отождеств-

ляется с проекцией псевдоспина = ,σ ↑ ↓. Спиноры 
1
0
 
 
 

 

и 
0
1
 
 
 

 описывают состояния с электроном в верхнем и 

нижнем слое соответственно. Их когерентной супер-
позиции  

 
11 01 1= e =

0 12 2
i

ie
ϕ

ϕ ϕ

     
α +              

 (5.21) 

отвечает состояние с магнитным моментом, лежащим в 
плоскости (x, y). 

Мерой упорядочения является вектор намагничен-
ности ( )M r . Его величина и направление характеризу-
ются углами ( )θ r  и ( )ϕ r . Волновая функция (5.12) за-
писывается в виде  

( )
1 2

( ) ( )| = cos e sin | 0 .
2 2

i X
X X

X

X Xc c+ ϕ +θ θ Ψ〉 + 〉 
 

∏  (5.22) 

Для нахождения вектора намагниченности использует-
ся оператор спиновой плотности  

 
1( ) = ( ) ( ),
2 i ij j

+ψ ψS r r s r  (5.23) 

где ( )i
+ψ r  и ( )iψ r  — операторы рождения и уничтоже-

ния электрона в слое i , = , ,= x y z α αα
σ∑s i , ασ  — мат-

рицы Паули, αi  — единичный орт. С помощью разло-

жения операторов (i
+ψ r)  

 ( ) = ( ) ,i X iX
X

c+ +ψ Φ∑r r  (5.24) 
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где ( )XΦ r  — волновая функция электрона на нижнем 
уровне Ландау в калибровке Ландау, находится зави-
симость намагниченности от координаты  

 ( ) = | ( ) | =〈Ψ Ψ〉M r S r   

 

2( )
2

2
1 1= ( )e .

4

x X
dX X

−
−

π π ∫ m 





 (5.25) 

Здесь  
 ( ) = ( , , ) =x y zX m m mm   

( )= sin ( )cos ( ),sin ( )sin ( ),cos ( )X X X X Xθ ϕ θ ϕ θ  (5.26) 

— единичный вектор. Если характерная длина, на ко-
торой изменяются ( )Xθ  и ( )Xϕ , существенно больше 
магнитной длины, то 2( ) ( )/4x≈ πM r m  . Состояние, 
для которого углы θ и ϕ  зависят от координат, отвеча-
ет некоторой магнитной текстуре. 

Случай ( ) = constXθ , ( ) = constXϕ  соответствует 
ферромагнитному состоянию, для которого вектор на-
магниченности не зависит от координат. Это состояние 
отвечает факторам заполнения слоев 1(2) = (1 cos )/2ν ± θ . 
Половинному заполнению слоев 1 2= = 1/2ν ν  сопостав-
ляется угол = /2θ π . Энергия ферромагнитного состояния 
не зависит от ϕ . 

Вектор намагниченности связан простым соотноше-
нием с параметром порядка, характеризующим электрон-
дырочное спаривание,  

 
1= | | = | ( )( ) ( ) | =
2

yx
x y i ij jijM S iS i+

+ 〈Ψ + Ψ〉 〈Ψ ψ σ + σ ψ Ψ〉r r
 

 1 2= | ( ) ( ) | ( ).+〈Ψ ψ ψ Ψ〉 ≡ ∆r r r  (5.27) 

Отметим, что параметр порядка ( )∆ r  (5.27) отличается 
от введенного ранее (5.4). Параметр порядка (5.27) за-
висит от r, а не от центра орбиты X , и имеет другую 
размерность. 

Состояние с = constθ  и ( ) =X QXϕ  отвечает фазе с 
однородной плотностью пар и отличным от нуля 
сверхтекучим потоком. Действительно, в этом случае 
из (5.22) и (5.27) следует  

 

2 2

4
2

(1 )
( ) = e e

2

Q
iQx − ν − ν

∆
π

r




 (5.28) 

(здесь и далее 1=ν ν ), т.е. Q  есть производная по x от 
фазы параметра порядка, а отличие от нуля градиента 
фазы параметра порядка означает наличие сверхтеку-
чего потока. 

Для электрон-электронной системы гамильтониан 
кулоновского взаимодействия на нижнем уровне Лан-
дау записывается аналогично (5.1),  

 
2

, =1,2

1 2=
2 i j

eH
S q

π
×

ε∑ ∑
q

  

 

2 2
| | 2e ( ) ( ) (0)e ,

q
qd i j

i j ik i
−− −

 
 × ρ ρ − − δ ρ 
  

q q


 (5.29) 

где ( )iρ q  — оператор электронной плотности (5.2). 
Гамильтониан (5.29), усредненный с волновой функ-
цией (5.22), дает энергию рассматриваемого состояния 
(см., например, [104])  

 [ ]( )2 2
2= (0) ( ) .cos sin

8
S D

SE W F F Q− θ− θ
π

 (5.30) 

Слагаемое, пропорциональное 2 2= /W e d ε , отвечает 
прямому взаимодействию, а слагаемые, пропорцио-
нальные (0)SF  и ( )DF Q  — обменному внутрислойному 
и межслойному взаимодействию соответственно. Ве-
личины (0)SF  и ( )DF Q  и есть частные значения функ-
ций ( )SF q  и ( )DF q , задаваемых интегралами  
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 (5.31) 
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 (5.32) 

где 0 ( )J x  — функция Бесселя нулевого порядка и 
= /d d

. 
Электрические токи в слоях находятся через вариа-

ционную производную от энергии по векторному по-
тенциалу = /xi xij c E A− δ δ . Замена Q  в (5.30) на гради-

енто-инвариантную комбинацию 1 2( )x x
eQ A A
c

− −


 и 

дифференцирование по xiA  дает следующее выражение 
для токов  

 1 2 0 1 2= = ( ) ,s x x
e ej j Q A A

c
 − ρ − −   

 (5.33) 

где  

( )
2

2
220

(1 ) 2= erfc e 1 .
4 2 2

d

s
e d d d

 
 ν − ν  ρ + −  ε ππ    





 



 (5.34) 

Ответ (5.33) получен в предположении 

1 2( ) 1x x
eQ A A
c

− −


 . Введенную таким образом ве-

личину 0sρ  принято называть сверхтекучей или фазо-
вой жесткостью. На магнитном языке ее также назы-
вают спиновой жесткостью [93,105–107]. 
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Чтобы понять причину появления в этом определе-
нии слова «жесткость», отметим, что энергия системы 
в пределе 1Q  имеет вид  

 2
0 0= ( )

2 s
SE E + ρ ∇ϕ  (5.35) 

(при = 0A ). Выражение (5.35) по форме совпадает с 
выражением для упругой энергии деформированного 
тела. Кинетическую энергию сверхтекучей жидкости 
на единицу площади обычно записывают в виде [108]  

 
2

2 21= = ( ) ,
2 2

s
s s s

n
E Mn

M
∇ϕ



v  (5.36) 

где sn  — сверхтекучая плотность, = /s M∇ϕv  — 
сверхтекучая скорость, M  — масса частиц. Сверхтеку-
чая жесткость в этом случае равна  

 
2

= .s
s

n
M

ρ
  (5.37) 

Соответствие между определениями (5.34) и (5.37) 
устанавливается, если известна эффективная масса 
электрон-дырочной пары в магнитном поле. Эту мас-
су можно найти из спектра невзаимодействующих 
магнитоэкситонов [109]. При 1q  этот спектр 
можно аппроксимировать выражением ex ( ) =E q

2 2
0= /2E q M+  , где  

( )
12

2
22

2
2 2 2= erfc e 1

2

d
dM d d

e

−
 

 ε  + −  ππ    







 



 (5.38) 

— магнитная масса магнитоэкситона при 0d ≠ . Отме-
тим, что в приближении нулевого уровня Ландау эта 
масса не зависит от истинной массы электрона. Она 
обусловлена кулоновским взаимодействием между 
электронами и зависит от магнитного поля. Ослабле-
ние кулоновского взаимодействия, например за счет 
увеличения диэлектрической проницаемости ε, приво-
дит к росту массы магнитоэкситона. В отсутствие 
взаимодействия магнитоэкситон становится бесконеч-
но тяжелым (M →∞ ). Из (5.33) и (5.37) следует, что 
при этом ток пар равен нулю. 

С учетом (5.38) выражение (5.34) для сверхтекучей 
жесткости приобретает вид  

 
2

0 2
(1 )= .
2

s M
ν − ν

ρ
π





 (5.39) 

Из сравнения (5.39) и (5.37) можно определить сверх-
текучую плотность 2= (1 )/2sn ν − ν π . В случае малой 
плотности электронов в слое 1 ( 1ν ) или в слое 2 
(1 1)−ν  можно говорить о сильно разреженном газе 
магнитоэкситонов с плотностью 2

ex = /2n ν π  (или 
2

ex = (1 )/2n −ν π ). Сверхтекучая плотность sn  в этом 
пределе совпадает с плотностью магнитоэкситонов 
(напомним, что здесь обсуждается случай = 0T ). При 

= 1/2ν  введенная таким формальным способом сверх-
текучая плотность составляет половину плотности 
электронов в слое, что, однако, не несет какого-то осо-
бого физического смысла. Дело в том, что при поло-
винном заполнении уровней Ландау картина спарива-
ния электронов с дырками перестает быть наглядной. 
Нельзя однозначно говорить о спаривании электронов 
верхнего слоя с дырками нижнего слоя либо о спари-
вании электронов нижнего слоя с дырками верхнего 
слоя, либо о спаривании одновременно двух типов. 
Спаривание в этом случае нужно понимать как появ-
ление специфических корреляций между электронами 
соседних слоев. 

Невозможность однозначно определить, электроны 
и дырки из каких слоев спариваются, приводит также к 
проблеме корректного определения сверхтекучей ско-
рости. Действительно, переход от картины спаривания 
«верхних» электронов с «нижними» дырками к карти-
не спаривания «нижних» электронов с «верхними» 
дырками требует изменения знака сверхтекучей скоро-
сти (при сохранении направления электрических токов 
в слоях). Указанная проблема легко обходится. На-
правление градиента фазы и направления токов одно-
значно связаны (см. (5.33)), и при описании рассматри-
ваемой системы в терминах сверхтекучей жесткости и 
градиента фазы не возникает необходимость использо-
вать понятие сверхтекучей скорости. Ниже мы будем 
придерживаться именно такого описания. 

Излагаемая в этом разделе теория во многом напоми-
нает теорию сверхпроводимости БКШ. Из этой теории 
следует, что одночастичные возбуждения представляют 
собой разорванные пары. Энергия таких возбуждений 
порядка энергии связи пар при = 0T . Вдали от точки 
сверхпроводящего перехода cT  число возбуждений экс-
поненциально мало. Коллективные возбуждения в случае 
обычных сверхпроводников, когда спариваются два элек-
трона, не играют существенной роли, так как частоты 
таких возбуждений порядка плазменной частоты, которая 
намного превосходит температуру сверхпроводящего 
перехода. Для рассматриваемых в настоящем обзоре сис-
тем, как и для обычных сверхпроводников, энергия одно-
частичных возбуждения порядка энергии связи пар при 

= 0T  и вдали от cT  их число экспоненциально мало. При 
этом, вследствие электронейтральности пар, коллектив-
ные возбуждения, которые представляют собой колеба-
ния плотности пар, являются акустическими модами. 
Именно эти моды вносят основной вклад в нормальную 
плотность. 

Спектр коллективных возбуждений двухслойной 
системы квантовой холловской системы с факторами 
заполнения слоев 1 2= = 1/2ν ν  получен в работе [90]. 
Находились полюса функции линейного отклика сис-
темы на скалярный потенциал внешнего электромагнит-
ного поля. Эти полюса определяют энергии коллектив-
ных мод. Функция линейного отклика вычислялась в 

Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2018, т. 44, № 9 1133 



Д.В. Филь, С.И. Шевченко 

приближении, представляющем собой улучшенное при-
ближение хаотических фаз, учитывающее также пере-
нормировку вершин. Было показано, что в длинноволно-
вом пределе при 0d ≠  спектр является акустическим, а 
при = 0d  совпадает со спектром свободных магнито-
экситонов. При / 1d ≈  в спектре появляется «ротонный» 
минимум, глубина которого увеличивается с ростом d . 
При / > 1.2d   полюс функции отклика отвечает мнимому 
значению энергии возбуждений в области волновых век-
торов 1q −≈  , что свидетельствует о неустойчивости со-
стояния с электрон-дырочным спариванием. 

В [105–107,110] результат [90] был воспроизведен 
различными методами. В этих работах был также най-
ден спектр коллективных мод при отличном от нуля 
градиенте фазы параметра порядка ( 0≠Q ). Случай 

0≠Q  отвечает ситуации, когда в системе протекает 
отличный от нуля сверхток. 

Мы остановимся более подробно только на одном 
из способов получения спектра возбуждений. Этот 
способ предложен в [107] для анализа случая Q q  и 
обобщен в [110,111] для произвольного направления .Q  
Отметим, что хотя работа [110] посвящена двухслойным 
графеновым системах, состояние с межслоевой фазовой 
когерентностью в квантующем магнитном поле в графе-
новых системах и в системах с квадратичным спектром 
носителей описывается одинаковым образом. Поэтому 
излагаемые ниже результаты носят общий характер. 

Состоянию с градиентом фазы, равным Q , отвечает 
волновая функция  

 2 2
1, 2,

2 2

| = cos e sin |0 ,
2 2

iX XX
Q Qy yX X X

c cϕ+ +

+ −
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  (5.40) 

где 0( ) = x XX Q Xϕ ϕ + + ϕ , и Xϕ  — часть, связанная с 
флуктуациями фазы. При 0=Xθ θ  и = 0Xϕ  вычисле-
ние параметра порядка (5.27) дает  
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 (5.41) 

т.е. волновая функция (5.40) действительно описывает 
состояние с градиентом фазы параметра порядка 

= ( , )x yQ QQ . 
Энергия флуктуаций фазы параметра порядка Xϕ  и 

его модуля 0( ) = (cos ( ) cos )/2zm X Xθ − θ  следующим 
образом выражаются через фурье-компоненты флук-
туирующих величин:  
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  (5.42) 

Величины ( )ϕ q  и ( )zm q  являются канонически сопря-
женными переменными. С учетом (5.42) уравнения 
движения для этих переменных принимают вид  
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  (5.43) 

Из (5.43) находится спектр коллективных мод  

 ( , ) = ( ) ( ) ( ).zz zϕϕ ϕω +q Q q q q     (5.44) 

Коэффициенты, входящие в (5.42)–(5.44), выража-
ются через введенные ранее функции (5.31), (5.32):  
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При q  , Q   спектр (5.44) линейным образом 
зависит от волнового вектора  
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M
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   (5.48) 

Первое слагаемое в (5.48) есть энергия акустической 
моды со скоростью звука  
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где  
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 (5.50) 

— константа взаимодействия, и M  — магнитная 
масса (5.38). 

Второе слагаемое в (5.48) возникает, если поток пар 
отличен от нуля. В предельных случаях 0ν →  и 1ν →  
это слагаемое можно представить в виде sv q , где 

= /s Mv Q  — сверхтекучая скорость пар, и тогда 
второе слагаемое в точности отвечает преобразованию 
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Галилея для спектра возбуждений. Указанные предель-
ные случаи соответствуют разреженному газу электрон-
дырочных пар. При 0ν →  можно считать, что пары об-
разованы электроном из слоя 1 и дыркой из слоя 2, и 
направление sv  совпадает с направлением тока в слое 2. 
Так как вектор Q  задает направление тока в слое 1 
(см. (5.33)), то = /s M−v Q . При 1ν →  пары образо-
ваны дыркой из слоя 1 и электроном из слоя 2, на-
правление sv  совпадает с направлением тока в слое 1 
и = /s M+v Q . В общем случае, как уже отмечалось, не 
удается корректно определить сверхтекучую скорость, 
и, следовательно, не получается записать (5.48) в виде, 
соответствующем преобразованию Галилея. При = 1/2ν  
второе слагаемое в (5.48) обращается в нуль, что объяс-
няется невозможностью определить даже знак сверхте-
кучей скорости. 

При = 0d  константа взаимодействия γ  обращается 
в нуль. В этом случае спектр возбуждений будет квад-
ратичным по q (при разложении (5.44) нужно учесть 
квадратичные по q слагаемые). Такой спектр не удов-
летворяет критерию сверхтекучести Ландау, т.е. при 

= 0d  газ пар не переходит в сверхтекучее состояние. 
Состояние, описываемое функцией (5.40), устойчи-

во, если энергия коллективной моды (5.44) веществен-
на при всех q. Анализ показывает, что условие вещест-
венности энергии возбуждений нарушается при 

/ > cd d . Критическое значение cd  зависит от разба-
ланса факторов заполнения (разницы 1 2| |ν − ν ) и вели-
чины вектора Q . При = 1/2ν  критическое значение cd  
минимально и равно 1,2≈  (при = 0Q ). При увеличе-
нии разбаланса критическое значение cd  возрастает. 

Условие вещественности нарушается также при 
> cQ Q  [107]. Другими словами, имеется критический 

ток, протекание которого приводит к подавлению сверх-
проводящего состояния. Механизм подавления сверхпро-
водящего состояния отличен от механизма подавления в 
обычных сверхпроводниках. В обычных сверхпроводни-
ках критический ток связан с критическим магнитным 
полем, которое создают протекающие токи. В двухслой-
ных системах магнитное поле токов очень мало и крити-
ческий ток определяется максимальным значением Q , 
при котором энергия возбуждений (5.44) остается веще-
ственной при всех значениях q [104,111]. Кроме того, 
согласно критерию сверхтекучести Ландау, энергия воз-
буждений в системе отсчета, связанной с неподвижными 
стенками, должна быть положительна. В данном случае 
роль неподвижных стенок играет ионный остов, а энер-
гию возбуждений (5.44) надо понимать как энергию в 
системе отсчета, связанной с ионным остовом. При 

= 1/2ν  и < cQ Q  условие положительности энергии 
(5.44) выполняется автоматически. Если 1/2ν ≠ , то при 
увеличении Q  вначале нарушается условие положи-
тельности энергии возбуждений (при 1> cQ Q , где 

1 <c cQ Q ), а затем — условие вещественности спектра 
[111]. Критический ток находится по формуле  

 =min( , )1
= | ,c c c

e F
S
∂
∂ Q Q Qj
Q

 (5.51) 

где F  — свободная энергия. 
Уравнение для температуры перехода БКТ (2.17) 

для газа магнитоэкситонов записывается через сверх-
текучую жесткость  

 = ( ).
2BKT s BKTT Tπ
ρ  (5.52) 

Для нахождения сверхтекучей жесткости при 0T ≠  
можно воспользоваться тем, что, по определению, 
сверхтекучая жесткость есть коэффициент в разложе-
нии свободной энергии по градиенту фазы, т.е.  
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Свободная энергия принимается равной  
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где второе слагаемое описывает вклад идеального газа 
возбуждений в свободную энергию. В результате для 
сверхтекучей жесткости находится выражение [104]  
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где 1( ) = [exp( / ) 1]BN T −ε ε −  — функция распределе-
ния Бозе. 

Если бы зависимость энергии возбуждений от Q  
сводилась к галилеевому сдвигу ( ( , ) = ( )ω ω ±q Q q   

2 / )M± qQ , то вклад в нормальную плотность давало 
бы только второе слагаемое под интегралом в (5.55) и 
выражение для сверхтекучей жесткости переходило бы 
в 2= ( ) /s nn n Mρ − , где nn  определяется известным 
выражением Ландау для нормальной плотности [108] 
(см. (3.23)). Первое слагаемое под интегралом в (5.55) 
отлично от нуля, когда энергия возбуждений есть нели-
нейная функция градиента фазы Q . В этом случае при 
вычислении температурной зависимости сверхтекучей 
жесткости нужно учитывать оба слагаемых. Если = 1/2ν , 
второе слагаемое не дает вклада в интеграл и темпера-
турная перенормировка сверхтекучей жесткости опреде-
ляется первым слагаемым. Решение уравнения (5.52) при 

= 1/2ν  приведено на рис. 2. На этом же рисунке, для 
сравнения, показана зависимость 0 = (0) / 2sT πρ  от d . 
Величина 0T  дает оценку температуры сверхтекучего 
перехода в пренебрежении нормальными возбуждения-
ми. Как видно на рис. 2, температура сверхтекучего пере-
хода равна нулю при / = 0d   и / > 1,2d  . При промежу-
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точных значениях d  0,5 / < 1,1d   величину 0T  можно 
использовать как хорошую оценку для температуры 
сверхтекучего перехода. Принимая = = 18d   нм (что 
соответствует = 2B  Tл) и = 12ε , получаем 1BKTT ≈  К. 

Отметим, что такая же оценка ( 1BKTT ≈  К) приме-
нима и к электрон-дырочной квантовой холловской 
системе, рассмотренной в начале настоящего раздела. 
Это показывает, что для квантовых холловских систем 
критическая температура (5.8), которую дает теория 
среднего поля [89], на порядок больше температуры 
перехода в сверхпроводящее состояние BKTT . 

Влияние примесей на сверхтекучесть магнитоэкси-
тонного газа рассмотрено в работах [112,113]. В работе 
[112] проанализирован предел низкой плотности пар 

1ν . В этом пределе сверхтекучий газ магнитоэкси-
тонов можно описывать уравнением типа уравнения 
Гросса–Питаевского, которое ранее получено в [82] и 
[114]. В [82] это уравнение выведено из феноменоло-
гических соображений. В [114] использовался подход, 
основанный на волновой функции Келдыша, обобщен-
ный на случай квантовых холловских систем. В [112] 
уравнение для волновой функции конденсата пар вы-
водилось с учетом электрического поля, создаваемого 
неоднородностями и флуктуациями межслоевого рас-
стояния. При этом выяснилось, что учет электрическо-
го поля существенно влияет на результат, только если 
включить в рассмотрение случайные флуктуации меж-
слоевого расстояния. В противном случае влиянием 
электрического поля можно пренебречь. Здесь мы ос-
тановимся на последнем случае. Тогда уравнение 
Гросса–Питаевского для пар принимает обычный вид  
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Магнитная масса магнитоэкситона M  и константа 
взаимодействия между магнитоэкситонами γ  опреде-
ляются приведенными выше выражениями (5.38) и 
(5.50). Потенциал примесей imp ( )U R , действующий на 
электрон-дырочные пары, определен как разность по-
тенциалов, приложенных к электронам в слоях 1 и 2. 

Уравнение (5.56) позволяет найти пространственные 
флуктуации плотности конденсата пар, обусловленные 
случайным потенциалом примесей. Относительное 
уменьшение сверхтекучей плотности, вызванное заря-
женными примесями, расположенными на расстоянии 
D d  от двухслойной системы, дается выражением  
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 (5.57) 

Если в качестве примесей выступают допанты, то их 
плотность совпадает с суммарной плотностью носите-
лей в двух слоях 2

imp = 1/2n π . При этом сверхтекучая 
плотность пар 0n  равна 2/2ν π  и отношение imp 0/ sn n  
обратно пропорционально малому параметру 1ν . 
Это показывает, что рассмотренный предел 1ν  не 
является оптимальным с точки зрения уменьшения 
негативного влияния примесей на электрон-дырочную 
сверхпроводимость, а интерес представляет случай 
половинного заполнения слоев = 1/2ν . Отметим, что 
эксперименты по реализации электрон-дырочной сверх-
проводимости в двухслойных квантовых холловских 
системах [94–97] проводятся именно при половинном 
или близком к половинному заполнении. 

Анализ случая = 1/2ν  проведен в [113]. В подходе 
[113] взаимодействие с примесями записывается через 
псевдоспиновые переменные. В системе с примесями 
энергия (5.42) приобретает дополнительное слагаемое, с 
учетом которого  
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 (5.58) 

где imp ( )U q  — фурье-образ потенциала imp ( )U R . Из 

уравнений Эйлера–Лагранжа / ( ) = 0fl zE mδ δ q , 

/ ( ) = 0flEδ δϕ q  находятся величины флуктуаций фазы и 
z -компоненты псевдоспина, индуцированные приме-
сями. Подстановка полученных значений ( )ϕ q  и ( )zm q  
в (5.58) дает поправку к свободной энергии. Послед-
няя, после усреднения по случайному распределению 
примесей, принимает вид  

Рис. 2. Зависимость температуры сверхтекучего перехода (в 
единицах 2 /e ε ) от расстояния между слоями (сплошная 
кривая), штриховая кривая — величина (0)/2sπρ . 
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где Uq — фурье-компонента потенциала одной при-
меси. Функции ( )Kαβ q  определяются уравнениями 
(5.45)–(5.47). Из найденной поправки к энергии вы-
числяется изменение сверхтекучей жесткости 

2
imp

=02
1= |s
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E
S Q

∂
∆ρ

∂
Q . 

При = 1/2ν  поправка к сверхтекучей жесткости за-
писывается в виде интеграла  
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  (5.60) 

где введены обозначения = (0) ( )q D DF F qε −  и =qγ
2

0= 4 [ ( ) ( ) (0)]S DH q F q Fπ − + . В пределе 1q  вве-
денные величины переходят в кинетическую энергию 
магнитоэкситона 2 2= /2q q Mε   и константу взаимо-
действия =qγ γ . 

Для заряженных примесей, расположенных на рас-
стоянии D d  от двухслойной системы, уравнение 
(5.60) дает  

 
22 imp

2
1= 2 ,s

s T T

ne d
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 ∆ρ
− π  ρ εγ 

 (5.61) 

где 2= 1/2Tn π  — плотность носителей на полностью 
заполненном уровне Ландау. Заметим, что выражение 
(5.57), полученное другим способом в предположении 

1ν , при подстановке в него 0 = /2s Tn n  дает ответ, 
отличающийся от (5.61) только множителем 2. 

Оценка показывает, что при 1/2ν ≈  и d ≈   заря-
женные примеси, расположенные на расстоянии 
D d  от двухслойной системы, лишь незначительно 
уменьшают сверхтекучую жесткость (и, соответствен-
но, также незначительно уменьшают критическую 
температуру). Например, полагая = = /10d D  и 

imp = Tn n , получаем из (5.61) / 0,06s s∆ρ ρ ≈ . В то же 
время заряженные примеси, не связанные с допирую-
щими атомами и расположенные в проводящих слоях, 
оказывают существенное влияние на электрон-
дырочную сверхпроводимость и наличие таких приме-
сей приводит к значительному понижению cT  уже при 
концентрации порядка 210 Tn−  [113]. 

6. Заряженные вихри и их влияние на 
транспортные свойства двухслойных квантовых 

холловских систем 

Можно было бы ожидать, что в результате перехода 
газа электрон-дырочных пар в сверхпроводящее состоя-
ние при протекании в слоях равных по модулю и проти-
воположных по направлению электрических токов сис-
тема будет иметь бесконечную проводимость и нулевое 
сопротивление. Однако двухслойные квантовые холлов-
ские системы с суммарным фактором заполнения Tν , 
равным единице, показывают в экспериментах несколько 
другое поведение [95–97]. При протекании противотоков 
(режим counterflow) продольное сопротивление хотя и 
падает при 1Tν → , остается даже несколько выше, чем 
при протекании параллельных токов. При понижении 
температуры наблюдается экспоненциальное возрастание 
продольной проводимости, но все же проводимость оста-
ется конечной. При низкой температуре холловское со-
противление увлечения совпадает или почти совпадает 
[94,115] с холловским сопротивлением в увлекающем 
слое (слое, через который пропускается электрический 
ток). Все перечисленные эффекты чувствительны к рас-
стоянию между квантовыми ямами, а именно, они исче-
зают, если это расстояние превышает удвоенную магнит-
ную длину. Результаты экспериментов показывают, что 
электрон-дырочное спаривание, действительно, имеет 
место, но что касается транспортных свойств, то имеются 
механизмы, препятствующие полностью бездиссипатив-
ному протеканию противотоков. Настоящий раздел по-
священ работам, в котором были рассмотрены возмож-
ные причины такого поведения. 

В работе [116] рассмотрена модель двухслойной сис-
темы, где электрон-дырочное спаривание происходит 
лишь в отдельных областях (озерах), встроенных в де-
фектную фазу. Предполагается, что в дефектных облас-
тях спаривание полностью подавлено, например из-за 
повышенной концентрации примесей. 

Авторы ограничиваются случаем половинного за-
полнения слоев 1 2= = 1/2ν ν . При равном нулю разба-
лансе факторов заполнения закон Ома для параллель-
ных и антипараллельных токов записывается в виде 

двух расцепленных уравнений, , ,=i kikE j+ +ρ  и 

, ,= CF
i ik kE j− −ρ , где 1 2=± ±E E E  и 1 2=± ±j j j  (символ 

«CF» обозначает counterflow). 
В дефектных областях  

 1/2

1/2

2
= = ,

2
CF
dd

ρ 
 − ρ 

ρ ρ  (6.1) 

где 1/2 1ρ   — продольное сопротивлению монослойной 
системы с = 1/2ν . Здесь и далее в этом разделе удельное 
сопротивление дается в единицах 2/h e , а удельная прово-
димость — в единицах 2 /e h . В областях со спариванием 
(сверхпроводящих областях) тензор sρ

 равен удвоенному 
тензору сопротивления одного слоя с = 1ν :  
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Тензор = 0CF
sρ , что соответствует одновременно равным 

нулю продольному и холловскому сопротивлениям. 
Предполагается, что сверхпроводящие области рас-

положены случайным образом. Тогда измерение со-
противления будет давать некоторые эффективные 
величины effρ  и eff

CFρ , представляющие собой результат 
усреднения по случайным конфигурациям. 

Так как тензоры sρ
 и dρ

  имеют одинаковые недиа-
гональные компоненты ( = = 2xy yxρ −ρ ), то такое же 
значение будет иметь усредненное холловское сопро-
тивление ,eff = 2xyρ . Для продольного сопротивления 
приближение эффективной среды (см., например, 
[117]) дает  

 1/2
,eff

(1 2 ), при  < 1/2
=

0, при   1/2,xx
f f

f
ρ −

ρ 
 

  (6.3) 

где f  — доля сверхпроводящих областей. Порогу пер-
коляции, при превышении которого в системе исчезает 
продольное сопротивление, соответствует = 1/2f . 

Так как = 0CF
sρ , то обратный ему тензор CFσ  опре-

делен неоднозначно. Это позволяет выбрать недиаго-
нальную компоненту ,

CF
xy sσ , совпадающей с ,

CF
xy dσ . В 

результате  
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Тогда в приближении эффективной среды [117] ком-
поненты тензора eff

CFσ  определяются выражениями 
2

,eff 1/2= 2/(4 )CF
xyσ − +ρ  и  
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ρ
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 (6.6) 

и усредненный тензор сопротивлений находится по 
формуле 1

eff eff= [ ]CF CF −ρ σ . 
Кроме сопротивлений effρ  и eff

CFρ  в эксперименте 
измеряют сопротивление увлечения. В общем случае 
ток, протекающий в одном слое, вызывает падение 
напряжение не только в своем слое, но и во втором, 
разомкнутом слое. Коэффициент пропорциональности 
между напряженностью поля в разомкнутом слое и 
плотностью тока в увлекающем слое, взятый со знаком 
«минус», называют сопротивлением увлечения. В от-
сутствие туннелирования между слоями этот коэффици-
ент равен  

 drag = .
2

CF
ik ik

ik
ρ −ρ

ρ


 (6.7) 

Для продольной компоненты тензора (6.7) модель 
[116] дает  

1/2
drag 2 2

1/2,eff

8 (1 )(1 2 )
, при   < 1/2

= 4(1 2 )
0, при   1/2.

xx

f f f
f

f
f
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 (6.8) 

Полученное сопротивление увлечения drag
,effxxρ  возраста-

ет при увеличении доли сверхпроводящей фазы, дос-
тигает максимума немного ниже порога перколяции 

= 1/2f , и обращается в нуль при переходе через порог 
перколяции. 

Для нахождения связи между drag
,effxxρ  и drag

,effxyρ  в [116] 
используется так называемый закон полуокружности, 
известный из теории проводимости двумерной двух-
фазной среды, развитой в работах Дыхне [118,119]. 
Для такой среды компоненты эффективного тензора 
сопротивлений удовлетворяют соотношению  

 2 2 2
,eff ,eff( ) =xy xy xx xxρ − ρ +ρ ρ  (6.9) 

(подобно уравнению 2 2 2
0( ) =x x y r− + , соотношение 

(6.9) задает полуокружность в переменных ,effxyρ  и 
,eff > 0xxρ ). Постоянные xyρ  и xxρ  в (6.9) определяются 

компонентами тензора сопротивления для фаз 1 и 2:  

 
(2) (1)

(2) (1)
1= ,
2xy

xy xy

D D−
ρ

ρ −ρ
 (6.10) 

 
(2) (1) (1) (2)

2
(1) (2)= ,xy xy

xx xy
xy xy

D Dρ − ρ
ρ ρ +

ρ −ρ
 (6.11) 

где ( ) ( ) 2 ( ) 2= ( ) ( )i i i
xx xyD ρ + ρ . 

В случае двухслойной системы с нулевым разба-
лансом факторов заполнения уравнения (6.9)–(6.11) 
применимы независимо к ρ и CFρ . Величины xxρ  и 

xyρ  стремятся к бесконечности, и полуокружность, 
задаваемая уравнением (6.9), вырождается в прямую 

,eff = const = 2xyρ . 

Для режима противотоков уравнения (6.10), (6.11) 
дают 2

1/2= = 1 /4CF CF
xx xyρ ρ +ρ . С учетом этих соотноше-

ний и определения (6.7) уравнение (6.9) для eff
CFr  запи-

сывается в виде  

 ( )
22 2drag drag1/2

xy,eff ,eff ,eff ,eff2 1 2 =
4xy xx xx

 ρ
ρ +ρ − − + ρ +ρ  

 

    

 
22

1/2= 1 .
4

 ρ
+  

 
 (6.12) 

Ввиду малости 1/2ρ  уравнение (6.12) можно аппрокси-
мировать уравнением  
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 ( )
2 2drag drag

,eff ,eff
1 1= .
2 4xy xx

 ρ + + ρ 
 

 (6.13) 

Системе с = 0f  (полностью дефектная фаза) отвечает 

решение drag drag
,eff ,eff= = 0xx xyρ ρ . Выше перколяционного 

порога = 1/2f  решение имеет вид drag
,eff = 0xxρ , 

drag
,eff = 1xyρ − . В интервале 0 1/2f   холловское сопро-

тивление увлечения drag
,effxyρ  монотонно изменяется от 0 

до 1− , а продольное сопротивление увлечения drag
,effxxρ  

демонстрирует немонотонную зависимость, обращаясь 
в нуль на концах этого интервала и достигая макси-
мального значения drag

,eff = 1/2xxρ  внутри интервала. 

Теория [116] предсказывает, что при доле дефект-
ной фазы = 1 < 1/2p f−  транспортные свойства систе-
мы при протекании противотоков будут определяться 
только сверхпроводящей фазой. Проводимость ,eff

CF
xxσ  

такой системы должна обращаться в бесконечность, а 
продольное сопротивление ,eff

CF
xxρ  должно быть равно 

нулю. Так как в экспериментах бесконечная проводи-
мость и нулевое сопротивление не наблюдаются, то, 
оставаясь в рамках модели [116], нужно предполагать, 
что ни в одном из проведенных экспериментов перко-
ляционный порог не был достигнут. 

В работе [120] предложено альтернативное объяс-
нение наблюдаемых транспортных характеристик. По-
казано, что ключом к их пониманию могут быть осо-
бые свойства вихрей в рассматриваемых системах. На 
магнитном языке вихри в двухслойных квантовых 
холловских системах описываются как нелокальные 
псевдоспиновые структуры, называемые меронами. В 
центре вихря zm  компонента псевдоспина принимает 
максимальное по модулю значение = 1zm ± . Вдали от 
центра вихря = 2 1zm ν − , а направление двух других 
компонент зависит от полярного угла ϕ , заданного в 
системе координат, связанной с центром вихря: 

= 4 (1 ) cosxm ν − ν ϕ , = 4 (1 ) sinym ± ν − ν ϕ  (знак во 
втором уравнении определяется знаком завихренно-
сти). Как показано в [93], вихри несут реальный элек-
трический заряд, причем величина заряда является 
дробной. В случае половинного заполнения заряд вих-
рей равен = /2q e± . Знак заряда определяется циркуля-
цией и значением zm  в центре вихря. При протекании 
параллельных токов возникает холловская разность 
потенциалов, которой отвечает электрическое поле 

2= (2 / )y xE h e j , где =xj j  — плотность тока в слое. 
Это поле действует на заряженный вихрь с силой  

 = = .yE
hF qE j
e

±  (6.14) 

Под действием этой силы вихрь движется, что приво-
дит к диссипации электрического тока. В режиме про-
тивотоков = 0yE , но возникает действующая на вихрь 
сила Магнуса, пропорциональная потоку электрон-
дырочных пар = /pj j e. По величине сила Магнуса  

 = =CF
M p

hF hj j
e

± ±  (6.15) 

совпадает с силой (6.14). Поэтому в режиме противото-
ков продольное сопротивление (как мера диссипации) 
будет таким же, как и в режиме параллельных токов. 

В работе [121] предложена модель, в которой 
предполагается, что вследствие беспорядка в системе 
появляются области с большой плотностью вихрей, 
разделенные тонкими сверхпроводящими каналами 
(модель когерентной сети). Перескок вихря через ка-
нал приводит к проскальзывания фазы параметра по-
рядка в канале. В отсутствие токов вероятность пере-
скока не зависит от направления перескока и 
процессы с увеличением и уменьшением набега фазы 
на канале равновероятны. Протекание через систему 
противотоков приводит к возникновению направлен-
ного потока вихрей  

 link
meron = exp ,CFI I

e T
∆ζ  − 

 
 (6.16) 

где ζ  — численный коэффициент порядка единицы, 
link∆  — энергетический барьер, преодолеваемый вих-

рем при переходе через проводящий канал. В резуль-
тате набег фазы будет уменьшаться. Для поддержания 
стационарного состояния необходимо приложить к 
системе электрическое поле. Продольное сопротивле-
ние будет равно  

 link
2= exp ,CF

xx ch
y

h xR
Te L

∆ζ ∆  − 
 

 (6.17) 

где x∆  — длина участка, на котором измеряется со-
противление, и ch

yL  — cуммарная ширина каналов. Та-
ким образом, теория [121] объясняет активационный 
характер продольного сопротивления при протекании 
противотоков. 

В [122] развита модель, основанная на идеях, близ-
ких к идеям [116,120,121]. Как и в [120,121], в [122] 
считалось, что в системе имеются области с избытком 
и недостатком электронов. При этом, в отличие от 
[121], не предполагалось, что эти области разделены 
сеткой проводящих каналов. В то же время допуска-
лась возможность появления областей с полностью 
нарушенной межслоевой когерентностью, таких же, 
как были введены в [116]. 

В [122] обусловленное вихрями сопротивление оп-
ределялось на основе рассмотрения их динамики. В 
стационарном состоянии действующая на вихрь ре-
зультирующая сила равна нулю,  
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 ˆ2 = 0,s i
qz q
c

πα ρ ∇ϕ× −η + + ×v E v B



     (6.18) 

где = 1, 2, 3, 4  — сорт вихря, = 1α ±  — его завих-
ренность, v  — скорость вихря, q  — заряд вихря, 

iE  — напряженность электрического поля в слое i , В 
(6.18) первое слагаемое есть сила Магнуса, определяе-
мая градиентом фазы параметра порядка ∇ϕ  в месте 
нахождения данного вихря, второе слагаемое — сила 
вязкого трения (η — коэффициент трения), а третье и 
четвертое слагаемые — электрическая и магнитная 
компоненты силы Лоренца. Электрическая компонента 
силы Лоренца определяется электрическим полем в 
слое i , в котором сконцентрирован заряд вихря. 

Четырем сортам вихрей отвечают волновые функ-
ции [93]  
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 (6.19) 

где =u ν , = 1−νv  и ν — фактор заполнения слоя 1. 
Сравнение (6.19) с волновой функцией основного со-
стояния (5.16) показывает, что в центре вихря имеется 
электрический заряд, величина которого зависит от ν и 
является дробной. Этот заряд сконцентрирован в од-
ном из слоев. Значения α , q  и i  для = 1, 2, 3, 4  
приведены в табл. 1. 

Изменение градиента фазы параметра порядка при 
движении вихрей определяется уравнением  

 ˆ= 2 ,n z
t
∂
∇ϕ π α ×

∂ ∑ v  


 (6.20) 

где n  — плотность вихрей сорта  . Уравнение (6.20) 
следует из того, что смещение вихря на dy  изменяет в 

полосе dy  набег фазы на 2π в направлении x. Движе-
ние вихрей поперек потока уменьшает его скорость. В 
стационарном состоянии уменьшение скорости потока, 
связанное с движением вихрей, должно компенсиро-
ваться электрическим полем, которое вызывает уско-
рение пар. Условие стационарности дает  

 1 2ˆ2 ( ) = 0.en zπ α × + −∑ v E E


    (6.21) 

Электрические токи представляют собой сумму то-
ков, обусловленных сверхтекучим движением пар, 
движением заряженных вихрей и дрейфом электронов 
в скрещенных электрическом и магнитном полях. Для 
монослойной системы с полностью заполненным 
уровнем Ландау дрейфовая скорость dv  находится из 
условия взаимной компенсации электрической и маг-
нитной компонент силы Лоренца: / = 0d c+ ×E v B . 
Связанный с dv  ток равен 0 ˆ= =den z− −σ ×j v E , где 

2
0 = /e hσ  — квант проводимости и ẑ  — единичный 

вектор, направленный вдоль магнитного поля. Обоб-
щение этого вывода для двухслойной системы с элек-
трон-дырочным спариванием приводит к следующему 
уравнению для скорости дрейфа,  

 1 1 2 2
1 = 0.dc

ν + ν + ×E E v B  (6.22) 

Связанные с дрейфом токи определяются соотношени-
ем 2= ( /2 )i i de− π νj v . 

Сумма всех вкладов записывается в виде  

 ( )1 0 1 1 1 2 2 2 2 2 4 4 4ˆ= ,s
ez q n q n−σ ν ν + ν × + ρ ∇ϕ+ +j E E v v


  

( )2 0 2 1 1 2 2 1 1 1 3 3 3ˆ= .s
ez q n q n−σ ν ν + ν × − ρ ∇ϕ+ +j E E v v


 

  (6.23) 

Уравнения (6.18), (6.21) определяют градиент фазы и 
скорость вихрей как функции электрических полей. 
Подстановка в (6.23) выражений для ∇ϕ  и v  позво-
ляет найти связь между ij  и iE . 

В [122] предполагалось, что вихри возникают вследст-
вие флуктуаций суммарного фактора заполнения 

1 2=Tν ν + ν . В областях с избытком (недостатком) 
электронов присутствуют только отрицательно (поло-
жительно) заряженные вихри. Каждый избыточный 
элементарный заряд приводит к появлению двух вих-
рей с противоположной завихренностью (см. табл. 1), 
т.е. в областях с < 1Tν  будут возникать вихри 1-го и 2-
го типов, причем в равной пропорции, а в областях с 

> 1Tν  — вихри 3-го и 4-го типа, также в равной про-
порции. В [122] рассматривается простейшая модель, в 
которой принимается, что имеется два типа областей: 
области с = 1Tν − δν и области с = 1Tν + δν . Средний 
фактор заполнения равен единице, т.е. относительные 

Таблица 1. Характеристики планарных вихрей (меронов) 
в двухслойной системе с факторами заполнения слоев 1 =ν ν  
и 2 = 1ν − ν  

Сорт 
вихря    

Завихрен-
ность α   

Заряд вих-
ря q  

слой i , в кото-
ром сконцен-

трирован заряд  
1 1−   (1 )e − ν  2 

2 1+   eν  1 

3 1−   e− ν  2 

4 1+   (1 )e− − ν  1 
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доли областей с недостатком и избытком электронов 
одинаковы. 

В случае нулевого разбаланса подстановка реше-
ния уравнений (6.18), (6.21) в (6.23) приводит к соот-
ношению  

 ( ) ( )
, , ˆ= ,s a zα α

± ± ±± ±σ + σ ×j E E  (6.24) 

где индекс = 1(2)α  отвечает областям с избытком (не-
достатком) электронов. Компоненты тензора проводи-
мости, входящие в (6.24), равны  

(1) (2) (1) (2)
, , , ,2 2

1= = , = = ,
2 2s s s s+ + − −
δν ηβ η

σ σ σ σ
δν βη +β

 (6.25) 

 

2
( )

, 2 2

( )
,

1= 1 ( 1) ,
2

1 1= ( 1) 2 .
2

a

a

α α
+

α α
−

 β
σ − − δν  η +β 

 σ − − δν 





 (6.26) 

В (6.25), (6.26) проводимость дана в единицах 0σ  и 
использовано обозначение 0= nβ π , где 2

0 = 1/2n π  — 
плотность электронов на полностью заполненном 
уровне Ландау. 

Эффективный тензор проводимости находится пу-
тем усреднения (6.25), (6.26) по статистически распре-
деленным областям двух типов. Подстановка (6.27), 
(6.26) в известные из теории Дыхне [118] соотношения 
для эффективной проводимости двухфазной среды,  

 

( )
( )
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s s
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  (6.27) 

дает 

 ,eff ,eff2 2

1= , = ,
2 2xx xy
δν β

σ σ −
η +β

   (6.28) 

 
( )22 2

,eff ,eff
1 21= , = 0.

2
CF CF
xx xy

η +β − δν
σ σ

δν β
 (6.29) 

Из (6.28), (6.29) находятся компоненты тензора со-
противлений. При 0δν  (слабые флуктуации сум-
марного фактора заполнения)  

 ,eff ,eff2 2
2 , 2,xx xy

β
ρ ≈ δν ρ ≈

η +β

   (6.30) 

 ,eff ,eff2 2
2 , = 0,CF CF

xx xy
β

ρ ≈ δν ρ
η +β

 (6.31) 

 ( )
3

2drag drag
,eff ,eff2 2 3/22 , = 1

( )xx xy
β

ρ ≈ δν ρ −
η +β

 (6.32) 

(в единицах 0 0= 1/ρ σ ). В приближении, линейном по 
малому параметру δν , продольные сопротивления в 
режиме параллельных токов и режиме противотоков 
оказываются одинаковыми. Их разница, задающая со-
противление увлечения, пропорциональна второй сте-
пени малого параметра δν . 

В [122] рассмотрена также модель, в которой, как и 
в [116], предполагается наличие в системе областей, 
где электрон-дырочное спаривание отсутствует. В та-
ких областях (фаза 1) тензор сопротивления определя-
ется выражением (6.1). В оставшихся областях за счет 
избытка или недостатка электронов имеется некоторое 
количество вихрей. Совокупность таких областей рас-
сматривалась как фаза 2 с усредненным тензором про-
водимости (6.28), (6.29), и решалась задача о проводи-
мости двухфазной двумерной среды с произвольным 
соотношением концентраций фаз. Эффективный тензор 
проводимости рассчитывался с использованием общего 
выражения для проводимости двухфазной двумерной 
системы в магнитном поле [123]. Результат расчета про-
дольной и холловской компонент сопротивления как 
функций доли дефектной фазы p приведен на рис. 3. 
Как видно из представленных зависимостей, в модели 
[122], в отличие от [116], продольное сопротивление в 
режиме противотоков возникает и при малой концен-
трации дефектной фазы. При этом увеличение доли де-
фектной фазы приводит сначала к росту, а затем к паде-
нию продольного сопротивления увлечения. 

Рассмотренные подходы предсказывают положи-
тельный знак drag

xxρ . Такой же знак имеет увлечение, 
связанное с передачей импульса от носителей заряда 
одного слоя к носителем заряда другого слоя за счет 
рассеяния, если эти заряды одного знака. Если второй 
слой включен в замкнутую цепь (противоположные 
концы соединены внешним проводником), то при по-
ложительном знаке drag

xxρ  в этой цепи потечет электри-
ческий ток в том же направлении, что и в цепи первого 
(увлекающего) слоя. При электрон-дырочном спарива-
нии, так как заряд переносится электрон-дырочными 
парами, кажется более естественным ожидать протека-
ние тока увлечения в противоположном направлении, 
что отвечает отрицательному знаку drag

xxρ . Тем не менее 
знак drag

xxρ  и в эксперименте и в теории получается по-
ложительным. Кажущееся противоречие связано с тем, 
что мы имеем дело с квантовой холловской системой, 
где тензор сопротивлений содержит большую по вели-
чине недиагональную компоненту. При этом сущест-
венно, что речь идет о геометрии холловской полосы. 
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В геометрии диска Корбино тензорная связь между 
плотностью тока и напряженностью поля, записанная 
для небольшого участка системы, =x xx x xy yj E E± ± ± ± ±σ + σ , 
переходит в скалярную связь. Действительно, выбирая 
ось x вдоль радиуса диска, приходим к выводу, что 
поле yE  равняется нулю (иначе бы возникало вихревое 
электрическое поле). Из соотношения  

 1=x x
xx

E j± ±
±σ

 (6.33) 

следует, что продольная компонента сопротивления 
увлечения определяется выражением  

 drag 1 1 1= = .
2 2

xx xx
xx

xx xx xx xx

+ −

− + + −

  σ −σ
ρ −  σ σ σ σ 

 (6.34) 

Величина (6.34) отрицательна при >xx xx
− +σ σ . Для ус-

редненных величин последнее неравенство выполняет-
ся как в модели [116], так и в модели [122], независимо 
от соотношения между концентрациями фаз, и в гео-
метрии диска Корбино должно наблюдаться увлечение 
с отрицательным знаком drag

xxρ . 
Транспортные свойства в геометрии диска Корбино 

изучены экспериментально в работе [98]. В этой рабо-
те цепь тока увлечения была замкнута на внешнее со-

противление и измерялось отношение тока увлечения к 
увлекающему току. Если считать внешнее сопротивле-
ние малым по сравнению с 1( )xx

+ −σ  или 1( )xx
− −σ , то, 

используя (6.33) и правило напряжений Кирхгофа для 
цепи увлекаемого тока, легко получить, что отношение 
токов равно  

 2

1
= ,xx xx

xx xx

I
I

+ −

+ −
σ −σ

σ + σ
 (6.35) 

где индекс «1» относится к слою, через который про-
пускается заданный внешний ток. При выполнении 
условия >xx xx

− +σ σ  ток увлечения 2I  будет иметь на-
правление, противоположное направлению увлекающе-
го тока, что и наблюдалось в эксперименте [98]. Более 
того, в этом эксперименте при достаточно низких тем-
пературах отношение (6.35) было близко к –1, что соот-
ветствует xx xx

− +σ σ . Именно такое неравенство отвеча-
ет компонентам тензора проводимости (6.28), (6.29). 

Во избежание недоразумений, заметим, что в систе-
мах, где носители заряда в слоях имеют разные знаки, 
определенное выше сопротивление увлечения должно 
быть отрицательным и в сверхпроводящем и в нормаль-
ном состоянии. Это связано с разными знаками группо-
вых скоростей электронов и дырок с одинаковыми им-
пульсами. В таких системах вблизи точки перехода 
вместо смены знака сопротивления увлечения можно 
ожидать возрастание drag

xxρ . Как уже упоминалось в 
разд. 3, такой эффект, действительно, наблюдался экс-
периментально в гетероструктурах GaAs–AlGaAs [73,74]. 

7. Стационарный и нестационарный эффекты 
Джозефсона в системах с электрон-дырочной 

сверхпроводимостью 

Выше мы пренебрегали туннелированием между 
слоями. Этот раздел посвящен рассмотрению круга 
явлений, для которых учет туннелирования является 
существенным. 

Трехмерным аналогом систем с электрон-дырочным 
спариванием при наличии туннелирования является экси-
тонный диэлектрик, в котором имеют место межзонные 
переходы. Роль межзонных матричных элементов куло-
новского взаимодействия с несохранением числа частиц 
в каждой из зон была рассмотрена в работе Гусейнова и 
Келдыша [124]. В этой работе показано, что процессы 
рассеяния с несохранением числа частиц играют роль 
источника экситонов и они снимают вырождение основ-
ного состояния относительно изменения фазы параметра 
порядка электрон-дырочного спаривания. Этим наруша-
ется условие существования голдстоуновской моды, и в 
результате система должна переходить не в сверхтекучее, 
а в диэлектрическое состояние. Впоследствии такое за-
ключение часто интерпретировалось как невозможность 
сверхтекучести и в системах со спариванием простран-
ственно разделенных носителей при наличии туннелиро-

Рис. 3. Продольная (a) и холловская (б) компоненты удельно-
го сопротивления (в единицах 1

0
−σ ) в зависимости от доли 

областей, в которых электрон-дырочное спаривание отсутст-
вует. Сплошными линиями показано сопротивление проте-
канию противотоков, штриховыми линиями — сопротивле-
ние увлечения. Расчет выполнен для 1/2 = 0,2ρ  и 

/ = 0,05δνβ η . 
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вания между слоями. Однако эта интерпретация оказа-
лась неточной. На самом деле, снятие вырождения при-
водит не к требованию постоянства фазы в пространстве, 
а к уравнению для фазы, которое является следствием 
уравнения непрерывности. По форме оно совпадает с 
уравнением нелинейного маятника. Впервые в работе 
[125], а затем и в работах [126–128] в рамках теории 
среднего поля было установлено, что при малой (по срав-
нению с параметром порядка) амплитуде туннелирования 
уже в слабых внешних полях происходит срыв закрепле-
ния фазы параметра порядка, обусловленного туннель-
ными переходами. В [125] показано существование «про-
дольной сверхтекучести» — диамагнитного отклика на 
продольное магнитное поле и «поперечной сверхтекуче-
сти» — аналога эффекта Джозефсона. Отметим, что в 
рассматриваемых системах может иметь место два раз-
личных эффекта Джозефсона. Первый из них реализуется 
в двухслойной однородной в плоскости слоев системе в 
присутствии межслоевого туннелирования. Ниже мы 
будем называть такой эффект поперечным эффектом 
Джозефсона. Второй эффект (который мы будем назы-
вать продольным) возникает в неоднородной системе, где 
правая и левая области с электрон-дырочным спаривани-
ем слабо связаны между собой. В последнем случае име-
ется почти полная аналогия [24] с эффектом Джозефсона 
в обычных сверхпроводниках. Отличие только в том, что 
туннелируют электрон-дырочные пары и токи в слоях 
направлены противоположно друг другу. В работе [126] 
построена схема типа Гинзбурга–Ландау для описания 
неоднородных состояний в системах со спариванием 
электронов и дырок из разных пространственных облас-
тей. С помощью полученных уравнений исследован во-
прос о токовых состояниях в таких системах. Показано, 
что туннеливание электронов из области с электронной 
проводимостью в область с дырочной проводимостью 
делает невозможным протекание однородных в плоско-
сти слоев токов, но не препятствует протеканию неодно-
родных сверхтоков. В работе [129] изучены неоднород-
ные токовые состояния в названных системах с учетом 
межзонных переходов, обусловленных кулоновским 
взаимодействием. Показано, что последние приводят к 
появлению в уравнении для фазы дополнительного сла-
гаемого, пропорционального sin 2ϕ. 

В дальнейшем основное внимание как в теории, так 
и в эксперименте было сосредоточено на поперечном 
эффекте Джозефсона в двухслойных квантовых хол-
ловских системах. Ниже мы ограничимся обсуждением 
именно этого случая. 

Поперечный эффект Джозефсона в двухслойных 
электронных системах со спонтанной межслоевой фа-
зовой когерентностью в сильном нормальном к слоям 
магнитном поле был впервые рассмотрен в работах 
[130,131]. Авторы [130] записали следующую систему 
уравнений для фазы параметра порядка ϕ  и заряда q, 
накопленного на одном из слоев: 

ex

leak ex
= = sin , = ,c

V VVq C I eV
e R R

−
ϕ − ϕ− + ϕ



 
  (7.1) 

где C  — электрическая емкость двухслойной системы, 
cI  — величина максимального джозефсоновского тока, 

V  — напряжение между слоями, совпадающее с раз-
ницей электрохимических потенциалов слоев, exV  — 
напряжение на внешних контактах, leakR  — сопротив-
ление току утечки (нормальному туннельному току), и 

exR  — сопротивление подводящих проводов. 
Уравнения (7.1) имеют стационарное решение = 0,ϕ  

= 0q , которое соответствует протеканию через систе-
му постоянного тока ex ex= /I V R . Этот ток должен сов-
падать с током Джозефсона sincI ϕ, откуда следует, 
что стационарное состояние возможно, если внешнее 
напряжение удовлетворяет условию ex excV I R . В ста-
ционарном состоянии напряжение V  и ток утечки рав-
ны нулю и диссипация энергии происходит только в 
подводящих проводах, т.е. можно говорить о стацио-
нарном эффекте Джозефсона. 

Впервые о возможном наблюдении эффекта Джо-
зефсона в двухслойной квантовой холловской системе 
сообщалось в работе [132]. Было экспериментально 
установлено, что дифференциальный туннельный кон-
дактанс /dI dV  демонстрирует резкий пик при = 0V  
при суммарном факторе заполнения = 1Tν . При нару-
шении условия = 1Tν  или при увеличении /d   (отно-
шения межслоевого расстояния к магнитной длине) пик 
пропадает. При этом, хотя пиковое значение дифферен-
циального кондактанса на несколько порядков больше 
его значения вдали от пика, кондактанс все равно оста-
ется конечным. Транспортные аномалии, которые мож-
но отнести на счет джозефсоновского туннелирования, 
наблюдались в последующих экспериментах [133–145]. 

Задача описать наблюдаемый круг явлений [132–145] 
стимулировала большое число теоретических исследо-
ваний. Один из главных вопросов, на который пытались 
ответить авторы этих работ, состоит в том, может ли 
туннельный ток в таких системах протекать без дисси-
пации. Используемые подходы можно разделить на два 
типа. В работах [146–152] фазовая динамика рассматри-
валась на основе детерминированных уравнений движе-
ния, а возможные механизмы, приводящие к конечному 
кондактансу, учитывались путем введения в уравнения 
движения различного рода диссипативных слагаемых. В 
работах [153–157] рассмотрение основывалось на до-
бавлении в поле фазы стохастической компоненты, свя-
занной с хаотически расположенными планарными вих-
рями (меронами). 

В работе [146] было высказано сомнение относи-
тельно того, что в рассматриваемой системе можно в 
принципе достичь бесконечного кондактанса. Авторы 
[146] использовали псевдоспиновое представление 
(5.26), (5.27) для параметра порядка и записали урав-
нения движения в виде  
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 = , = ,z J y y ym t m m mδµ −
τ


 
   (7.2) 

где Jt  — амплитуда джозефсоновского туннелирова-
ния, δµ — разница электрохимических потенциалов 
слоев, τ — некоторое время релаксации. Компонента 
намагниченности ym  и фаза параметра порядка ϕ  свя-
заны соотношением = sinym ϕ. 

Уравнение (7.2) имеет стационарное решение 
= /ym τδµ . Это решение означает, что протекание 

туннельного тока =J c yI I m  (где 2= ( / )( /2 )c JI et S π  ) 
сопровождается появлением конечного кондактанса  

 
2

2= .
2

Jte SG
τ

π 



 (7.3) 

Время τ можно выразить через время релаксации ква-
зичастиц :qpτ  2= ( / )/qp J Jt e tτ τ + ε  [146]. Так как 

2 /Jt e ε , кондактанс практически не зависит от ам-
плитуды туннелирования. 

Аналогичный результат получен в работе [147], где 
рассматривался поперечный эффект Джозефсона в 
двухслойной электрон-дырочной системе в отсутствие 
нормального к слоям магнитного поля. Использовалось 
динамическое уравнение для параметра порядка, выве-
денное в [158] для системы с примесями в бесщелевом 
состоянии (аналог бесщелевой сверхпроводимости в 
сверхпроводнике с парамагнитными примесями [43]). 
Если считать, что фаза параметра порядка не зависит от 
координаты, динамическое уравнение принимает вид  

 sin = 0,ceV eVϕ− + ϕ
  (7.4) 

где 12 0= /c eV t eλτ ∆ . Здесь λ — безразмерная констан-
та связи, 0∆  — модуль параметра порядка, eτ  — время 
свободного пробега электронов. Уравнение (7.4) имеет 
стационарное решение sin = / cV Vϕ . Такому решению 
отвечает поперечный ток = sincI I ϕ , пропорциональ-
ный напряжению между слоями, и конечный кондак-
танс [147]  

 
22
0
3

4= .eSmeG
∆ τ

π



 (7.5) 

Как и в предыдущем случае, кондактанс не зависит от Jt . 
В подходе [146] конечный кондактанс обусловлен 

диссипативным слагаемым ( / ) ymτ  в уравнениях дви-
жения (7.2). Как отмечено в [148], такое же слагаемое 
появляется и в уравнениях движения для фазы в обычном 
джозефсоновском контакте. Эти уравнения имеют вид  

 = 2 ,eV Nϕϕ +α 


   

 bias2 = sin 2 ,c GeN I e I− ϕ− α ϕ+

  (7.6) 

где N  — число куперовских пар, аккумулированных 
на одном из берегов контакта, biasI  — ток, втекающий 
в контакт из внешней цепи, Gα  — коэффициент, про-
порциональный нормальному сопротивлению контак-

та, и ϕα  — коэффициент диссипации, связанной с из-
менением числа пар на контакте. Хотя и в этом случае 
уравнение для фазы содержит диссипативное слагае-
мое, система уравнений (7.6) имеет стационарное ре-
шение = 0V , biassin = / cI Iϕ , что отвечает равному ну-
лю кондактансу. Стационарность достигается за счет 
тока biasI , который компенсирует изменение N . 

Аналогичным образом записывается уравнение для 
фазы и разбаланса факторов заполнения в двухслойной 
квантовой холловской системе [148]:  

 = ,z zm mϕϕ β +α 
   

 ext= sin ,z c Gem I I− ϕ−α ϕ+  (7.7) 

где β — энергия магнитной анизотропии. Величина 
extI  представляет собой ток, подводимый к системе 

через контакты. Этот ток играет такую же роль, как и 
ток biasI  в системе (7.6). Уравнения (7.7) имеют ста-
ционарное решение extsin = / cI Iϕ . Кондактанс опреде-
ляется сопротивлением подводящих проводов. Отме-
тим, что в [130] этот же результат получен без учета 
диссипативного слагаемого zmϕα  . 

В экспериментах электрические токи вводятся через 
контакты, расположенные на краях системы, и в слоях 
протекают продольные токи. В этой ситуации фаза 
зависит не только от времени, но и от координаты, и 
более подробный анализ требует учета этого обстоя-
тельства. Кроме того, нужно учесть, что в общем слу-
чае продольный ток включает как сверхпроводящую, 
так и нормальную компоненту. Суммарный ток 

1 2=+ +j j j  совпадает с суммарным током 1 2n n+j j  нор-
мальной компоненты. Поскольку суммарный фактор 
заполнения не зависит от времени, то дивергенция это-
го тока равна нулю. Разницу нормальных токов можно 
записать в виде 1 2 =n n zm+−j j j . Отсюда следует, что 

1 2( ) = ( )n n zm+∇ ⋅ − ⋅∇j j j . Если контакты разнесены, то 
вблизи контакта имеет место разбаланс факторов запол-
нения. Разбаланс меняется от максимального значения 

= 1zm ±  вблизи контактов до своего значения в объеме 
образца ( = 0zm  при 1 2= = 1/2ν ν ). Вблизи таких кон-
тактов происходит трансформация нормального тока в 
сверхпроводящий. В стационарном случае эта транс-
формация описывается уравнением [152]  

 2 1 ( ) = 0,
2s T z

e j m+ρ ∇ ϕ+ + ⋅∇j


 (7.8) 

где  

 2= sin
2

J
T

tej − ϕ
π



 (7.9) 

— плотность джозефсоновского тока, текущего из слоя 1 
в слой 2. Уравнение (7.8) есть уравнение непрерывно-
сти для разности токов 1 2−j j . 

Вне приконтактных областей уравнение непрерыв-
ности приобретает вид  
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 2
2
1= sin ,
J

∇ ϕ ϕ
λ

 (7.10) 

где = 2 /J s Jtλ πρ  — джозефсоновская длина. Это 
уравнение следует дополнить граничным условием  

 = ,
2
k k

s

k

I le dl
Ω

ρ ⋅∇ϕ∫ n


 (7.11) 

где kI  — ток, втекающий через k -й контакт, = 1( 1)kl + −  
для контакта в верхнем (нижнем) слое, интегрирование 
выполняется по границам приконтактной области kΩ  
(за пределами области трансформации), и n — еди-
ничный вектор нормали к границе. 

Основываясь на уравнении (7.8), авторы [152] ана-
лизируют вопрос о критическом токе. Критический ток 
в данном случае определен как максимальный ток, при 
котором фаза остается стационарной. Рассматриваются 
контакты, размер которых много меньше джозефсо-
новской длины Jλ . Ответ зависит от соотношения ме-
жду джозефсоновской длиной и характерными разме-
рами системы. Авторы [152] различают три случая. 
Если Jλ  много больше длины системы, туннельный 
ток слабо зависит от координат. При этом критический 
ток пропорционален площади системы и первой степе-
ни амплитуды туннелирования:  

 bulk
2= .

2
J

c
t SeI
π



 (7.12) 

Если Jλ  меньше длины системы, но больше характер-
ной ширины образца yL , то плотность туннельного 
тока отлична от нуля лишь в областях вблизи краев. 
Эффективная площадь контактов порядка y JL λ . В 
этом случае критический ток порядка  

 edge .s y
c

J

LeI
ρ

λ

  (7.13) 

Этот ток пропорционален ширине системы, а не ее 
площади, и с учетом, что 1/J Jtλ ∝ , он зависит от 
амплитуды туннелирования по закону c

JI t∝ . Если 
Jλ  много меньше yL , то характерная площадь облас-

тей, в которых туннельный ток отличен от нуля, про-
порциональна 2

Jλ  и критический ток не зависит ни от 
размера системы, ни от амплитуды туннелирования  

 contact .c s
eI ρ


  (7.14) 

В работе [152] подчеркивается различие между тун-
нельными характеристиками двухслойной системы и 
обычного джозефсоновского контакта. В стационар-
ном режиме сопротивление обычного джозефсоновско-
го контакта равно нулю, а при переходе в нестационар-
ный режим сопротивление становится конечным. В 
двухслойной системе со спонтанной межслоевой коге-

рентностью сопротивление отлично от нуля и в стацио-
нарном режиме. Это связано с зацеплением сверхпрово-
дящего тока и противотока квазичастиц. Зацепление обу-
словлено трансформацией вблизи контактов нормального 
тока в сверхпроводящий. 

В цитируемых выше экспериментах в основном ис-
пользовалась так называемая туннельная геометрия. В 
этой геометрии входящий и выходящий контакты рас-
положены в верхнем и нижнем слоях на разных краях 
системы. В такой геометрии за перенос заряда вдоль 
слоев отвечает нормальный ток +j  и сопротивление не 
может быть меньше продольного сопротивления xxρ  
(см. разд. 6). В этой связи критический ток надо по-
нимать как величину тока, выше которого сопротив-
ление системы резко возрастает. Это проявляется в 
том, что ток как функция V  имеет большую произ-
водную при малых V , достигает максимума, а затем 
резко падает. Значение в максимуме соответствует 
критическому току. 

Если входящий и выходящий контакты находятся 
на одном и том же краю системы, а контакты верхнего 
и нижнего слоев на противоположном краю системы 
замкнуты друг на друга, то такую геометрию называют 
геометрией противотоков. 

Особенности транспорта в геометрии противотоков 
рассмотрены в работах [149,151]. В этих работах пове-
дение системы описывается с помощью нестационар-
ных уравнений, записанных для разбаланса электрон-
ных плотностей в слоях и для фазы параметра порядка. 

Первое из этих уравнений есть нестационарное 
уравнение непрерывности 1 1 1 = 0t x s T x nj j j∂ ρ + ∂ + + ∂ . 
Плотность избыточного заряда 1ρ  связана с локальной 
разностью потенциалов 2 1=V V V−  соотношением 

1 = CVρ − , где  

1
2

2= 1 1 exp erfc
4 2 22

d dC
d d

−
   ε π   − −     π       







 (7.15) 

— емкость единицы площади, вычисленная с учетом 
обменного взаимодействия. Нормальный ток пропор-
ционален продольному градиенту потенциала V : 

1 =n n xj Vσ ∂ , где nσ  — проводимость надконденсатных 
квазичастиц. В результате уравнение непрерывности 
принимает вид  

 
2 2

2 2 2= sin .
2

J
s n

tV e e VC
t x x

∂ ∂ ϕ ∂
ρ − ϕ+ σ

∂ ∂ π ∂ 



 (7.16) 

Рассматривается однородное по y  токовое состояние. 
Считается что контакты имеют поперечный размер, 
равный ширине холловской полосы yL . 

Уравнение для фазы представляет собой соотноше-
ние Джозефсона с дополнительным диссипативным 
слагаемым, аналогичным тому, которое обсуждалось в 
начале этого раздела (см. уравнения (7.2) и (7.7)),  
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2

2
2= 2 sin .s JeV t

t x
ϕ
 ∂ϕ ∂ ϕ

+α π ρ − ϕ  ∂ ∂ 
   (7.17) 

В [151] предложено следующее объяснение происхож-
дения диссипативной добавки в (7.17). Как известно, 
уравнение Навье–Стокса, описывающее гидродинамику 
нормальной жидкости, содержит слагаемые, отвечаю-
щие сдвиговой и объемной вязкости, называемых обыч-
но первой и второй вязкостью. Различие между первой 
и второй вязкостью состоит в том, что диссипация, свя-
занная с первой из них, возникает при движении одной 
части жидкости относительно другой, а при объемных 
деформациях жидкости работает вторая вязкость. В 
сверхтекучих системах первая вязкость равна нулю, а 
вторая, в общем случае, отлична от нуля, если речь идет 
о сжимаемой жидкости. Линеаризованное уравнение 
для скорости сверхтекучей компоненты с вязкостным 
слагаемым имеет вид / = ( / ) ( )s s st m n∂ ∂ −∇ µ +∇ ζ∇ ⋅v v , 
где µ — химический потенциал, ζ  — вторая вязкость, 
и предполагается, что нормальная компонента покоит-
ся. В случае электрон-дырочной сверхтекучести хими-
ческий потенциал заменяется на eV−  и дивергенция 
сверхтекучего потока — на сумму дивергенций проти-
вотока и джозефсоновского тока. В результате уравне-
ние для сверхтекучей скорости принимает вид  

 ( )1= .s
s T

eV j
t m e

∂ ζ ∇ +∇ ∇⋅ + ∂  

v
j  (7.18) 

С учетом соотношения = /s m∇ϕv   и явного вида токов 
1sj  и Tj  уравнение (7.18) дает (7.17) с 2= /2mϕα ζ π  . 
На входном краю = Lx x  граничное условие имеет 

вид 1( ) =s L inj x j , где in in= / yj I L  — плотность втекаю-
щего тока. В геометрии противотоков верхний и ниж-
ний контакты на втором краю соединены перемычкой. 
Если перемычка имеет конечное сопротивление R , то 
для протекания тока через перемычку напряжение на 
ее концах должно быть отлично от нуля. Это нарушает 
стационарность фазы. Другими словами, если 0R ≠ , то 
стационарное состояние может реализоваться только в 
ситуации, когда продольный ток на втором краю равен 
нулю. Стационарное решение соответствует появле-
нию половины уединенного джозефсоновского вихря 
(или меньшей его части) на входном краю. Туннель-
ный и продольный токи отличны от нуля на длине по-
рядка Jλ . Такое решение удовлетворяет граничным 
условиям, если  

 in 1
2< = .s

c
J

ej j
ρ
λ

 (7.19) 

Величина 1cj  есть критическая плотность входного 
тока, при превышении которой ток доходит до проти-
воположного края. 

Если 1>in cj j  и = 0R , то стационарное решение 
уравнений (7.16), (7.17) представляет собой неподвиж-

ную цепочку джозефсоновских вихрей. При 0R ≠  воз-
можно только нестационарное решение системы урав-
нений (7.16), (7.17). В [151] это решение получено для 

1in cj j . Решение ищется в виде  

0

( , ) = sin( ) cos( ),

( , ) = sin( ) cos( ),V V

x t kx t A kx t B kx t

V x t V A kx t B kx t
ϕ ϕϕ −ω + −ω + −ω

− + −ω + −ω
 (7.20) 

где 0V  — напряжение на перемычке, 0= /eVω , и вол-
новое число k  определяется средним по времени зна-
чением сверхпроводящего тока: 1= /s sk j e〈 〉 ρ . Пред-
полагается, что утечка за счет туннельного тока мала и 
закон Ома на перемычке можно записать в виде 

0 1= s yV j L R〈 〉 . Неизвестные коэффициенты, входящие 
в (7.20), вычисляются в линейном по Jt  приближении. 

Ток в системе представляет собой сумму постоян-
ного тока и тока движущейся цепочки джозефсонов-
ских вихрей. Скорость движения вихрей пропорцио-
нальна R . Мощность потерь вычисляется как разница 
входной мощности и мощности на нагрузке. Мощность 
потерь на единицу площади определяется средней 
плотностью джозефсоновского тока: loss 0= Tw V j〈 〉 . 
Найдено, что мощность потерь резонансно возрастает, 
если сопротивление нагрузки R  равняется  

 res = .
y s

R
eL Cρ



 (7.21) 

Вдали от резонанса, при resR R , мощность потерь на 
единицу площади равна  

 
2 2 4

loss 2 2 2 4
res res

.
4 2

J n

s

t R Rw
C R R

ϕ
 σ

≈ + α  π π ρ 



  

 (7.22) 

При resR R  мощность потерь определяется выраже-
нием  

 
2 2

res
loss 2 2 2 .

4 2
J n

s

t R
w

C R
ϕ

 σ
≈ α +  π π ρ 



  

 (7.23) 

В рассмотренном случае средний туннельный ток и 
мощность потерь пропорциональны квадрату матрич-
ного элемента туннелирования и площади системы. 
Потери отсутствуют, если коэффициент второй вязко-
сти ϕα  и проводимость надконденсатных квазичастиц 

nσ  обращаются в нуль. 
На невозможность реализовать протекание проти-

вотоков тока в стационарном режиме при подключе-
нии источника к одному из концов системы указыва-
лось и в работе [150]. Была предложена еще одна 
геометрия — геометрия увлечения. В геометрии увле-
чения источник подключается к двум противополож-
ным краям одного слоя, а цепь нагрузки замыкает про-
тивоположные края другого слоя. При любом входящем 
токе состояние остается стационарным. Если контакт-
ная разность потенциалов равна нулю, то в геометрии 
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увлечения передача тока от источника к нагрузке будет 
происходить без потерь. Предложение [150] получило 
развитие в работе [159], где выдвинута идея создания 
нанотрансформатора на основе двухслойной системы с 
электрон-дырочным спариванием со схемой подключе-
ния, аналогичной [150]. 

Вопрос о влиянии на критический ток параллельно-
го слоям магнитного поля рассмотрен работе [160]. 
Рассматривался случай, когда джозефсоновская длина 
много меньше длины системы xL , ток протекает в на-
правлении x, а параллельное слоям магнитное поле 
направлено вдоль y . Проанализированы геометрия 
противотоков и туннельная геометрия. Как и ранее, 
критический ток определялся из условия стационарно-
сти фазы. При = 0yB  критический ток в туннельной 
геометрии ровно в два раза больше критического тока 
(7.19). Удвоение связано с тем, что в туннельной гео-
метрии на каждом из краев формируется половина 
джозефсоновского вихря, и оба края дают вклад в тун-
нельный ток. 

В стационарном режиме сверхпроводящие токи в 
слоях определяются выражением  

 1 2= = .y
s s s

eB de dj j
dx c

 θ
− ρ −  

  

 (7.24) 

Фаза θ удовлетворяет уравнению  

 
2

2 2
1= sin .
J

d
dx
θ

θ
λ

 (7.25) 

В геометрии противотоков на входном краю 1 =s inj j , а 
на противоположном краю 1( ) = 0s Rj x  (предполагает-
ся, что 0R ≠ , но состояние является стационарным). В 
туннельной геометрии при одинаковых факторах за-
полнения слоев нормальные токи в слоях равны друг 
другу и не зависят от координаты: 1 2= =n n nj j j . Гра-
ничные условия требуют, чтобы на краях системы Lx  и 

Rx  сверхпроводящая и нормальная составляющие пол-
ного тока удовлетворяли соотношениям 1( ) =s L nj x j , 

1( ) =s R nj x j− . Полный ток, протекающий через систе-
му, равен удвоенному сверхпроводящему току на кон-
це системы, т.е. 1 2 in( ) = ( ) = /2s L s Rj x j x j . 

С учетом записанных граничных условий найдено 
максимальное значение inj , при котором возможно 
стационарное решение. Рассчитанные зависимости 
критического тока от yB  приведены на рис. 4. Макси-
мальный критический ток в режиме противотоков дос-
тигается в магнитном поле 0= = /y JB B c edλ , а мак-
симальный критический ток в туннельной геометрии - 
в магнитном поле, равном нулю. При этом максималь-
ное значение критического тока будет одинаковым для 
двух рассмотренных геометрий. При 0yB B  крити-
ческие токи для двух геометрий одинаковы и много 
меньше критического тока в отсутствие продольного 
магнитного поля. 

Если входящий ток меньше критического и прило-
жено достаточно сильное параллельное слоям магнит-
ное поле, в системе формируется стационарная решет-
ка джозефсоновских вихрей. Как и в двумерной 
кристаллической решетке, элементы вихревой решетки 
могут смещаться в результате тепловых флуктуаций, и 
возможно появление дислокаций. В кристаллической 
двумерной решетке дислокация связана с обрывом 
атомного ряда (в трехмерном случае — с обрывом 
атомной плоскости). В решетке вихрей дислокация 
появляется при обрыве вихревой линии. С ростом тем-
пературы дислокации в вихревой решетке, как и в дву-
мерной кристаллической, приводят к плавлению ре-
шетки по механизму Костерлица—Таулесса. Теория 
плавления решетки джозефсоновских вихрей в двух-
слойной квантовой холловской систем построена в 
работах [161–163]. 

В теории плавления двумерных систем Костерлица–
Таулесса [38,39] показывается, что плавление проис-
ходит через диссоциацию дислокационных пар с анти-
параллельными векторами Бюргерса. Температура 
плавления выражается через коэффициенты упругости 
решетки. В случае рассматриваемой вихревой решетки 
температура плавления определяется из соотношения  

 melt 11 22= ,
2

T K Kπ
 (7.26) 

где 11K  — модуль сжатия, и 22K  — сдвиговая жест-
кость вихревой решетки. 

Энергия вихревой решетки равна  

 2 2
2

1= ( ) cos ,
2 2

j
s

t
E d r

 
ρ ∇θ− − θ 

π 
∫ Q



 (7.27) 

где ( ) = ( )θ ϕ + ⋅r r Q r , и ˆ= /ple d c×Q B z  . Вариацион-
ная производная от энергии по ( )θ r  обращается в нуль, 

Рис. 4. Зависимость критического тока от параллельного слоям 
магнитного поля. Сплошная линия соответствует геометрии 
противотоков, штриховая линия — туннельной геометрии. 
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если фаза θ удовлетворяет уравнению (7.25). Решетке 
вихрей соответствует решение (7.25) в виде монотонно 
возрастающей функции  

 0 ( ) = 2 am | ,
J

x m
m

 
θ π +   λ 

r  (7.28) 

где am( | )x m  — амплитуда эллиптических функций 
Якоби. Параметр m заключен в интервале [0,1] и опре-
деляется из условия минимума энергии (7.27). Интег-
рирование (7.27) после подстановки в него (7.28) дает  

2 2

2
4 ( ) 2= 1 ,

2 ( )( )
s J J

x y J

Q QE E m
L L mK m mmK m

 ρ λ πλ
− + + − 

λ   
 (7.29) 

где ( )K m  и ( )E m  — эллиптические интегралы первого 
и второго рода соответственно. При получении (7.29) 
предполагается, что магнитное поле направлено 
вдоль оси y  и на длине xL  укладывается целое число 
периодов вихревой решетки. Период решетки равен 

= 2 ( )Ja mK mλ . Приравнивая нулю производную от 
энергии (7.29) по m, получают уравнение  

 
4 ( )= .J

E mQ
m

λ
π

 (7.30) 

Уравнение (7.30) определяет зависимость параметра m 
(и, соответственно, периода решетки a) от магнитного 
поля plB . Это уравнение имеет решение, если  

 1
4> = ,pl c

J

cB B
edπ λ
  (7.31) 

что является условием возникновения решетки. При 
1pl cB B→  период решетки стремится к бесконечности. 

С ростом plB  период уменьшается. При 12pl cB B  
волновой вектор решетки = 2 /sQ aπ  с хорошей точно-
стью определяется уравнением =sQ Q , т.е. в таких 
полях период решетки a обратно пропорционален маг-
нитному полю. 

Для нахождения модуля сжатия и сдвиговой жест-
кости вихревой решетки энергия (7.29) записывается в 
виде разложения по малым отклонениям волнового 
вектора решетки , ,= ( , )s x s xQ Qδ δ δQ  от равновесного 
значения = ( ,0)eqQQ :  

 2 2 211 22
, ,= ,

2 2eq s x s y
K KE E d r Q Q − δ + δ 

 ∫  (7.32) 

где  

 
3

11 2
4(1 ) ( )=

( )
s

m K mK
E m

−
ρ

π
 (7.33) 

и  

 22 2
4 ( ) ( )= .s

K m E mK ρ
π

 (7.34) 

Входящие в (7.32) коэффициенты 11K  и 22K  отождест-
вляются с модулем сжатия и модулем сдвига решетки 
вихрей. 

Подстановка найденных 11K  и 22K  в (7.26) дает 
температуру плавления вихревой решетки  

 
2

melt
2 ( ) 1

= .s K m m
T

ρ −
π

 (7.35) 

При 1pl cB B→  температура meltT  стремится к нулю. 
При увеличении магнитного поля температура meltT  
возрастает и достаточно быстро приближается к  

 melt, =
2 sT ∞
π
ρ  (7.36) 

(уже при 1= 2pl cB B  отличие meltT  от melt,T ∞  не превы-
шает величину порядка одного процента). Примечатель-
но, что температура (7.36) совпадает с температурой пе-
рехода электрон-дырочной системы в сверхпроводящее 
состояние в отсутствие туннелирования между слоями. 

Эксперименты в геометрии противотоков проводи-
лись как для систем в форме холловской полосы 
[141,144], так и в форме диска Корбино [142]. Качест-
венно обе эти системы демонстрируют поведение, ко-
торое предсказывает описанная выше теория. В част-
ности, в работе [141] при увеличении входного тока 
наблюдался резкий переход от режима, при котором 
ток в цепи нагрузки равен нулю, к режиму, при кото-
ром входной и выходной токи практически совпада-
ют. Однако имеются и расхождения. Например, в 
эксперименте [142] ток подавался через контакты, 
расположенные либо на внешней, либо на внутренней 
окружности диска Корбино. Длины этих окружностей 
существенно различались, а измеряемый критический 
ток был одинаковый. Это можно объяснить, предпола-
гая, что туннелирование происходит по всей площади 
системы, а не вблизи края. Линейная зависимость тун-
нельного тока от площади системы наблюдалась и в 
экспериментах, проводимых в туннельной геометрии 
[138,140]. Это не согласуется с результатами представ-
ленных выше теоретических работ. Оценки для джозеф-
соновской длины дают величину, существенно меньшую 
длины системы. В этом случае значение критического 
тока должно быть пропорционально ширине системы, а 
не ее площади. Кроме того, экспериментальное значение 
критического тока оказывается существенно меньше то-
го, что дает теоретическая оценка. 

Возможная причина указанных расхождений связана 
с наличием в системе планарных вихрей (меронов), ко-
торые существенно влияют на джозефсоновское тунне-
лирование. Мероны в рассматриваемых системах могут 
возникать при отклонении суммарного фактора запол-
нения Tν  от единицы. Они приводят к появлению син-
гулярностей у фазы ( )ϕ r , и их наличие проявляется в 
нарушении пространственного дальнего порядка. В ра-
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ботах [154,156] такое влияние рассматривалось в пред-
положении, что мероны являются статическими. 

Идея работы [154] состоит в том, что мероны дейст-
вуют на систему подобно продольному магнитному по-
лю. В сильном параллельном слоям магнитном поле в 
условиях нестационарного эффекта Джозефсона средний 
по времени джозефсоновский ток отличен от нуля:  

 
2

2 2 2 2 2 4 2= .
2 ( )

s n

J n

e Q VSI
V Q Q V

ρ σ

λ − + σ

 



  




 (7.37) 

Здесь Q  — модуль вектора решетки и V  — напряже-
ние между слоями, выраженные в единицах 1

J
−λ  и 

/J eω  соответственно, = /J Jsω λ  — джозефсоновская 
частота, s — скорость звуковой моды (5.49) и 

2= ( / )( / )n n J seσ σ ω ρ
  . Ток (7.37) резонансно возрас-

тает при =Q V  . 
Присутствие меронов проявляется в наличии слу-

чайной добавки ( )mϕ r  к фазе в выражении для тун-
нельного тока. Эта добавка играет такую же роль, как 
периодическая фаза Qx в чистой системе. Разложение 
Фурье для экспоненты ei mϕ  можно представить как 
набор «дифракционных решеток» с разными k , каждое 
из которых попадает в резонанс со своим V . В резуль-
тате усреднения по набору «решеток» зависимость от 

nσ  исчезает. Авторы [154] приходят к следующей 
оценке для критического тока  

 
2

4 ,mps
c

J

Sae
I

ρ

λ

  (7.38) 

где mpa  — размер меронной пары. Хотя полученный 
ток пропорционален площади системы, абсолютная 
величина критического тока оказывается завышенной 
по сравнению с экспериментальным значением. Это 
связывается с тем, что ответ (7.37) получен без учета 
нестабильности решетки при скоростях движения, 
превышающих скорость плазменных возбуждений. 
Условие устойчивости определяется неравенством 

<V Q . Устойчивость восстанавливается при > cV V  , 
где 1/3

c nV −∝ σ . Как показано численно, учет такой не-
устойчивости приводит к уменьшению критического 
тока по сравнению с оценкой (7.38). 

В работе [156] предлагается следующее объяснение 
линейной зависимости критического тока от площади 
системы в геометрии противотоков. В присутствии 
меронов энергия системы задается функционалом  

 2 2
2= ( ) cos( ) .

2 2
s J

m
t

H d r
ρ 

∇ϕ + ϕ+ ϕ 
π ∫


 (7.39) 

Поле вихрей предполагается случайным с корреляци-
онной длиной ξ . Исходя из аналогии с магнитными 
системами в случайном поле [164], а также c одномер-
ными проводниками с примесями [165] показывается, 
что поле фазы ( )ϕ r  имеет вид хаотически расположен-

ных доменов, в каждом из которых ϕ  слабо меняется 
относительно равновесного значения ,i eqϕ , отвечающе-
го минимуму энергии. Характерный линейный размер 
домена dL  находится из примерного равенства кинети-
ческой kin sE ρ  и потенциальной 2

pot /2J dE t Lξ π  
энергии, что дает 2 /d JL λ ξ . В пределах одного доме-
на уравнение непрерывности для фазы ,= i eqϕ ϕ−ϕ  
записывается в виде  

 2
2 ( ) = 0,

2
J

s
d

t
f

L
ξ

ρ ∇ ϕ+ ϕ
π

 (7.40) 

где функция ( )f ϕ  меняется в интервале [ 1,1]− . Появ-
ление малого множителя / dLξ  связано с усреднением 
sin( )mϕ+ϕ  по реализациям. Второе слагаемое в (7.40) 
есть плотность туннельного тока, деленная на /e  . 
Максимальный туннельный ток на один домен равен  

 2
,max 2 = .

2
J

t d s
d

te eI L
L
ξ

≈ ρ
π 



 (7.41) 

При протекании противотоков фазы ,eqiϕ  подстраива-
ются таким образом, чтобы максимально уменьшить 
величину тока, протекающего в следующий домен, и 
тем самым уменьшить энергию токового состояния. 
Это достигается, когда туннельный ток равен (7.41). 
Тогда критический ток равен максимальному туннель-
ному току (7.41), умноженному на число доменов, и 
пропорционален площади системы,  

 
2

2 4 .c s s
d J

e S e SI
L

ξ
≈ ρ ρ

λ 


 (7.42) 

Заметим, что выражение (7.42) совпадает с (7.38), если 
корреляционную длину ξ  отождествить с размером 
меронной пары. Чтобы оценка для cI  совпадала с экс-
периментальным значением, в работе [156] предпола-
галось, что области сверхтекучей фазы образуют сетку 
каналов. В этом случае вместо площади всей системы 
в уравнение (7.42) нужно подставлять суммарную 
площадь каналов. 

В работах [155,157] влияние меронов на джозефсо-
новское туннелирование рассмотрено с учетом их 
движения. Движение меронов разрушает временной 
дальний порядок. Как показано в [155,157], нарушение 
временного порядка приводит к конечности пика в 
дифференциальной туннельной проводимости. 

В отсутствие туннелирования, беспорядка и тополо-
гических дефектов гамильтониан рассматриваемой 
системы в длинноволновом приближении записывает-
ся в виде  

 
2

2
2

1= ( ) ,
2 2 4
s zemH d

C

 ρ   ∇ϕ +   π  
∫ r



 (7.43) 

где C  — введенная выше емкость (7.15). Гамильтониан 
системы (7.43) имеет одну коллективную моду с зако-
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ном дисперсии =k ukω , где u  совпадает с вычисленной 
ранее скоростью s (5.49). При наличии туннелирования 
в гамильтониан следует добавить член T T+ −+ , где T±  
— операторы межслойного туннелирования:  

 2 /
2= e e e .

4
ii ieVtJ mt

T d r ± ϕ± ϕ −
± −

π ∫ 



 (7.44) 

Знаки «±» указывают направление туннелирования. 
Фаза параметра порядка разбивается на гладкую часть 
ϕ  и связанную с меронами сингулярную часть mϕ . 

Оператор туннельного тока равен = ( )/TI ie T T+ −− . 
Туннельный ток зависит от поля ( , )m tϕ r . Для описания 
статистических свойств этого поля вводится корреля-
ционная длина ξ  и время корреляции τ. Эти величины 
определяют коррелятор  

 
| |

( , ) (0,0)( , ) = e e = e ,
r t

i t im mmG r t
− −ϕ − ϕ ξ τ〈 〉r  (7.45) 

который записывается из феноменологических сооб-
ражений. Средний джозефсоновский ток находится по 
теории возмущений. Из-за флуктуаций поля ( , )m tϕ r  
член первого порядка по амплитуде туннелирования 
обращается в нуль. Поправка второго порядка вычис-
ляется с использованием золотого правила Ферми. В 
результате получено следующее выражение для тун-
нельного тока  
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где  
 ( , ) =D r t   

 [ ]1= 1 cos ( )cos ( ) cth
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и  
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Используя аппроксимацию sin[ ( , )/2] ( , )/2C r t C r t≈  и 
0( , ) =D r t D , получают следующую зависимость тун-

нельного тока от напряжения  

 0 2 2 2 2
0 00
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( / ) ( / )

TI V I dq
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 (7.49) 

где = /uα ξ τ , 0 = /V u eξ , и  
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 (7.50) 

Из (7.49) следует, что величина дифференциального 
кондактанса остается конечной в пределе 0V → . При 

1α   

 0
0 0

0

( ) 2(0) = | = .V
IdI VG

dV V→ α
 (7.51) 

Поскольку 1/α ∝ τ , то кондактанс (7.51) пропорциона-
лен времени корреляции τ, т.е. характерному времени 
существенного изменения вихревой конфигурации. В 
пределе τ → ∞  ( 0α → ), что соответствует неподвиж-
ным меронам, кондактанс стремится к бесконечности. 
Величина 0I  с точностью до константы, зависящей от α, 
совпадает с критическим током. Максимальное значе-
ние критического тока 0=cI Iπ  достигается при 0α → . 

Анализ, аналогичный [155,157], был выполнен в 
[153]. Для случая, когда в системе имеются вызываемые 
меронами статические флуктуации фазы, найдено, что  
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 (7.52) 

для eV T , и ( ) exp( / )I V eV u∝ − ξ   в предельном слу-
чае /eV u Tξ  . Выражение (7.52) показывает, что-
при < 2 sT πρ  дифференциальный кондактанс 

0( / ) |VdI dV →  равен нулю и характерное значение кри-
тического тока определяется выражением 

2 2( / )( / )c s JI S eρ ξ λ . Таким образом, перечисленные 
подходы [153–157] приводят к выводу, что в присутст-
вии меронов критический ток пропорционален квадрату 
амплитуды туннелирования, квадрату корреляционной 
длины пространственного распределения меронов и 
площади системы, а наличие либо отсутствие кондак-
танса зависит от того, могут ли мероны двигаться. 

8. Электрон-дырочная сверхпроводимость 
в графеновых системах и топологических 

изоляторах 

В 2004 году была экспериментально продемонстриро-
вана возможность создания моноатомного двумерного 
проводника — графена [166,167]. Особенностью элек-
тронного спектра графена является отсутствие энергети-
ческой щели между электронной и дырочной зонами и 
линейная зависимость энергии электронов от волнового 
вектора вблизи точек смыкания этих зон [168,169] (точки 
смыкания называют дираковскими точками). Если разде-
лить два графена тонкой диэлектрической прослойкой и 
приложить к системе перпендикулярное слоям электри-
ческое поле, то уровень Ферми в одном слое сместится 
вверх, а во втором слое — вниз относительно дираков-
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ской точки. Соответственно, в первом слое возникнет 
конечная концентрация электронов, а во втором — такая 
же концентрация дырок. Возникла идея, что в таких сис-
темах возможно электрон-дырочное спаривание. Эта 
идея была впервые высказана в работах [170–173]. 

Кристаллическая структура графена имеет форму 
пчелиных сот и содержит две подрешетки, обозначае-
мые как подрешетка A и подрешетка В. Дираковские 
точки, обозначаемые K  и K ′, расположены на краю 
зоны Бриллюэна. Для описания низкоэнергетических 
электронных явлений в графене используется дираков-
ская модель, которая выводится из модели сильно свя-
занных электронов на решетке при рассмотрении элек-
тронных состояний в малых окрестностях дираковских 
точек. Одночастичный электронный гамильтониан 
графена в низкоэнергетическом приближении записы-
вается в виде [169]  

 ( )= A BH c c+ +
ασ ασ

ασ
×∑ k k

k
  

 
0 ( )

,
( ) 0

F x y A

BF x y

k ik c
ck ik

ασ

ασ

α −  
×   α +   

k

k





v

v
 (8.1) 

где ( )A Bc+ ασk  и ( )A Bc ασk  — операторы рождения и 
уничтожения электронов на подрешетке ( )A B  графена, 
и = 1α ±  — индекс долины (две долины формируются 
возле дираковских точек K  и K ′), Fv  — скорость 
Ферми (в монослойном графене скорость Ферми не 
зависит от концентрации носителей заряда) и волновой 
вектор k  отсчитан от соответствующей дираковской 
точки. Электронные состояния вырождены по спину 

= ,σ ↑ ↓ и номеру долины α, что соответствует нали-
чию четырех дираковских компонент. 

При анализе электрон-дырочного спаривания в графе-
не обычно считают, что спаривание происходит незави-
симо в каждой из дираковских компонент. Поэтому для 
нахождения критической температуры достаточно рас-
смотреть лишь одну компоненту. Ниже рассматривает-
ся компонента с = 1α + . 

При переходе к операторам рождения (уничтожения) 
электронов в электронной и дырочной зонах ( )c c+

λ λk k  
гамильтониан (8.1) принимает диагональный вид  

 = ,H c c+
λ λ λ

λ
ε∑ k k k

k
 (8.2) 

где = F kλε λk v  — энергия одноэлектронного состояния 
и = 1( 1)λ + −  соответствует электронной (дырочной) зо-
не. Здесь и далее индексы долины и спина рассматривае-
мой компоненты опущены. Оператор уничтожения элек-
трона с заданным λ выражается в виде линейной 
комбинации операторов ( )A Bc k ,  

 ( )1= e ,
2

i
A Bc c c− θ

λ + λ kk k k  (8.3) 

где θk  — угол между волновым вектором k  и осью x. 

Двухслойную систему описывают гамильтонианом, 
представляющим собой сумму одночастичных гамиль-
тонианов слоев и двухчастичного гамильтониана ку-
лоновского взаимодействия внутри каждого слоя и 
между слоями. В приближении среднего поля вводятся 
аномальные средние 1 2,c c+

λ −λ〈 〉k k  (1, 2 — индексы сло-
ев), описывающие спаривание между электронами и 
дырками, и двухчастичный гамильтониан заменяется 
на одночастичный, причем учитываются только недиа-
гональные по индексу слоя слагаемые. В этом же при-
ближении диагональные по индексу слоя слагаемые 
приводят к перенормировке химических потенциалов. 
Предполагается, что химические потенциалы слоев 
удовлетворяют условию 1 2= =µ −µ µ (индекс 1 соот-
ветствует электронному слою, индекс 2 — дырочно-
му). В результате гамильтониан двухслойной системы 
принимает вид [170–172]  

 ( )1 1 2 , 2 ,=MF i iH N c c c c+ +
λ λ λ −λ −λ

λ

−µ ξ − −∑ k k k k k
k

  

 ( )1 2 , H.cc c+
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где =λ λξ ε −µk k  и  
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  (8.5) 

Отметим, что закон дисперсии электронов в графене 
автоматически приводит к конгруэнтности поверхно-
стей Ферми электронов и дырок, что способствует спа-
риванию. 

Подстановка в (8.5) явного выражения для аномаль-
ного среднего приводит к уравнению самосогласова-
ния для параметра порядка  

 sqr
, 12

1 cos( )1= ( )
2

V q
S

+
λ

′λ

′+ λλ θ − θ
∆ ×∑ k q k

k
q

  

 , ,

,
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2 2
E

E T
′ ′+ λ + λ

′+ λ

∆
× k q k q

k q
 (8.6) 

где 2 2
, ,=E λ λ λξ + ∆k k k  — энергия квазичастичных 

возбуждений. В рассматриваемом подходе учитывается 
спаривание электронов из зоны проводимости с дырка-
ми валентной зоны и спаривание электронов из валент-
ной зоны с дырками зоны проводимости (рис. 5).  

Спариванию первого типа отвечает параметр по-
рядка ,λ∆k  с = 1λ + , а спариванию второго типа — па-
раметр порядка с = 1λ − . Максимальное по модулю 
значение ,λ∆k  достигается на поверхности Ферми. 

Несколько другое уравнение самосогласования дает 
модель с контактным взаимодействием [173,174]. 
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В приближении среднего поля эта модель описывается 
гамильтонианом  

( )1 1 2 2= , , ,i i A B A BH N c c c c+ + + +−µ ×∑ k k k k
k
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 (8.7) 

где = x yk k ik± ± , 2 1 2 1= =Ai Ai Bi BiU c c U c c+ +∆ 〈 〉 − 〈 〉 , U  — 
энергия контактного взаимодействия и i  — индекс 
ячейки. Уравнение самосогласования имеет вид  

 ,0

,
= th ,

2 2
EU

S E T
λ

λλ

Ω ∆
∆ ∑ k

kk
 (8.8) 

где 0Ω  — площадь элементарной ячейки графена. В 
этой модели параметр порядка не зависит от волнового 
вектора и номера зоны λ. 

При = 0T  уравнение самосогласования (8.6) (как и 
уравнение самосогласования (8.8)) имеет нетривиальное 
решение 0∆ ≠  при любом сколь угодно малом притя-
жении (что означает неустойчивость нормальной фазы 
относительно перехода в спаренное состояние). Однако 
абсолютное значение ∆ при = 0T  и критическая темпе-
ратура cT  (максимальная температура, при которой 
уравнение самосогласования имеет нетривиальное ре-
шение) очень чувствительны к выбору потенциала. 

В [171,172] в качестве потенциала взаимодействия 
использовался неэкранированный кулоновский потен-
циал. В этом случае уравнение (8.6) дает cT∆ ≈ ≈ µ . Как 
уже отмечалось в разд. 2, температура cT  отличается от 
температуры сверхтекучего перехода BKTT . Для графе-
новой системы уравнение для BKTT  записывается через 
сверхтекучую жесткость и совпадает с (5.52). В [175] из 
выражения для сверхпроводящих токов, найденного по 
теории линейного отклика на векторный потенциал, 
получена сверхтекучая жесткость рассматриваемой сис-
темы при = 0T : 0 = / 8sρ µ π. В [176] показано, что ре-
зультат [175] справедлив при ∆ µ . В общем случае  

 
2 2 22 2

0 2 2 2 2 2
= 1 ln .

8 2
s

  µ + ∆ +µµ ∆ ∆  ρ + +
  π µ µ µ + ∆ −µ  

 (8.9) 

Ответ (8.9) получен в пренебрежении зависимостью ∆ 
от волнового вектора и номера зоны. Согласно (8.9), 
при ∆ ≈ µ сверхтекучая жесткость примерно в два раза 
больше ее значения в пределе / 0∆ µ → . Если cT ≈ µ и, 
соответственно, (0)s cTρ  , то температура сверхтеку-
чего перехода с хорошей точностью дается соотноше-
нием 0= /2BKT sT πρ . Отсюда следует, что 0,1BKTT ≈ µ. 
При = 0,3µ  эВ температура BKTT  совпадает с комнат-
ной температурой. Такая оценка для температуры пе-
рехода получена в [171]. 

Результат будет существенно иным, если в качестве 
потенциала взаимодействия взять экранированный 
потенциал для системы в нормальном состоянии, как 
это сделано в [177]. В приближении хаотических фаз 
экранированный потенциал определяется выражением  

 
2

sqr
12

2( ) = eV q
q
π

×
ε

  

22 2
2

exp( ) ,
4 21 ( ) ( )[1 exp( 2 )]

qd

e eq q qd
q q

−
×

 π π
− Π + Π − −  ε ε 

 (8.10) 

где ( )qΠ  — статический поляризационный оператор для 
одного слоя (при 1 2=µ ±µ  поляризационные операторы 
слоев 1 и 2 одинаковы). При T µ  и < 2 Fq k  поляриза-
ционный оператор не зависит от q: ( ) = 4 FqΠ − ν , где 

2 2= /2F Fν µ π v  — плотность состояний на поверхно-
сти Ферми в пересчете на одну компоненту и множи-
тель 4 возникает из-за суммирования вкладов в экра-
нирование всех дираковских компонент. Из этого 
следует, что экранированный потенциал удовлетворяет 
неравенству  

 sqr
12

1( ) < .
8 F

V q
ν

 (8.11) 

Заменяя параметр порядка ,λ∆k  его значением на по-
верхности Ферми, уравнение (8.6) записывают в виде  

Рис. 5. Схематическое изображение двухзонного электрон-
дырочного спаривания в двухслойной графеновой системе. 
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2 2

2 2
0

= th ,
2Fg d
T

µ ξ + ∆∆
∆ ν ξ

ξ + ∆
∫  (8.12) 

где константа связи дается интегралом  

 
2

sqr 2
12

0

= 2 sin cos
2 2 2F
dg V k

π θ θ θ 
 π  ∫  (8.13) 

и энергия обрезания интеграла в (8.12) принята равной 
энергии Ферми. Из (8.12) следует известный из теории 
БКШ результат для критической температуры  

 
1exp ,c

F
T

g
 

≈ µ − ν 
 (8.14) 

Неравенство (8.11) приводит к ограничению на кон-
станту связи < 1/16 Fg ν , и температура (8.14) удовле-
творяет неравенству  

 16 7< e 10 .cT − −µ ≈ µ  (8.15) 

В этом случае критическая температура cT  и темпера-
тура BKTT  практически совпадают. Таким образом, 
подход [177] дает температуру перехода на 6 порядков 
меньшую, чем полученная в [171]. 

В работах [178–180] рассматривался экранированный 
потенциал, вычисленный самосогласованным образом, 
т.е. с учетом влияния спаривания на экранирование. В 
этом приближении матрица поляризационного операто-
ра содержит как диагональные, так и недиагональные по 
слоям компоненты  

 
( , ) ( , )

( , ) =
( , ) ( , )

S D

D S

Π ω Π ω 
ω  Π ω Π ω 

q q
P q

q q
 (8.16) 

и фурье-компонента экранированного потенциала равна  

 sqr
12

( ) ( )1( , ) = .
2 1 ( ) ( , ) 1 ( ) ( , )

V q V qV q
V q V q

+ −

+ + − −

 
ω − − Π ω − Π ω q q

  

  (8.17) 

Здесь 11 12( ) = ( ) ( )V q V q V q± ± , ( )ikV q  — неэкранирован-
ный кулоновский потенциал, и использовано обозна-
чение ( , ) = ( , ) ( , )S D±Π ω Π ω ±Π ωq q q . Выражение 
(8.17) описывает динамическое экранирование (с уче-
том запаздывания). В статическом пределе в качестве 
экранированного потенциала в (8.6) берется функция 

sqr
12 ( ,0)V q . Расчет [179] показывает, что поляризацион-

ная функция ( ,0)+Π q  обращается в нуль при = 0q , а 
при / /F Fq k ∆ ε  экранированный потенциал слабо 
отличается от неэкранированного, что свидетельствует 
об отсутствии экранирования кулоновского взаимо-
действия между зарядами на большом расстоянии 
[176]. Чем больше ∆, тем сильнее подавляется экрани-
рование, и тем больше константа связи g . Если пара-
метр порядка ∆ мал по сравнению с энергией Ферми, то 

оценка (8.15) остается применимой и при учете влияния 
спаривания на экранирование [178], но в общем случае 
это не так. Как показано в [180], при достаточно силь-
ном затравочном взаимодействии уравнение самосогла-
сования имеет три решения, причем минимуму энергии 
соответствует решение с ∆ ≈ µ (наибольший корень). 
Такое решение появляется, если безразмерный параметр 
взаимодействия 2= /s F Fr e k εε  (где ε — диэлектриче-
ская проницаемость окружения) превышает некоторое 
критическое значение cr . Значение cr  зависит от рас-
стояния между слоями d , являясь возрастающей функ-
цией другого безразмерного параметра = Fd dk . 

Параметр sr  равен отношению характерной энергии 
кулоновского взаимодействия к характерной кинети-
ческой энергии. Особенностью систем с дираковским 
спектром является то, что sr  не зависит от плотности 
носителей. Для графеновой системы на диэлектриче-
ской подложке с проницаемостью ε этот параметр ра-
вен 2

eff= /s Fr e εv , где eff = ( 1)/2ε ε + . Для сэндвича 
«графен–диэлектрик–графен» в вакуумном окружении 
параметр sr  принимается таким же, как и для монослоя 
графена в вакууме: 2= / 2,2s Fr e ≈v . В [180] получено 
критическое значение 2,35cr ≈  при 0d → , что больше 
sr  в графене даже при = 1ε . 

В [179] был учтен динамический характер экраниро-
вания. При этом собственно-энергетическая матрица 
вычислялась в первом порядке теории возмущений, и в 
качестве возмущающего взаимодействия брался экра-
нированный потенциал sqr ( , )ijV ωq . С учетом, того, что 
недиагональный элемент собственно-энергетической 
матрицы равен параметру порядка электрон-дырочного 
спаривания, уравнение самосогласования для темпера-
туры = 0T  записывалось в виде  

 sqr
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1( ', ) = ( , ( ))
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E
′′ λ
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k k

k q

k  (8.18) 

В [179] получено критическое значение 1,5cr ≈  (для 
0d → ). Это означает, что в системах типа «сэндвич», 

помещенных в вакуум, параметр порядка может дости-
гать ∆ ≈ µ. Увеличение расстояния между слоями (при 
сохранении неизменной плотности носителей) приво-
дит к усилению экранирования межслоевого взаимо-
действия. Вследствие этого решение уравнение само-
согласования ∆ ≈ µ пропадает при > cd d  . Для системы 
типа сэндвич 0,1cd ≈ . Существование критического d  
означает, что при увеличении плотности носителей 
критическая температура сначала возрастает, а затем 
при достижении плотности выше критического значе-
ния 2 2= /c cn d dπ  эта температура резко падает. Макси-
мальная температура перехода, которая достигается 
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при cn n≈ , обратно пропорциональна расстоянию ме-
жду графеновыми слоями. Для 10d ≈  нм оценка дает 
максимальную критическую температуру 10 КBKTT ≈ . 

Нужно отметить, что критическая плотность доста-
точно мала. Даже для предельно малых 1d ≈  нм она 
составляет 113 10cn ≈ ⋅  см–2, а для 5d ≈  нм она порядка 

1010  см–2. В двухслойных системах с квадратичным 
законом дисперсии носителей низкая плотность соот-
ветствует пределу локальных электрон-дырочных пар. 
Поэтому возникает вопрос о применимости приближе-
ния БКШ при рассмотрении графеновых систем. Ана-
лиз задачи о связанном состоянии электрона и дырки в 
монослойном графене показывает [181], что при > 1sr  
решение двухчастичного уравнения Шредингена с по-
тенциалом притяжения 1/V r∝  сингулярно в точке 

= 0r  (r — расстояние между электроном и дыркой). 
Формально это трактуется как падение на центр, а фи-
зически соответствует образованию локальных пар с 
радиусом, сравнимым с постоянной решетки графена. 
Однако, если электрон и дырка находятся в разных 
слоях, то притягивающий потенциал остается конеч-
ным при = 0r  и падение на центр не происходит [182]. 
При этом все решения уравнения Шредингера имеют 
при r →∞  асимптотику, соответствующую инфинит-
ному движению в кулоновском поле. Этот результат 
означает, что в двухслойной системе электрон и дырка, 
находящиеся в разных слоях, не образуют связанного 
состояния. 

Так как двухслойные графеновые системы обычно 
изготавливают на подложках, монослойный графен 
следует признать не очень подходящим материалом 
для реализации электрон-дырочной сверхпроводимо-
сти. Действительно, принимая диэлектрическую про-
ницаемость подложки = 4sε , получаем = 0,88sr , что 
меньше полученного в [179] критического значения. В 
работе [183], чтобы обойти ограничение на макси-
мальное sr , предложено заменить монослойный графен 
на двухслойный. В двухслойном графене энергия но-
сителей является квадратичной функцией волнового 
вектора 2 2

eff= /2k k mλε λ , где effm  — эффективная 
масса. Эффективная масса выражается через амплиту-
ду перескока электронов между ближайшими узлами 
соседних слоев двухслойного графена t⊥  и скорость 
Ферми в монослойном графене: 2

eff = /2 Fm t⊥ v . Для 
= 0,4t⊥  эВ это дает eff 00,035m m≈ , где 0m  — масса 

свободного электрона. В отличие от системы двух мо-
нослойных графенов, в системе двух двухслойных гра-
фенов параметр sr  зависит от плотности носителей n:  

 
2 2

eff
2

2
= = .F

s
F

me k er
nεε ε π

 (8.19) 

Согласно расчетам [183], параметр порядка ∆ достига-
ет величины порядка энергии Ферми, если > 4s cr r ≈  
(при 0Fdk → ). При соответствующем выборе n это 

условие можно выполнить, в том числе, в системах на 
подложке и в объемной диэлектрической матрице. При 
этом необходимо учитывать ограничение снизу на 
плотность носителей, которое возникает из-за триго-
нального искажения квадратичного спектра при малых 
энергиях. Искажение проявляется в формировании трех 
близко расположенных дираковских конусов при малых 
k . При больших k  эти конуса смыкаются в одну долину. 
В результате выражение (8.19) оказывается примени-
мым для плотности носителей выше 11

min 10n ≈  см–2. 
Подстановка minn  в (8.19) дает ,max 24/sr ≈ ε , т.е. для ха-
рактерных значений диэлектрической проницаемости 
( =ε 3–4) параметр ,maxsr  примерно в два раза превыша-
ет критическое значение = 4cr . При ∆ µ  температура 
сверхтекучего перехода равна 0 /2BKT sT ≈ πρ . Сверхте-
кучая жесткость в электрон-дырочной системе на осно-
ве двухслойного графена в два раза больше, чем в сис-
теме на основе монослойоного графена [176] (при той 
же энергии Ферми). Как и в системе на основе монослой-
ного графена, критическое значение cr  возрастает при 
увеличении Fdk . При росте плотности носителей пара-
метр sr  уменьшается, а критическое значение cr  увели-
чивается. Критическая температура растет, пока не дос-
тигается равенство =s cr r , после чего критическая 
температура резко падает. Согласно приведенным в [183] 
оценкам, температура перехода в системе двух двухслой-
ных графенов в объемной матрице гексагонального нит-
рида бора при = 2d  нм может достигать 14 К. 

В работе [184] рассмотрена возможность электрон-
дырочного спаривания в тонких пластинах топологи-
ческих изоляторов. Топологические изоляторы [185] 
имеют запрещенную зону в электронном спектре (эта 
зона достаточно узкая и по этому параметру их скорее 
нужно отнести к полупроводникам) и поверхностные 
электронные состояния, спектр которых полностью 
перекрывает запрещенную зону. В результате поверх-
ность трехмерного топологического изолятора является 
двумерным проводником, а пластина из такого материа-
ла представляет собой систему двух проводящих слоев, 
разделенных диэлектрической прослойкой. Спектр по-
верхностных электронных состояний топологического 
изолятора подобен спектру графена. В отличие от гра-
фена, число дираковских конусов должно быть нечет-
ным (суммарное число конусов на двух поверхностях, 
остается четным). Топологический изолятор Bi2Se3 
имеет достаточно широкую (0,3 эВ) запрещенную зону 
и принадлежит к одноконусному семейству. Поляриза-
ционный оператор, входящий в выражение для экра-
нированного потенциала, пропорционален числу дира-
ковских компонент. Поэтому экранирование электрон-
дырочного взаимодействия в пластине топологическо-
го изолятора, относящегося к одноконусному семейст-
ву, будет слабее, чем в двухслойных графеновых сис-
темах (где число дираковских компонент равно 
четырем). Для пластины топологического изолятора 
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Bi2Se3 параметр sr  равен = 3,5/sr ε, где ε — диэлектри-
ческая проницаемость окружения. В работах [179,186], 
где экранирование учитывалось самосогласованным 
образом, было показано, что состояние с ∆ µ  реали-
зуется при > 0,5s cr r ≈  (при 1Fdk  ). При увеличении 

Fdk  величина cr  возрастает, достигая = 3,5cr  при 
= 0, 4Fdk . Условие >s cr r  можно выполнить для плен-

ки на подложке, а также для пластины между двумя 
объемными диэлектриками. Для последнего случая, 
принимая = 3ε , находят [186], что условие =s cr r  вы-
полняется при = 0,1Fdk , что соответствует 5BKTT ≈  К 
для пластины толщиной = 10d  нм. 

В работах [110,113,187,188] рассматривалось элек-
трон-дырочное спаривание в двухслойных графеновых 
системах, помещенных в перпендикулярное проводящим 
слоям квантующее магнитное поле. Так как волновая 
функция электрона на нулевом уровне Ландау в графене 
совпадает с таковой в системе с квадратичным законом 
дисперсии, спаривание электронов и дырок в этих систе-
мах имеет много общего. Преимуществом графена явля-
ется то, что расстояние между уровнями Ландау пропор-
ционально корню квадратному из магнитного поля 
(энергии уровней равны = 2 /N F BE N± ± v , где N  — 
целое [169]). Для такого спектра требование малости ха-
рактерной кулоновской энергии по сравнению с энерге-
тической щелью между нулевым уровнем Ландау и ос-
тальными уровнями записывается в виде неравенства 

2 / 2 1Fe ε v , которое при достаточно большой ди-
электрической проницаемости окружения выполняется 
независимо от величины магнитного поля B . Прило-
жение к графеновым системам квантующего магнит-
ного поля делает возможным образование в них ло-
кальных электрон-дырочных пар (магнитоэкситов). 
Предел разреженного газа магнитоэкситонов рассмат-
ривался в работах [187,188]. Найдена температура 
сверхтекучего перехода в газе магнитоэкситонов как 
функция расстояния между слоями. Оценки, приве-
денные в [188], показывают, что для достижения тем-
пературы перехода > 1 КBKTT  нужны достаточно ма-
лые расстояния d  между слоями и большие магнитные 
поля (например, чтобы достичь критическую темпера-
туру 3BKTT ≈  К, нужно 3d ≈  нм и магнитное поле 

= 10B  Тл). В [110,113] плотность пар считалась произ-
вольной. Хотя в недопированном графене нулевой 
уровень Ландау в случае спинового и долинного вы-
рождения можно считать заполненным наполовину, 
спаривания электронов и дырок в системе двух недо-
пированных графенов не возникает. Это связано с на-
личием в графене нескольких дираковских компонент. 
Согласно [110], энергетически выгодной будет фаза, 
где состояния, соответствующие данной дираковской 
компоненте, будут либо полностью заполненными в 
данном слое, либо полностью пустыми. При этом та-
кое состояние становится энергетически невыгодным 
при приложении электрического поля, создающего 

разбаланс факторов заполнения слоев. В системе с та-
ким разбалансом спаривание электронов и дырок уже 
имеет место. Максимальная температура сверхпрово-
дящего перехода достигается в поле, при котором фак-
торы заполнения нулевого уровня Ландау в слоях 1 и 2 
равны 1 = 1/2ν ± , 2 = 1/2ν   либо 1 = 3/2ν ± , 2 = 3/2ν  . 
При указанных факторах заполнения теория дает кри-
тическую температуру 3BKTT ≈  К для системы на под-
ложке с = 4ε  и = 20d  нм в магнитном поле = 1B  Тл 
[113]. 

В [189] показана возможность образования локаль-
ных электрон-дырочных пар в двухслойной графеновой 
системе в отсутствие магнитного поля. Для этого требу-
ется за счет внешних факторов (например, гидрирова-
ния графеновых слоев) сделать подрешетки А и В неэк-
вивалентными, чтобы одноузельные энергии электронов 
на подрешетках были разными. Это приводит к появле-
нию щели b∆  в электронном спектре графена, и графен 
из полуметалла превращается в полупроводник. В [189] 
рассчитана эффективная масса пары и оценена темпера-
тура перехода разреженного газа пар в сверхпроводящее 
состояние. Рассмотрение опирается на приближенное 
решение матричного уравнения Шредингера, которое 
описывает двухчастичную систему взаимодействующих 
электрона и дырки, в пределе, когда величина щели 
много больше кинетической энергии относительного 
движения носителей в паре и движения пары в целом. 
Найдено, что температура перехода падает при увели-
чении величины щели и при увеличении расстояния 
между графеновыми слоями. Для 1d ≈  нм, 1b∆ ≈  эВ и 
концентрации носителей 11= 5 10n ⋅  см–2 авторы [189] 
получили оценку 1BKTT ≈  К. 

В последнее время также активно обсуждается воз-
можность реализации электрон-дырочного спаривания 
в двухслойных кристаллах на основе других двумер-
ных кристаллов, в частности дихалькогенидов пере-
ходных металлов (ДХПМ) [190–192]. Подобно графе-
ну, кристаллическая структура двумерных кристаллов 
ДХПМ напоминает пчелиные соты. Атомы переходно-
го металла формируют одну подрешетку, а атомы 
халькогена, связанные попарно, вторую подрешетку. 
При этом слой, образованный атомами металла, распо-
лагается посередине между двумя слоями атомов халь-
когенов. Минимумы зоны проводимости и максимумы 
валентной зоны в этих кристаллах расположены в K  и 
K ′ точках зоны Бриллюэна и разделены щелью поряд-
ка 1 эВ. Спин-орбитальное взаимодействие приводит к 
спиновому расщеплению зоны проводимости и ва-
лентной зоны. В [190] рассматривалось электрон-
дырочное спаривание в двухслойных ДХПМ структу-
рах в пределе низкой плотности. Как и в системе, рас-
смотренной в разд. 3, в ДХПМ структурах могут обра-
зовываться несколько сортов локальных электрон-
дырочных пар. Минимуму энергии соответствует либо 
двухкомпонентный газ пар, в котором компоненты 
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различаются индексом долины (K  или K ′), либо одно-
компонентый газ в случае, когда все электрон-дыроч-
ные пары формируются в одной долине. Двухкомпо-
нентная фаза является стабильной при малом 
межслоевом расстоянии ( 0< 0, 25d a , где 0a  — эффек-
тивный боровский радиус пары), а при бóльших d  
происходит пространственное расслоение на компонен-
ты. Оценка температуры перехода для структуры MoS2–
hBN–MoTe2 c плотностью пар 1210n ≈  см–2 (что соот-
ветствует 2

0 0,01na ≈ ) дает 10BKTT ≈  К. В [191] воз-
можность электрон-дырочного спаривания рассматри-
валась в подходе БКШ с учетом экранирования 
кулоновского взаимодействия, а также с учетом пере-
нормировки энергии возбуждений за счет внутрислой-
ного кулоновского взаимодействия. Согласно [191], 
вклад собственно-энергетической поправки зависит от 
«голой» приведенной массы пары. Для приведенной 
массы 0 0,05 em m , такой вклад оказывается малым. В 
этой ситуации сверхпроводящая щель ∆ будет такого 
же порядка, что и энергия Ферми, и можно достичь 
высокой температуры сверхтекучего перехода 

0,1BKTT ≈ µ. Так как в ДХПМ приведенная масса зна-
чительно больше, то, как следует из анализа [191], учет 
собственно энергетической поправки оказывается су-
щественным и приводит к значительному уменьшению 
∆ и критической температуры ( 4 210 –10cT − −∆ ≈ ≈ µ µ). 

В заключение этого раздела отметим, что в настоя-
щее время синтезированы двухслойные структуры на 
основе как монослойного, так и двухслойного графена 
с раздельными контактами в слоях и возможностью 
управлять концентрацией и знаком носителей заряда в 
каждом из слоев, и проведены экспериментальные ис-
следования эффекта межслоевого увлечения в таких 
структурах. В системах на основе монослойного гра-
фена [193,194] наблюдались гигантские флуктуации 
фактора увлечения при изменении концентрации носи-
телей, а также смена знака холловского увлечения при 
изменении магнитного поля. Эти аномалии, вероятнее 
всего, не связаны непосредственно со спариванием 
электронов и дырок. В [195] двухслойная система соз-
давалась с помощью нанесения графена на поверх-
ность GaAs гетероструктуры с квантовой ямой. В этой 
системе наблюдалось аномальное возрастание факто-
ра увлечения при низкой температуре, что рассматри-
валось как доказательство спаривания. В работах 
[196,197] изучались транспортные свойства двухслой-
ных структур на основе двухслойного графена. В этих 
работах был также обнаружен эффект аномально 
большого увлечения при низких температурах, однако 
эффект наблюдался как для разных знаков (e h−  сис-
темы), так и для одинаковых знаков (e e−  и h h−  сис-
темы) носителей заряда в слоях. В [198,199] изучались 
транспортные свойства этих же структур в квантую-
щем магнитном поле. В [198,199] наблюдалось экспо-
ненциальное падение продольного сопротивления и 

исчезновение холловского сопротивления при проте-
кании противотоков, а также полное холловское увле-
чение, что, как и в случае GaAs гетероструктур, свиде-
тельствует об электрон-дырочном спаривании. 

9. Заключение 

Время показало плодотворность идеи о возможно-
сти спаривания пространственно разделенных элек-
тронов и дырок и перехода образовавшихся пар в про-
тивотоковое сверхпроводящее состояние. Однако, хотя 
к настоящему времени выполнено большое число экс-
периментальных работ, посвященных этой проблеме, 
однозначное доказательство наблюдения перехода в 
сверхпроводящую фазу отсутствует. Это может быть 
связано с несколькими причинами, которые мы здесь 
резюмируем. Во-первых, температура перехода cT  мо-
жет быть очень мала вследствие сильного экранирова-
ния потенциала взаимодействия между электронами и 
дырками. Вопрос о последовательном учете экраниро-
вания остается одним из важных вызовов теории. Во-
вторых, отрицательным фактором для спаривания яв-
ляется неконгруэнтность поверхностей Ферми элект-
ронов и дырок. В системах с высокой плотностью но-
сителей (предел БКШ) неконгруэнтность приводит к 
уменьшению cT  вплоть до обращения ее в нуль. 
В третьих, появлению сверхпроводящих свойств могут 
препятствовать примеси и неоднородности. В системах 
с большой плотностью пар (предел БКШ) примеси, за 
счет несимметричности рассеяния на них электронов и 
дырок, работают подобно магнитным примесям в обыч-
ных сверхпроводниках, и уже достаточно малая концент-
рация примесей приводит к разрушению сверхпрово-
дящего состояния. В квантовых холловских системах 
неоднородности могут также порождать вихри, появ-
ление которых приводит к диссипации потока пар. На-
конец, переходу в сверхпроводящее состояние могут 
препятствовать эффекты, связанные с туннелировани-
ем между электронным и дырочным слоями. Эффекты 
туннелирования снимают вырождение по фазе пара-
метра порядка, препятствуя протеканию в системе од-
нородных продольных токов. При этом вопрос об их 
влиянии на саму возможность перехода в сверхпрово-
дящую фазы остается, по нашему мнению, недоста-
точно понятым. Перечисленные факторы становятся 
менее существенными в системах с низкой плотностью 
пар (предел бозе-эйнштейновского конденсата). Однако 
в этом случае при малом расстоянии между слоями d  
система становится неустойчивой относительно обра-
зования биэкситонов, а при большом межслоевом рас-
стоянии возникает неустойчивость относительно об-
разования неоднородной фазы типа волны зарядовой 
плотности, либо двухслойного вигнеровского кристал-
ла, в результате чего электрон-дырочная сверхпрово-
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димость может реализоваться лишь в достаточно узком 
диапазоне межслоевых расстояний. 

Излагая существующие точки зрения, мы не всегда 
полностью с ними согласны. Представляется, что име-
ется еще достаточно широкое поле для теоретических 
изысканий. Что же касается экспериментальных иссле-
дований, то они интенсивно продолжаются. Подтвер-
ждением последнего является недавняя работа [200], в 
которой сообщается о наблюдении резкого возраста-
ния туннельного кондактанса в системе двух двух-
слойных графенов с равными по модулю и противопо-
ложными по знаку плотностями зарядов в слоях, т.е. в 
условиях, благоприятных для электрон-дырочного 
спаривания. 

Работа выполнена при грантовой поддержке Госу-
дарственного фонда фундаментальных исследований 
Украины, конкурсный проект No 33683. 
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Электрон-діркова надпровідність 
(Огляд) 

Д.В. Філь, С.І. Шевченко 

Цей огляд присвячений теорії електрон-діркової надплин-
ності в двошарових системах. Йдеться про стан, в якому елек-
трони та дірки з сусідніх шарів утворюють зв’язані пари і 
бездиссипативне перенесення заряду обумовлено рухом пар 
як цілого. Наявність потоку зв’язаних пар еквівалентно про-
тіканню в шарах, що проводять, рівних за модулем і протилеж-
но спрямованих електричних струмів. Тому таку надплинність 
можна розглядати як своєрідну надпровідність, яку часто на-
зивають протиструмовою (counterflow) надпровідністю. Це 
явище було передбачено близько 40 років тому, але вивчення 
проблеми електрон-діркової надпровідності в двошарових 
системах інтенсивно продовжується досі. У огляді представ-
лений розгорнутий опис теоретичних уявлень і підходів до 
проблеми електрон-діркової надпровідності. 

Ключевые слова: електрон-діркове спаровування, ексітонна 
надплинність, двошарові системи. 

Electron-hole superconductivity 
(Review Article) 

D.V. Fil and S.I. Shevchenko 

This review is devoted to the theory of electron-hole super-
fluidity in double-layer systems. The question is about the state in 
that electrons and holes from adjacent layers form bound pairs 
and nondissipative transfer of charge is provided by motion of 
pairs as wholes. The occurrence of flow of bound pairs is equiva-
lent to the flowing equal in module and the oppositely directed 
electric currents in conducting layers. Therefore such super-
fluidity can be considered as a special type of superconductivity 
that is often called counterflow superconductivity. This phenom-
enon was predicted about 40 years ago, but the study of the prob-
lem of electron-hole superconductivity in the double-layer sys-
tems is in progress until now. In the review the extensive 
description of theoretical grounds and approaches to the problem 
of electron-hole superconductivity is presented. 

Keywords: electron-hole pairing, exciton superfluidity, bilayer 
systems. 
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