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ВВЕДЕНИЕ 
Наиболее ответственным участком полета авиаци-

онно-космической системы (АКС), состоящей из само-
лета-носителя (СН) и орбитальной ступени (ОС), являет-
ся выведение ОС на орбиту после ее отделения от СН. 
Данная задача выведения является задачей терми-
нального управления, основное требование которой 
состоит в приведении объекта в заданное конечное 
(терминальное) состояние с максимальной точностью, 
удовлетворяя различным целевым ограничениям, 
которые накладываются на параметры движения и 
управления ОС. Особенностью приведения ОС в терми-
нальные условия является многоэтапный (многоре-
жимный) характер его движения. При этом, траектория 
выведения состоит из нескольких этапов, внутри кото-
рых переменные вектора состояния являются непре-
рывными, а на границах (соответствуют моментам 
отделения ступеней и головного обтекателя, измене-
нию режимов работы маршевых двигателей) может 

происходить их прерывистое изменение, не выходя за 
пределы принятых ограничений. Каждый этап описы-
вается своей математической моделью в форме систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений, а 
момент окончания предыдущего этапа является мо-
ментом начала следующего этапа. Оптимизация про-
цесса выведения позволяет повысить эффективность 
АКС, реализовать ее максимально возможные характе-
ристики и способствует повышению надежности полета 
вследствие увеличения устойчивости алгоритмов вы-
ведения к возмущающим воздействиям.  

Задачи синтеза оптимальных многоэтапных про-
цессов управления обычно решаются с применением 
традиционных методов оптимизации [1-3]. При этом, 
использование необходимых условий оптимальности 
для оптимизации процесса выведения приводит к 
трудноразрешимой двухточечной краевой задаче, а 
воздействия параметрических возмущений и окру-
жающей среды требуют непрерывной оптимизации 



 
 

61 

# 18 (2015) 

траектории полета в реальном времени. Кроме того, 
недостаток применения известных методов оптималь-
ного управления к решению данной задачи связан с 
синтезом алгоритмов управления в виде функции вре-
мени и требуют для своей реализации численного ин-
тегрирования дифференциальных уравнений траек-
торного движения АКС. Это приводит к большим вы-
числительным сложностям. 

В работах [4,5] предложен метод синтеза алгоритмов 
терминального управления динамических объектов на 
основе дифференциальных преобразований с использо-
ванием концепции "гибких траекторий" [6]. Метод не 
требует для своей реализации численного интегрирования 
дифференциальных уравнений движения динамического 
объекта, использует математический аппарат дифферен-
циальных преобразований функций и уравнений [7,8]. При 
этом, задача синтеза алгоритма оптимального управления 
сводится к решению системы нелинейных уравнений 
относительно его свободных параметров. В работе [9] с 
использованием данного подхода построена модель 
оптимизации многоэтапного процесса управления лета-
тельным аппаратом. 

Целью данной работы является синтез алгорит-
ма терминального управления выведением АКС на 
орбиту на основе модели оптимизации многоэтапного 
процесса управления летательным аппаратом с приме-
нением дифференциальных преобразований. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ СИНТЕЗА  
АЛГОРИТМА МНОГОЭТАПНОГО  
ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
В соответствии с моделью оптимизации многоэтап-

ного процесса управления летательным аппаратом [9] 
процесс выведения АКС на орбиту на отрезке  T,t0  
разобьем на r  заданных временных интервалов (эта-
пов). Полагаем, что внутри каждого этапа переменные 
вектора состояния ОС являются непрерывными, а все 
изменения в форме заданных скачков происходят на 
границах заданных временных интервалов: 

,ttT 1iii  r,1i  , 



r

1i
i TT , 

где T  – время многоэтапного процесса выведения 
ОС АКС на орбиту. 

Математическую модель траекторного движения 
АКС на каждом временном интервале представим в 
виде векторного дифференциального уравнения: 

),v,u,x,t(f
dt

dx
iiii

i   ,x)t(x 0
i1ii   .r,1i  (1)

Здесь ix  – n -мерный вектор состояния; iu  – m -
мерный вектор управления; iv  –  - мерный вектор 
возмущений; if  – непрерывная и непрерывно диффе-
ренцируемая по совокупности переменных iii v,u,x,t  
на каждом временном интервале вектор-функция 
обобщенной силы; )tt(t 1ii   – текущее время 
внутри i-ого интервала. 

Задача терминального управления многоэтапным 
процессом выведения ОС на орбиту заключается в 
переводе ОС из заданного начального состояния 

0i0i x)t(x   в  конечное (терминальное) 

состояние )T(x r , определенное в момент време-
ни Tt   q -мерным )nq(   векторным уравнением: 

  0T),T(xS r   (2)
Качество процесса выведения будем оценивать 

функционалом: 

   



r

1i

T

t

iiiir

0

,dt)v,u,x,t(T),T(xGI  (3)

где заданные функции G  и iФ  имеют непрерыв-
ные частные производные по iii v,u,x  на каждом 
временном интервале. Предполагаем, что ограничения 
на векторы состояния и управления учитываются в 
процессе выбора вида функционала (3). 

Сопряжение граничных и начальных условий этапов 
задается в форме заданных краевых условий: 

  .r,1i,0T;u),T(u;x),T(x i
0

1iii
0

1iiii    (4)

МЕТОД СИНТЕЗА АЛГОРИТМА ТЕРМИНАЛЬНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ МНОГОЭТАПНЫМ ПРОЦЕССОМ 
Для синтеза алгоритма терминального управления 

многоэтапным процессом выведения ОС на орбиту 
применяется математический аппарат дифференци-
ально-тейлоровских преобразований, которые позво-
ляют заменить функции )t(x  непрерывного аргумента 
t  их моделями в виде дискретных функций )k(X  

целочисленного аргумента ...,2,1,0k    согласно 
выражению: 
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,
dt

)t(xd
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)k(X)t(x

0tt
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










  (5)

где )t(x  – вещественная аналитическая функция 
вещественного аргумента; )k(X  – дискретная функ-
ция целочисленного аргумента k , которая называется 
дифференциальным спектром функции )t(x  в точке 

0tt  ; h  – масштабная постоянная, имеющая раз-
мерность аргумента t ; черта снизу – символ преобра-
зования. 

Математические модели, полученные на основе 
дифференциальных преобразований (5), называются 
спектральными моделями. В дальнейшем полагаем, 
что функции времени, описывающие процессы много-
этапного управления в задаче (1) - (4) внутри каждого 
временного интервала выведения, являются аналити-
ческими, а на границах интервалов могут иметь разры-
вы первого рода. 

Синтез оптимального многоэтапного управления с 
обратной связью выполним методом замыкания опти-
мального программного управления )t(uu   для 
произвольного текущего состояния динамического 
объекта [4]. На первом этапе синтеза будем рассматри-
вать невозмущенное движение объекта. Выберем 
внутри каждого участка выведения программное 
управление )A,(u ii   в классе аналитиче-
ских функций, где )a...,a,a(A ni2i1ii   – вектор сво-
бодных параметров,   – локальный временной аргу-
мент. Дифференциальные преобразования (5) функции 

)A,(u ii  определяют при  iTh   и 0  ее диффе-
ренциальный спектр в виде:  

1

0

k k
i i i i

i i i i k

T d u (t ,A )
u ( ,A ) U (k,A )

k! dt




 
    

 
. (6)

Векторное дифференциальное уравнение траектор-
ного движения АКС (1) на основе преобразований (5) в 
области изображений представляется в форме спек-
тральной модели: 

 
r,1i;xX)0(X);A,...,A,A(X)0(X

,)A,k(U),X,A,k(X,Tf
1k

T
)X,A,1k(X

0
0
1112i1i

0
ii

ii
0
iiiii

i0
iii








. (7)

Отметим, что поскольку дифференциальные преоб-
разования (5) являются точным операционным мето-
дом, то спектральная модель (7) не имеет методиче-

ских ошибок и потенциально позволяет получить точ-
ное решение дифференциального уравнения (1). По 
рекуррентному выражению (7) и дифференциальному 
спектру (6) формируется дифференциальный спектр 

)X,A,k(X 0
iii  вектора состояния )t(x i . 

Воспользуемся свойством дифференциальных пре-
образований, согласно которому алгебраическая сумма 
всех компонент (дискрет) дифференциального спектра 
любой аналитической функции в точке vtt   равна 
нулевой дискрете дифференциального спектра функции 
в точке htt v1v   или значению оригинала функ-
ции в той же точке: 

.)ht(x)0(X)k(X
0k

v1vv



   (8)

Из соотношения (8) при 1iv tt   и iTh   находим 
вектор состояния в конце каждого временного интер-
вала выведения: 







0k

0
iii

0
iiii r,1i),X,A,k(X)x,A,T(x  (9)

Тогда уравнение конечного состояния всего много-
этапного процесса выведения (2) с учетом выражения 
для сопряжения граничных и начальных участков про-
цесса выведения (4), а также выражения для вектора 
состояния в конце каждого временного интервала 
выведения (9) преобразуется к виду: 

  .0A,...,A,AS r21   (10)
Данное граничное условие в неявной форме опре-

деляет q  компонент  вектора свободных параметров 

iA , r,1i   для i-го временного интервала и qr ком-
понент для всего процесса выведения в виде функций 

iT  и 0
ix . Остальные компоненты векторов свободных 

параметров определяются из условий оптимальности 
функционала (3). Дифференциальные преобразования 
(5) функционала (3) с учетом дифференциальных спек-
тров (6) и (7) позволяют представить данный функцио-
нал в виде функции векторов свободных параметров 

iA : 
 1 2 r 1 2 r

0r
i i i i i i i

i
i 1 r 0

I(A ,A ,...,A ) G A ,A ,...,A

T ,X (k,A ,X ),U (k,A )
T

k 1



 

 

   
 

. (11)

Необходимые условия оптимальности функции (11) 
дают возможность получить систему уравнений для 
определения остальных n-q компонент векторов сво-
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бодных параметров для i-го временного интервала и 
r)qn(   неизвестных компонент векторов свободных 

параметров r21 A...,,A,A  для всего процесса управ-
ления [10]: 

n,1qj;r,1i;0
a

)A,...,A,A(I

ij

r21 


 . (12)

Полученная система нелинейных уравнений (10) и 
(12) в неявной форме определяет компоненты вектора 
свободных параметров )A...,,A,A(A r21  как 
функции от вектора произвольного начального состоя-
ния )t(xx 0i0  .  

В результате выполнения первого этапа синтеза в 
неявной форме устанавливается нелинейная связь 
оптимального программного управления 
 )x,T(A,tu 0  с вектором начального состояния 

)t(xx 0i0  , моментом времени 0t  и временем про-
цесса выведения T . Это управление нельзя применять 
на всем интервале времени T  в случае действия воз-
мущений на АКС. Управление  )x,T(A,tu 0  может 
быть использовано для управления только в началь-
ный момент времени 0t . Таким образом, дифференци-
альные преобразования (5) позволяют получить в 
аналитической форме систему уравнений (10) и (12) 
для произвольных значений начального состояния 0x , 
момента времени 0t  и интервала T . 

На втором этапе синтеза рассматривается возму-
щенное движение АКС, которое постоянно отклоняется 
от оптимальной программной траектории. В этом слу-
чае управление  )x,T(A,tu  вычисляется из системы 
уравнений (10) и (12) для текущих значений времени t  
и состояния )t(x . Таким образом, непрерывное во 
времени решение системы уравнений (10) и (12) по-
зволяет сформировать замкнутый закон терминально-
го управления вида )x,t(uu  . Решение системы 
уравнений (10) и (12) для каждого текущего момента 
времени t  и состояния )t(x  динамического объекта, 
находящегося под действием возмущения, непрерыв-
но дает управление )x,t(u , связывающее текущее 
состояние )t(x  динамического объекта с граничными 
(терминальными) условиями (2). В замкнутом контуре 
управление используется только текущее значение 
управления  )x,T(A,tu , которое в следующий мо-

мент времени пересчитывается по системе уравнений 
(10) и (12). Этим обеспечивается “гибкая” адаптация 
оптимальной траектории движения АКС к действию 
заранее неизвестных возмущающих факторов )t(v . 

СИНТЕЗ АЛГОРИТМА  
ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
Применим рассмотренный выше метод синтеза за-

конов терминального управления для определения 
алгоритма управления углом тангажа при выведении 
многорежимной АКС на орбиту.  

За исходную математическую модель траекторного 
движения АКС на этапе ее выведения на орбиту на i-ом 
временном интервале примем систему дифференци-
альных уравнений, описывающую плоское движение 
центра масс АКС в проекциях на оси скоростной систе-
мы координат. На базе этой модели разработана спек-
тральная модель траекторного движения АКС, которая 
в развернутом виде приведена в работе [11]. 

Программное управление углом тангажа на i-ом 
интервале выведения выберем в классе аналитических 
функций в виде линейной функции времени 

,taa 1i0i   где 0ia и 1ia   свободные параметры, 

подлежащие определению. Данная функция близка к 
оптимальной программе выведения ракет-носителей 
на орбиту, известной как закон линейного тангенса [12]: 

.cttgtg 0   
В качестве критерия качества управления для каж-

дого i-го временного интервала процесса выведения 
примем функционал вида [4]: 

)T(VT
2

I ii
2
i

2
ii

i 


 ,  (13)

где i  положительный весовой множитель. 
Первый член критерия (13) учитывает расход топ-

лива в процессе выведения, а второй член – скорость, 
до которой разгоняется ОС в конце i-ого временного 
интервала процесса выведения. Данный критерий 
учитывает стремление максимизировать скорость в 
конце i - ого временного интервала процесса выведе-
ния при наименьшем расходе топлива. 

Задача терминального управления состоит в мини-
мизации критерия (13) в процессе многоэтапного вы-
ведения АКС из начальных условий: 

00 YY0XX0 V)0(V,H)0(H,V)0(V,L)0(L  (14)
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в заданные конечные: 

iTXiX V)T(V  , 
iTi H)T(H  , 

iTiY H)T(V  . 
(15)

Здесь 
iTXV , 

iTYV  и 
iTH   требуемая вертикаль-

ная и горизонтальная скорость а также заданная высо-
та полета в конце i-ого временного интервала процесса 
выведения, L -расстояние. 

Для определения алгоритма терминального управ-
ления углом тангажа, в соответствии с приведенным 
выше методом синтеза, необходимо выполнить вычис-
ление дискрет дифференциальных спектров перемен-
ных траекторного движения по спектральной модели 

  0x)0(X,t),k(u),k(Xf
1k

h
)1k(X 


  (16)

последовательно задавая целочисленные значения 
аргумента ,...2,1,0k  . Для поставленной задачи ограни-
чимся 2-3 дискретами дифференциальных спектров пе-
ременных состояния. Как показали проведенные ранее 
исследования [5,7], такого количества дискрет вполне 
достаточно для получения с приемлемой точностью ре-
шения задач управления динамическими объектами.  

Полученные дискреты дифференциальных спектров 
переменных траекторного движения АКС в виде функ-
ций от начальных значений переменных математиче-
ской модели (1) - (4), свободных параметров 0ia , 1ia  
программного управления углом тангажа   и продол-
жительности iT  i - ого временного интервала процесса 
выведения  приведены в работе [11].  

Воспользовавшись свойством дифференциальных пре-
образований (5), в соответствии с которым алгебраическая 
сумма всех дискрет дифференциального спектра произ-
вольной аналитической функции в точке 0t 0   равна 
значению оригинала функции в точке iTt  , получим урав-
нения, связывающие параметры управления ( 1i0i a,a ) и 
параметры траекторного движения АКС на i-ом временном 
интервале ее многоэтапного выведения на орбиту с задан-
ными в конце интервала скоростью 

iTXV , высотой 
iTH  и 

скоростью изменения высоты 
iTH : 

0
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где 
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. (21)

 
Остальные обозначения приведены в работе [11]. 
Уравнения (17) – (19) позволяют определить про-

должительность iT  i-ого временного интервала про-
цесса выведения, а также свободные параметры 0ia  и 

1ia  управления углом тангажа на i-ом временном 
интервале.  

Из соотношения (18) определяем параметр управ-
ления 1ia : 

i

0 i 0

i
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i

0
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Y T Xi
i З2

i i З 0

i
0
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1
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P
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m
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




.  (22)

Подстановка соотношения (22) в уравнение (17) да-
ет выражение для определения в неявном виде на-
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чального значения угла тангажа при произвольных 
начальных значениях переменных траекторного дви-
жения АКС. Следовательно, заменяя произвольные 
начальные значения управления и переменных траек-
торного движения их текущими значениями, получим 
в неявном виде алгоритм управления углом тангажа 

iK  для i-ого интервала выведения АКС на орбиту:  

2
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X Y
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       



.  
(23)

Особенностью полученного алгоритма многоэтап-
ного процесса управления выведением АКС на орбиту 
является присутствие в нем терминальных условий 
каждого i - ого временного интервала выведения. Это 
позволяет улучшить точность выполнения терминаль-
ных (конечных) условий в конце всего активного участ-
ка выведения АКС. 

Продолжительность iT  процесса выведения на i - 
ом временном интервале определяется из уравнения 
(19) с учетом выражения (22): 

 
iii KYTXT
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2
iii tg)VH()VV(
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Переход к замкнутому закону управления в форме 
(23) требует оптимизации критерия (13) с переменным 
весовым множителем i , который изменяется в про-
цессе изменения переменных траекторного движения 
АКС. Данный множитель определяем из необходимого 
условия оптимальности критерия iI , который с учетом 
выражений (18) и (19) представляется в виде: 
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где iA  и iB  определяются выражениями (20) и 

(21) соответственно. 
Необходимые условия оптимальности критерия (27) 

с учетом соотношения (22) имеют вид: 
 

i

i

2i
i i i

i

i i X
i i i i 3

0i 0i K 3

X
i i i 3 K

3

I
T

T

P 1 V
B T A T ( 2 )

m m cos R H
0

2V
A B T ( 2 ) tg

R H


   



                    

. (28)

Отсюда следует: 
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С использованием выражений (28) и (29) найдем 
достаточное условие минимуиа критерия (27): 

 

0BtgA
T

I
iki2

i

i
2

i




     (30)

Анализ выражений (20), (21) и (30) позволяет сде-
лать вывод, что в процессе выведения АКС на орбиту 
достаточное условие (30) минимума критерия (27) на 
каждом на i - ом временном интервале выполняется, 
так как 0Atg

ik   и .0Bi   

Таким образом, в результате синтеза оптимального 
по критерию (13) управления  i-ым этапом процесса 
выведения АКС на орбиту с учетом выражений (20), 
(21), (29) получен замкнутый закон терминального 
управления в форме (23). При этом, время выведения 
АКС на орбиту определяется выражениями (24) - (26). 
Данный закон управления углом тангажа позволяет 
для текущих значений переменных траекторного дви-
жения осуществлять выведение АКС в заданные конеч-
ные условия на каждом этапе выведения. Изменение 
переменных траекторного движения вследствие дейст-
вия атмосферных возмущений непрерывно учитывает-
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ся в процессе вычислений на БЦВМ по выражению (23) 
нового значения командного угла тангажа. Таким обра-
зом, алгоритм, синтезированный в виде функциональ-
ных зависимостей от переменных траекторного движе-
ния АКС, обладает адаптивными свойствами к дейст-
вию возмущений, которые приводят к изменению 
параметров процесса выведения АКС на орбиту. 

Проведенное сравнение полученного алгоритма с 
известными результатами [12] показало, что он обес-
печивает более точное выполнение терминальных 
(конечных) условий в конце активного участка выведе-
ния АКС. Это связано, во-первых, с тем, что известный 
алгоритм, приведенный в работе [12], определен по 
упрощенной модели траекторного движения АКС и не 
учитывает многих факторов, действующих на АКС в 
процессе выведения на орбиту, а именно: гравитаци-
онного ускорения; ускорения, вызванного кривизной 
Земли и ее суточным вращением, а также аэродинами-
ческих сил на атмосферном участке выведения АКС. Во-
вторых, синтезированный алгоритм (23) обеспечивает 
выполнение терминальных условий на каждом участке 
выведения, что, в результате, приводит к более точно-
му выполнению конечных условий в конце всего актив-
ного участка выведения. 

Отметим, что известный алгоритм [12] входит в ви-
де первых двух членов правой части выражения (23), 
что является подтверждением работоспособности 
предложенного уточненного алгоритма (23). 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Проведено моделирование на ЭВМ синтезирован-

ного алгоритма многоэтапного процесса управления 
выведением на заданную высоту км200Hкр   ОС АКС 

«Ориль», состоящей из самолета-носителя АН-124 «Рус-
лан» и орбитальной ступени, размещаемой внутри 
фюзеляжа самолета-носителя [13]. Старт ОС осуществ-
ляется после ее отделения от самолета-носителя с по-
мощью вытяжной парашютной системы. 

Для восстановления временных процессов измене-
ния параметров выведения по дифференциальным 
спектрам был принят наиболее простой в вычислитель-
ном отношении метод восстановления временных 
процессов в форме рядов Тейлора [5]. В соответствии с 
данным методом, для получения значений параметров 

движения ОС АКС в момент времени htt 1jj   , 

необходимо алгебраически просуммировать дискреты 
дифференциального спектра, вычисленные для момен-
та времени 1jt  . Выполнение операций алгебраическо-

го суммирования дискрет дифференциального спектра 
требует минимальных затрат времени.  

 
 

Рисунок 1 – Авиационно-космическая система 
«Ориль» на базе самолета-носителя АН-124 «Руслан» 

В процессе выведения выдерживались ограничения 
по перегрузке и допустимому максимальному значе-
нию произведения угла атаки на скоростной напор, а 
также обеспечивалось не превышение допустимых 
значений по тепловым и аэродинамическим нагруз-
кам.  

Алгоритм (23), реализация которого не требует чис-
ленного интегрирования дифференциальных уравне-
ний движения, сравнивался с алгоритмом траекторного 
управления АКС на участке выведения, использующего 
прогноз-модель [14]. По сранению с этим известным 
алгоритмом синтезированный алгоритм терминально-
го управления выводил ОС АКС на заданную высоту 200 
км с разгоном до требуемой скорости V = 6200 м/с с 
экономией топлива в 1 . При этом, учет многоэтап-
ности процесса управления позволил получить эконо-
мию топлива до 0,1%.   

ВЫВОДЫ 
Выполнен аналитический синтез алгоритма опти-

мального по расходу топлива управления многоэтап-
ным процессом выведения авиационно-космической 
системы на орбиту. Алгоритм адаптивен к действию 
возмущений и обеспечивает приведение АКС в задан-
ные терминальные условия как на каждом участке 
выведения, так и в конце всего активного участка вы-
ведения. Оптимизация алгоритма управления выпол-
нена с использованием математического аппарата 
дифференциальных преобразований. Данный подход 
позволил получить в аналитическом виде выражение 
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для управления углом тангажа без интегрирования 
дифференциальных уравнений движения объекта. 

Эффективность синтезированного алгоритма управле-
ния оценена сравнением с известными результатами. 
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