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Розглядається побудова математичної моделі просторових 
коливань візка для транспортування небезпечних вантажів, 
який має ресорне підвішування із застосуванням пневмо-
елементів в другій ступені 
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Постановка проблеми. Для транспортування небезпе-

чних, зокрема, вибухонебезпечних вантажів від місця знахо-
дження до пункту утилізації розроблена конструкція спеціа-
льного візка [1], ресорне підвішування якого має характерис-
тики, що задовольняють умовам безпечного транспортування, 
а відсутність двигуна і трансмісії обумовлює просту і надійну 
конструкцію (рис. 1). 

Головною особливістю конструкції візка є застосування, 
на відміну від традиційного для автомобілебудування одно-
ступеневого ресорного підвішування, додаткової другої ступені 
[2-4], динамічні характеристики якої забезпечують умови без-
печного транспортування. 

Деякі особливості роботи цієї конструкції [5] в умовах ре-
альної експлуатації, що можуть суттєво ускладнити підготовку 
до транспортування небезпечних вантажів, вирішуються за-
стосуванням одногофрових герметичних пневматичних пруж-
них елементів [6]  в опорних точках вантажної платформи, а 
запропонована поворотна платформа кріплення першої осі 
значно підвищує ходові якості візка, особливо на кривих діля-
нках доріг. 
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Рис. 1 � Схема конструкції транспортного засобу для пере-

везення небезпечних вантажів. 1 � вантажна платформа, 2 � пне-
вматична одногофрова оболонка, 3 � опорна платформа, 4 �  по-
воротна платформа, 5 � пружні елементи першої ступені підві-
шування, 6 � колеса візка, 7 � профіль дороги 

 
Визначення необхідних параметрів запропонованого ре-

сорного підвішування, від яких суттєво залежать його динамі-
чні властивості, має бути забезпечено розрахунками на мате-
матичній моделі просторових коливань запропонованої конс-
трукції. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Загально-
теоретичні основи складання математичних моделей та мето-
ди розрахунку систем ресорного підвішування сучасних 
транспортних засобів викладені в роботах [7-10], а побудова 
математичних моделей візка для транспортування небезпеч-
них вантажів з різними конструкціями пружних елементів в 
другій ступені в роботах [11-12]. 

Розрахунок термодинамічних процесів при проектуванні 
пневматичних трактів системи ресорного підвішування, базу-
ється на теорії «наповнення�спорожнення» та квазістаціонар-
ному методі визначення параметрів стану повітря, що викла-
дені в роботах [13-16]. 

Аналіз наведених джерел показав доцільність застосу-
вання вказаних методів для визначення характеристик за-
пропонованої конструкції. 

Постановка завдання та його вирішення. Задача ви-
значення оптимальних параметрів конструкції візка та його 
динамічних властивостей має бути вирішена побудовою мате-
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матичної моделі та відповідних розрахунків. Маючи на увазі, 
що коливання, які спричинені вертикальними нерівностями 
дороги мають основний вплив на динамічні властивості транс-
портної системи доцільно провести їх розрахунок на просторо-
вій моделі (рис. 2).  

Для побудови відповідної математичної моделі візок роз-
глядається як система шести пружно пов�язаних твердих тіл:  

� колеса візка, масу яких позначимо М01, М02, М03,М04; 
� опорна платформа разом із приведених до неї части-

нами маси другої та першої ступені ресорного підвішування, 
масу яких позначимо М1; 

� вантажна платформа разом із вантажем і приведеною 
до неї частиною маси другої ступені ресорного підвішування, 
масу яких позначимо М2. 

Аналіз результатів попередніх досліджень [17] свідчить 
про недоцільність застосування коректорів жорсткості у другій 
ступені підвішування з пневморесорами внаслідок незначного 
діапазону амплітуд коливань із квазінульовою жорсткістю. 

 

 
 
Рис. 2 � Просторова механічна модель візка. М2 � маса ван-

тажної платформи, ППЕ � пневматичний пружний елемент дру-
гої ступені, М1 � маса опорної платформи, С1 � жорсткість торсіо-
нів першої ступені підвішування, R1 � в�язке тертя в першій сту-
пені підвішування, М0 � маса коліс візка, С0 � жорсткість шин, 
R0 � в�язке тертя в шинах, η � профіль дороги 
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При складанні математичної моделі використовуємо аб-
солютну і локальні системи координат (рис. 3).  

 

 
 
Рис. 3 � Абсолютна і локальні системи координат 
 
Нерухома абсолютна система координат Gξζη розташо-

вана на початку траєкторії, де знаходився центр мас вантаж-
ної платформи при відсутності вимушеного руху. 

Локальні системи координат ОΧYZ (з індексами) 
пов�язані з центрами мас відповідних твердих тіл, відповіда-
ють їх коливанням відносно положень статичної рівноваги і 
рухаються відносно абсолютної системи координат Gξζη з по-
стійною швидкістю V.  

Виходячи з результатів попередніх експериментів для 
подальшого аналізу вимушених коливань досліджуваної мо-
делі, визначення необхідних конструктивних параметрів за-
пропонованого ресорного підвішування та розрахунку динамі-
чних характеристик візка доцільно обмежити математичну 
модель рівняннями, в які включені наступні узагальнені ко-
ординати: 

• вертикальне переміщення центру мас вантажної пла-
тформи �Z2; 

• кут повороту вантажної платформи в поздовжній пло-
щині � φ2; 



Збірка наукових праць. Випуск 19, 2014 
 

Калиновський А.Я., Лагутін В.Л., Ларін О.М., Чернобай Г.О. 
78 

• кут повороту вантажної платформи в поперечній 
площині � ψ2; 

• вертикальне переміщення центру мас опорної плат-
форми � Z1; 

• кут повороту опорної платформи в поздовжній пло-
щині � φ1;  

• кут повороту опорної платформи в поперечній площи-
ні � ψ1; 

• вертикальні переміщення центрів мас коліс візка � 
Z01, Z02, Z03, Z04. 

Поздовжній рух системи визначається рівнянням 
 

 01 02 03 04 1 2X X X X X X X Vt= = = = = = = , (1) 
 

де V � швидкість руху, t � час. 
Зважаючи на значно більшу у порівнянні із гумовими 

шинами жорсткість поверхні дороги в якості збудника виму-
шених коливань візка приймаємо абсолютно жорсткій геомет-
ричний профіль заданої конфігурації η = η(ξ).  

Жорсткість шин позначимо С0.  
В першій ступені ресорного підвішування запропонова-

ного транспортного засобу прийнята традиційна для автомо-
білебудування незалежна торсіонна підвіска кожного із чоти-
рьох коліс візка. Жорсткість торсіонів позначимо С1.  

Другу ступінь ресорного підвішування, яка складається 
із чотирьох пружних пневмоелементів, моделюємо із викорис-
танням результатів досліджень, викладених раніше в роботах 
[18-20].  

Аналіз конструктивних особливостей другої ступені ресо-
рного підвішування показав, що об�єм повітряного трубопро-
воду значно менше ніж інших складових пневмосистеми, що 
дозволяє виключити його із математичної моделі процесу [16]. 

З урахуванням вищенаведеного, диференційні рівняння 
коливальних процесів, що супроводжують поздовжній рух віз-
ка складаються відносно положень статичної рівноваги відпо-
відних мас із використанням загальних положень динаміки. 

Для складання математичної моделі застосовуються на-
ступні групи рівнянь: 

− рівняння кінетостатики для елементів механічної сис-
теми; 



Проблеми надзвичайних ситуацій http://nuczu.edu.ua/ 
 

Математична модель просторових коливань візка для транспортування 
небезпечних вантажів із пневматичним підвішуванням другої ступені 

79 

− отримані аналітично або експериментально характе-
ристики пружних елементів, які визначають сили взаємодії 
між частинами механічної системи; 

− отримані аналітично або експериментально дисипа-
тивні характеристики ресорного підвішування, які визнача-
ють розсіювання енергії при взаємодії елементів механічної 
системи; 

− геометричні залежності, які визначають положення, 
відносні переміщення та швидкості відносних переміщень 
елементів механічної системи; 

− термодинамічні рівняння, які визначають процеси в 
системі пневматичного ресорного підвішування. 

Cили, які діють на складові елементи механічної моделі 
візка наведено на рисунку 4. 

 

 
 
Рис. 4 � Сили, які діють на складові елементи механічної 

моделі візка. а � дорога і колеса візка, б � опорна платформа, в � 
вантажна платформа, М01=M02=М03=М01=М04=М0 � маса коліс візка, 
F01, F02, F03, F04 � сили  пружності шин, R01, R02, R03, R04 � дисипати-
вні сили в шинах, М1 � маса опорної платформи, F11, F12, F13, F14 � 
сили пружності в першій ступені підвішування, R11, R12, R13, R14 � 
дисипативні сили в першій ступені підвішування, М2 � маса ван-
тажної платформи, F21, F22, F23, F24 � сили в пневмоелементах дру-
гої ступені підвішування, η1, η2, η3, η4 � профіль дороги 

 
Пружні сили � 01 02 03 04, , ,F F F F , які діють в шинах візка до-

рівнюють 
 

 01 0 01,F С= Δ  02 0 02,F С= Δ  03 0 03,F С= Δ  04 0 04F С= Δ , (2) 
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де 01 02 03 04, , ,Δ Δ Δ Δ  � деформації шин становлять 
 

 01 1 01,ZηΔ = −  02 2 02,ZηΔ = −  03 3 03,ZηΔ = −  04 4 04ZηΔ = − , (3) 
 

де 1 2 3 4, , ,η η η η  � висота нерівності (профілю) дороги під відпові-
дним колесом.  

Пружні сили � 11 12 13 14, , ,F F F F , які діють в торсіонах пер-
шої ступені підвішування дорівнюють 

 
 11 1 11,F С= Δ  12 1 12,F С= Δ  13 1 13,F С= Δ  14 1 14F С= Δ , (4) 

 
де 11 12 13 14, , ,Δ Δ Δ Δ  � приведені до колеса деформації пружних 
елементів (торсіонів) становлять 

 
 11 01 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − + +  12 02 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − + −   
 13 03 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − − +  14 04 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − + −  (5) 

 
де 2а � база візка, тобто відстань між його колесами у поздов-
жньому (вісь Х) напрямку, 2b � відстань між колесами візка у 
поперечному (вісь Y) напрямку. 

Пружні сили 21 22 23 24, , ,F F F F  другої ступені підвішування 
визначаються характеристиками пневматичних елементів, їх 
деформаціями (рис. 5) та тиском повітря.  

Ці сили дорівнюють 
 

 21 1 1,П ПF Р S=  22 2 2,П ПF Р S=  23 3 3,П ПF Р S=  24 4 4 ,П ПF Р S=  (6) 
 

де 1 2 3 4, , ,П П П ПР Р Р Р  � надлишковий тиск, що обумовлений тер-
модинамічними процесами у пневматичних оболонках і ви-
значається рішенням відповідних рівнянь, 1 2 3 4, , ,П П П ПS S S S  � 
ефективна площа пневматичних оболонок, що залежить від їх 
робочої висоти, визначається експериментально і вводиться в 
рівняння математичної моделі геометричними залежностями 

 
 ( )1 21ПS f= Δ , ( )2 22ПS f= Δ , ( )3 23ПS f= Δ , ( )4 24ПS f= Δ . (7) 
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Рис. 5 � Розрахункова схема пневматичних елементів дру-

гої ступені підвішування. 1 � гумовокордна оболонка, 2 � додат-
ковий резервуар, 3 � дросельна шайба, SД � площа отвору дросе-
льної шайби, НП � площа поверхні гумовокордної оболонки, НР � 
площа поверхні додаткового резервуару 

 
Деформації пневморесор � 21 22 23 24, , ,Δ Δ Δ Δ становлять 
 

 21 11 21 1 2 1 2 1 2Z Z Z Z l l f fφ φ ψ ψΔ = − = − − + − + , 
 22 12 22 1 2 1 2 1 2Z Z Z Z l l f fφ φ ψ ψΔ = − = − − + + − , 
 23 13 23 1 2 1 2 1 2Z Z Z Z l l f fφ φ ψ ψΔ = − = − + − − + , (8) 
 24 14 24 1 2 1 2 1 2Z Z Z Z l l f fφ φ ψ ψΔ = − = − + − + − , 

 
де: 2l � відстань між пневмоелементами другої ступені ресор-
ного підвішування візка у поздовжньому  (вісь Х) напрямку, 
2f � відстань між пневмоелементами другої ступені ресорного 
підвішування візка у поперечному (вісь Y) напрямку. 

Дисипативні сили в шинах моделюються в�язким тертям, 
що пропорційне їх відносній швидкості 

 
 01 0 01,R k= Δ!  02 0 02,R k= Δ!  03 0 03,R k= Δ!  04 0 04 ,R k= Δ!  (9) 

 
де: k0 � коефіцієнт в�язкого тертя в шинах, 01 02 03 04, , ,Δ Δ Δ Δ! ! ! ! � від-
повідні відносні швидкості 
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 01 1 01,ZηΔ = − !! !  02 2 02,ZηΔ = − !! !  03 3 03,ZηΔ = − !! !  04 4 04ZηΔ = − !! ! . (10) 
 
Дисипативні сили в першій ступені підвішування моде-

люються в�язким тертям, що пропорційне відносній швидкості 
відповідних елементів 

 
 11 1 11,R k= Δ!  12 1 12,R k= Δ!  13 1 13,R k= Δ!  14 1 14 ,R k= Δ!  (11) 

 
де k1 � коефіцієнт в�язкого тертя в першій ступені, 

11 12 13 14, , ,Δ Δ Δ Δ! ! ! ! � відповідні відносні швидкості 
 

 11 01 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − + +! ! !! !  12 02 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − + −! ! !! !  
 13 03 1 1 1 ,Z Z а bφ ψΔ = − − +! ! !! !  14 04 1 1 1Z Z а bφ ψΔ = − + −! ! !! ! . (12) 

 
Дисипативні сили в пневматичних елементах другої сту-

пені підвішування визначаються розсіюванням енергії при 
перетіканні повітря із одного об�єму в іншій через дросельну 
шайбу з визначеною площею отвору SД і враховуються у від-
повідних термодинамічних рівняннях. 

Диференційні рівняння коливальних процесів руху візка 
складаються з урахуванням вищенаведеного згідно з розподі-
лом пружних та дисипативних сил в шестимасовій моделі 
(рис. 4).  

Для коліс візка 
 

 0 01 01 11 01 11,M Z F F R R= − + −!!  (13) 
 

 0 02 02 12 02 12,M Z F F R R= − + −!!  (14) 
 

 0 03 03 13 03 13,M Z F F R R= − + −!!  (15) 
 

 0 04 04 14 04 14M Z F F R R= − + −!! . (16) 
 
Для опорної платформи 
 

 1 1 11 12 13 14 11 12 13

14 21 22 23 24 ,
M Z F F F F R R R

R F F F F
= + + + + + + +

+ − − − −

!!
 (17) 
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 1 1 11 12 13 14 11 12

13 14 21 22 23 24 ,
YI F а F а F а F а R а R а

R а R а F l F l F l F l
φ = − − + + − − +

+ + + + − −

!!
 (18) 

 

 1 1 11 12 13 14 11 12

13 14 21 22 23 24 ,
ХI F b F b F b F b R b R b

R b R b F f F f F f F f
ψ = − + − + − + −

− + + − + −

!!
 (19) 

 
де 1 1,X YI I  � приведені моменти інерції опорної платформи 
відносно, відповідно, осей X та Y. 

Для вантажної платформи 
 

 2 2 21 22 23 24 2 ,M Z F F F F M g= + + + −!!  (20) 
 

 2 2 21 22 23 24 ,YI F l F l F l F lφ = − − + +!!  (21) 
 

 2 2 21 22 23 24 ,ХI F f F f F f F fψ = − + − +!!  (22) 
 

де 2 2,X YI I � приведені моменти інерції вантажної платформи 
відносно, відповідно, осей X та Y.  

При складанні математичної моделі термодинамічних 
процесів в пневматичному ресорному підвішуванні викорис-
товуються результати раніше виконаних робот [17], відповідно 
до яких стан повітря в об�ємів чотирьох елементів системи, ха-
рактеризується наступними параметрами: P � тиск, T � тем-
пература, G � маса, V � об�єм, ρ � щільність, Cp � теплоємність 
повітря в процесі P� const, CV� теплоємність повітря в процесі 
V � const, R � газова постійна.  

Додаткові геометричні параметри пневмосистеми: НП � 
площа поверхні гумовокордної оболонки, НР � площа поверхні 
додаткового резервуару, SД � площа отвору дросельної шайби. 

Математична модель термодинамічних процесів при та-
кті стиску і�тої пневморесори (і =1,2,3,4) при якому тиск в ній 
більший ніж у додатковому резервуарі, тобто при РПі>РРі, ви-
значається  наступною системою рівнянь. 

Пневморесора 
Кількість повітря, що перетікає через дросельну шайбу із 

пневморесори в додатковий резервуар 
 

 ( )2Пі Д Пі Пі РіdG S P P dtμ ρ≅ − − , (23) 
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де µ � коефіцієнт витікання повітря. 
Закон зберігання енергії 
 

 ( )0 0Пi Пi П П Пi V Пi Пi Пi ПiRT dG k H T T dt C G dT P dV− − − − = , (24) 
 

де kП � коефіцієнт теплопередачі матеріалу пневмооболонки. 
Рівняння стану повітря 
 

 0Пi Пi Пi Пi Пi Пi Пi ПiP dV V dP RT dG RG dT+ − − = . (25) 
 
Внутрішній об�єм пневматичної оболонки, що залежить 

від її робочої висоти, визначається експериментально і вво-
диться в рівняння математичної моделі геометричною залеж-
ністю 

 
 ( )2Пi iV f= Δ , (26) 

 
яка дає змогу на кожному кроці рішення диференціальних рі-
внянь математичної моделі визначати ПidV .  

Додатковий резервуар 
Зазначимо, що для додаткового резервуару при 
constPiV = , 0PidV = . 
Рівняння масового балансу 
 

 0Пi PidG dG+ = , або Pi ПidG dG= − . (27) 
 
Закон зберігання енергії 
 

 
( )0 0

V Pi Пi V Пi Пi Пi Пi

P P Pi V Pi Pi

C T dG C T dG RT dG
k H T T dt C G dT

− − −

− − − =
, (28) 

 
де kР � коефіцієнт теплопередачі матеріалу додаткового резе-
рвуару. 

Рівняння стану повітря 
 

 0Pi Pi Pi Пi Pi PiV dP RT dG RG dT+ − = . (29) 
 
Аналогічно, (з урахуванням відповідної зміни знаків та 

напрямку перетікання повітря) будуються рівняння, що ви-
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значають такт розширення пневморесори при якому тиск в 
ній менший ніж у додатковому резервуарі, тобто при РПі<РРі. 

Висновки. Наведена вище математична модель просто-
рових коливань візка для транспортування небезпечних  ван-
тажів, який має двоступеневе ресорне підвішування підвище-
ної якості, складається із системи силових (2, 4, 6, 9, 11), гео-
метричних (3, 5, 7, 8, 10, 12, 27) механічних (13�22), та термо-
динамічних (23�29) рівнянь, що визначають параметри ви-
мушеного руху цієї системи в процесі коливань, котрі спричи-
няються геометричними нерівностями абсолютно жорсткого 
профілю дороги заданої конфігурації η=η(ξ). 
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Калиновский А.Я., Лагутин В.Л., Ларин А.Н., Чернобай Г.А. 
Математическая модель пространственных колебаний те-

лежки для транспортировки опасных грузов с пневматическим 
подвешиванием второй ступени 

Рассматривается построение математической модели пространст-
венных колебаний тележки для транспортировки опасных грузов, кото-
рая имеет рессорное подвешивание с применением пневмоэлементов во 
второй ступени 

Ключевые слова: система рессорного подвешивания, пневмати-
ческий упругий элемент, вертикальные колебания 

 
Kalinovskiy A.Y., Lagutin V.L., Larin A.N., Chernobay G.A. 
Mathematical model of spatial fluctuations trolley for trans-

porting dangerous goods with a pneumatic hanging second stage 
We consider the construction of a mathematical model of spatial fluc-

tuations carts to transport hazardous cargo that has spring suspension us-
ing pneumoelements in the second degree 

Key words: spring suspension, pneumatic elastic element, vertical 
vibrations 
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