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В.В. Грібова. Розв’язання задачі про вигини защемленої по контуру пластини з тонким ліній-
ним включенням методом мінімізації похибки за енергією. Розглянуто задачу дослідження деформа-
ції пластин з тонкими включеннями. Розв’язання задачі розшукується у вигляді лінійної комбінації спе-
ціальної системи бігармонійних функцій. Невідомі коефіцієнти розшукуються методом мінімізації похи-
бки за енергією. 

Ключові слова: система бігармонійних функцій; метод граничної коллокації; клас функцій з особли-
востями, що не інтегруються; вигини пластини; метод мінімізації похибки за енергією. 

В.В. Грибова. Решение задачи об изгибе защемленной по контуру пластины с тонким линей-
ным включением методом минимизации погрешности по энергии. Рассмотрена задача исследования 
деформации пластин с тонкими включениями. Решение задачи разыскивается в виде линейной комбина-
ции специальной системы бигармонических функций. Неизвестные коэффициенты отыскиваются мето-
дом минимизации погрешности по энергии. 

Ключевые слова: система бигармонических функций; метод граничной коллокации; класс функций 
с неинтегрируемыми особенностями; прогибы пластины; метод минимизации погрешности по энергии. 

V.V. Gribova. Solution to the problem of bending of a clamped along the contour plate with a thin li-
near inclusion by minimizing the energy error. The problem of investigating the deformation of plates with 
subtle inclusions is considered. Solution of the problem is sought as a linear combination of a special system of 
biharmonic functions. The unknown coefficients are found by the method of minimizing the energy error. 

Keywords: system of biharmonic functions; boundary collocation method; class of functions with noninte-
grable singularities; deflections of the plate; method of minimizing the energy error. 

 
Рассматривается задача об изгибе пластины с тонким линейным включением. Известно, что 

наличие в конструкциях подкрепляющих стержней, опор, прямолинейных дефектов типа трещин и 
включений значительно усложняет расчет пластин, т.к. перечисленные элементы являются концен-
траторами напряжений. Традиционным методом решения таких задач является метод, основанный 
на сведении задач к интегральным уравнениям относительно контактных усилий [1…4].  

Предлагается дальнейшая разработка и детализация методов решения задач изгиба конеч-
ных пластин с линейными  включениями, где решение задачи разыскивается в виде линейной 
комбинации полной системы бигармонических функций, учитывающих наличие включения. 
Для нахождения неизвестных коэффициентов линейной комбинации впервые предлагается ме-
тод минимизации погрешности по энергии. Для контроля результатов неизвестные коэффици-
енты находились также методом граничной каллокации. 

Рассматривается прямоугольная пластина (| | ,| | )x a y b£ £ , внутри которой на отрезке 
0,| |y x c= £  расположено тонкое жесткое включение. Считая, что вне включения на пластину не 

действует распределенная нагрузка, можно прийти к бигармоническому уравнению относи-
тельно прогибов пластины [1] 
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 ( )2 , 0,x yD w =  | |  ,| | ,  кроме 0,| | ,x a y b y x c£ £ = £  (1) 

где  ( , )x yw  ¾ прогибы пластины. 
Включение перемещается вертикально под действием приложенной к нему нагрузки R. В 

математической постановке  включение можно рассматривать как разрез с берегами 0y = ± , 
| |x c£ . На берегах разреза выполняются условия 
 0( , 0 ) , | | ,x W x cw ± == £  (2) 

 ( , 0) 0, | | .y x x c¢w ± = £  (3) 

На сторонах пластины заданы условия защемления 
 ( , ) ( , ) 0, | | ,xa y a y y b¢w ± =w ± = £  (4) 

 ( , ) ( , ) 0, | | .yx b x b x a¢w ± =w ± = £  (5) 

Требуется найти распределение прогибов ( ), ,x yw изгибающих моментов ,x yM M  обобщен-
ных перерывающих сил ,x yV V . 

С учетом четности задачи по x  и y , приближенное представление прогиба ( , )N x yw  мож-
но записать в виде [1] 

 
0

( , ) ( , ),
N

N n n
n

x y a u x y
=

w =å  (6) 

где  ( )1 12 22 2
0 ( , ) Re ln( ( 1) ) ( 1) ;u x y z z z z= + - - -  

( )12 2
1( , ) Re ( 1)ln( ( 1) ) ;u x y zz z z= - + -  

( )32 1 2 2
4 2 ( , ) Re ( 1) , 1, ;n

nu x y z z n N-
- = - =  

( )12 2 2 2
4 1( , ) Re 2 ( 1) , 1, ;n

nu x y iyz z n N-
- = - =  

2 2
4 ( , ) Re , 1, ;n

nu x y z n N-= =  
2 1

4 1( , ) Re , 1, .n
nu x y zz n N-
+ = =  

Неизвестные коэффициенты an ( 0, )n N=  предлагается находить методом минимизации по-
грешности по энергии пластины. Данный метод является близким в идейном отношении к ме-
тодам [2]…[4]. Идея метода минимизации погрешности по энергии излагается на примере 
краевой задачи  для уравнения изгиба пластин в области Ω с границей Г: 
 ( )2 , ( , ), (( , ) )x y q x y x yD w = ÎW , (7) 

в случае защемления пластины по границе Г 

 0 1| ( , ) , | ( , ) , (( , ) ).f x y f x y x y d
nG G

¶w
w = = ÎG = W

¶
 (8) 

Пусть w(x,y) ¾ точное, а wN (x,y) ¾ приближенные решения задачи (7) , (8). Согласно [1], 
wN(x,y) можно представить в виде  

 
1

( , ) ( , ) ( , )
N

N i i q
i

x y c u x y x y
=

w = +wå , (9) 

где  ( , ), ( 1, )iu x y i N=  ¾ полная система решений уравнения (7) в области Ω [1]; 
( , )q x yw  ¾ частное решение уравнения (7). 
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Потенциальная энергия изгиба тонкой пластины W(u) [5] 

 2 '' '' '' 2( ) (( ) 2(1 )( ( ) )) ,xx yy xyW u u v u u u d
W

= D - - - Wò  (10) 

где  u ¾ прогиб пластины,  
 n ¾ коэффициент Пуассона. 

Билинейная форма, связанная с потенциальной энергией W(u) изгиба пластины 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2( ) (1 )(2 ) .u u uE u u v d
x y x y x y y xW

é ù¶ ¶ n ¶ ¶ n ¶ ¶ n
= D D + -n - - Wê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ë û
òò  (11) 

Очевидно, 
 ( , ) ( )E u u W uW = . (12) 

В основе метода лежит тождество [5], позволяющее вычислить ( , )E uW n  для неизвестного 
внутри Ω точного решения ( , )u x y  и известной бигармонической функции 2( , ) ( 0)x yn D n= : 

 2( , ) ( , ) , ( , ) ,uE u v E u E u ν Mv uVv dS u d
nW G G

G W

¶æ ö= n = - + D n Wç ÷¶è øò ò ò�  (13) 

где  
2 2

2 2( v ) ,Mv D v
n s
¶ ¶

=- +
¶ ¶

  

 
2

2( (1 v) )Vv D v
n s
¶ ¶

= - D + -
¶ ¶

, 

D ¾ цилиндрическая жесткость,  
n ¾ коэффициент Пуассона, 
n ¾ нормаль,  
s ¾ касательная к границе Г=¶Ω . 
При краевых условиях (8) неизвестные коэффициенты ( 1, )na n N=  могут быть найдены из 

условия минимума функционала энергии погрешности 
 1( ,....., ) ( , ),N N NF a a E= w-w w-w  (14) 

где  w ¾ неизвестное точное, wN¾приближенные решения задачи (7), (8). 
После минимизации F и записи условия существования экстремума 

 0 ( 1, ),
n

F n N
a
¶

= =
¶

 (15) 

получена система линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных аn 

 
1

( , ) ( 1, ),
N

n n m m
n

a E u u b m N
=

= =å  (16) 

 ( , ).m q mb E u= w-w   

Правые части bm в (16) зависят от неизвестной функции w, однако с помощью известного 

тождества (13) получено выражения для bmс помощью известных значений w и 
n

¶w
¶

 на границе 

области Ω  

 1 0( ( ) ) ( ( ) )q
m m q mb f s Mu f s Vu ds

nG

¶wé ù
= - - -wê ú¶ë û
ò� . (17) 
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Формулы (17) справедливы, если граница Г области Ω является гладкой.  Если граница Г 
является кусочно-гладкой, выражения (17) необходимо уточнить. 

Пусть граница Г состоит из n гладких кусков и точки излома границы ( , ) ( 1, )j jx y j n= . В 
выражениях (17) следует учесть скачки соответствующих величин в данных точках, после чего 
(17) примет вид 

 
( )

( )

1 0 1
1

0

( , )
( ( ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) | , ( 1, ),

N
q q

j j q j j

q j x x
y y

x y
b f s Mu f s Vu ds f x y Mu

n n

f x y x y Vu j n
i
i

i= G

=
=

æ ¶w ö ¶wæ ö æ ö
= - - -w + - < >-ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷¶ ¶è ø è øè ø

æ ö
- -w < > =ç ÷
è ø

å ò�
 (18) 

где  ( ( 0), ( 0)) ( ( 0), ( 0)),j j j ju u x y u x y< >= - - - + +  

( ( 0), ( 0)) ( ( 0), ( 0)),j j j j
u u ux y x y
n n n
¶ ¶ ¶

< >= - - - + +
¶ ¶ ¶

 

( ( 0), ( 0)) ( ( 0), ( 0)),j j j jMu Mu x y Mu x y< >= - - - + +  
( ( 0), ( 0)) ( ( 0), ( 0)),j j j jVu Vu x y Vu x y< >= - - - + + ( 1, ; 1, )i N j n= = . 

Реализация метода минимизации погрешности по энергии в задаче (1)...(5), с учетом пред-
ставления прогибов пластины в виде (6) и формул (16), (18), приводит к следующей системе 
линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов , ( 0, )ia i N= : 

 
0

( , ) , ( 0, ),
N

j j
i

a E u u b j Ni i
=

= =å    (19) 

 ( , )j jb E u= w .  

где  0( , ) |n n n x a
y b

uE u M uV ds W V
n =

=G

¶æ ön = n - n - < n >ç ÷¶è øò� , 

}{( , 0 ) ( ,0 )x a y b y b x aG = = £ £ È = £ £ , 

0
0

( , 0)
c

j y jb W V u x dx= ±ò , 

2 2vnM D
n s
¶ ¶æ ö=- +ç ÷¶ ¶è ø

, 

2

2(1 v)nV D
n s
æ ö¶ ¶

= - D + -ç ÷
¶ ¶è ø

. 

В дальнейшем для упрощения принимается с=1. 
Для проверки правильности результатов задача (1)...(5) была решена также методом гра-

ничной коллокации. При этом использовалось представление прогиба в виде (6). Для нахожде-
ния неизвестных коэффициентов ia  на границе области Ω 

}{( 0,0 1) ( ,0 ) ( ,0 )y x x a y b y b x aG = = ± £ £ È = £ £ È = £ £ , выбирались M точек коллокации. 
M=N+1. Точки выбирались со сгущением к концам промежутков, а именно: 

 1
1

(2 1)0, cos( ), 1,
4k
ky x k n
n

p -
= = = ,    (20) 

 2
2

(2 1), cos( ), 1,
4k
kx a y b k n
n

p -
= = = ,  
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 3 1 2 3
3

(2 1), cos ( ), 1, , .
4k
ky b x a k n n n n M
n

p -
= = = + + =   

Реализация граничных условий (2)…(5) в точках коллокации (20) приводит к системе N+1 
линейных алгебраических уравнений относительно N+1 неизвестных ( 0, )ia i N= . 

Расчеты были проведены для квадратных пластин (a=b) при относительной длине вклю-
чения /c ae = , равной 0,66; 0,5; 0,2; 0,1. Распределения прогибов, изгибающих моментов, 
обобщенных перерывающих сил и равнодействующих контактных усилий, полученные с по-
мощью обоих изложенных методов, практически совпали. 

Приведено распределение прогибов для пластины с размерами a=b=2, e=0,5 (рис. 1). Про-
гибы максимальны на включении, где они равны W0=1, и уменьшаются до нуля на контуре пла-
стины, что свидетельствует о хорошем удовлетворении условиям (2)…(5) обоих методов. 

 

x 

w 

W0=1

0

0,4

b=2
y 

x a=2 0,4 

б 

w=wn¢=0 

w=wn¢=0 

2 

2 

0 1 

P 
y 

a 

 
Рис. 1. Распределение прогибов w пластины с размерами a=b=2 

Оптимальное, с точки зрения удовлетворения граничным условиям (2)…(5), расположение 
точек коллокации приведено в табл. 1, где n1 ¾ количество точек коллокации при y=+0,0≤x≤1; 
n2 — при x=a, 0≤y≤a; n3 — при y=a,0≤x≤a. 

Вычислена равнодействующая контактных усилий P 

 
1

1
0 32 2 2 00

16 16 8 ;
1 (1 )

N

k k
k

D P a dx a P
x x

-

=

æ ö
ç ÷= + +
ç ÷- -è ø

åò    (21) 

 
31 2

2 2 2 2 2 2 2

0

(1 ) 2 (2 1) (8 1) 2 (2 1) .k k k
kP x k k x k x k k x dx

-
+ -é ù= - + - + + -ë ûò   

Для определения Pk можно воспользоваться следующими регуляризованными значениями 
расходящихся интегралов 

 
2 21 1 1

3 3 32 2 22 2 21 1 1

(2 1)!!0, , ( 2),
(2 2)!!(1 ) (1 ) (1 )

kdx x x k k
kx x x- - -

-
= = -p = -p ³

-- - -
ò ò ò    (22) 

получаемым из формулы [3] 

 
1

2 2

0

1 31(1 ) ( , 1), .2 22
kx x dx B kl- = + l + l = -ò    (23) 

В итоге 
 1

00, 8kP D P a-= = p   
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Механическая интерпретация первого из равенств (22) известна [3, 4]. 
Значение безразмерного коэффициента 3 2 1

010 ( )Pa DW-a =  при разных значениях e приве-
дено в табл. 2. Как видно, при уменьшении относительной длины включения e значения 
αприближаются к соответствующему значению для сосредоточенной силы a=5,60 [6]. 

Таблица 1 

Количество точек коллокации 

e n1 n2 n3 
0,66 4 3 3 
0,5 4 3 3 
0,2 4 3 3 
0,1 3 3 3  

 

x 
2 

1 

1 

2 

0

1

2

3

4

–1

–2

–3

–4

–5

0,4 0,8 1,0 1,2 

D=1, P=34,4 

Mx, My

 
Рис. 2. Графики изгибающих моментов Mx (1), My (2) 

вдоль линии 0,0y x a=+ £ £  

Таблица 2 

Значения безразмерного коэффициента 
 3 2 110 ( )Pa DW-a=  

e a 
0,66 0,76 
0,5 1,81 
0,2 4,05 
0,1 4,90  

 
Получены графики изгибающих моментов Mx, My вдоль линии  0,0y x a= + £ £ (рис 2). 

При ( , ) (1,0) ,x yx y M M® ®¥ как 
1 12 22 2, (( 1) )r r x y-

= - + . Для описания этого факта [6] вве-
дено понятие коэффициента интенсивности напряжений 

 
11 22

1 1
2 2

lim , lim yx
x y

M rM r
K K

P c P c
= =  . (24) 

Эпюры величин Kx, Ky при r=10-4 приведены на рис. 3. Качественная картина аналогична 
результатам [6] для бесконечных пластин. 

 

1,86 

2,28 

2,08

2,28 

2,85 

0,64 

0,64 

Mx r  

 

1,08 
1,56 

2,09 

1,56 
1,08 

0,95 

0,95 

My r  
 

а б 

Рис. 3. Эпюры Kх (а), и Ky(б) 
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Полученные данные показывают, что метод минимизации погрешности по энергии явля-
ется достаточно эффективным методом решения бигармонических задач для пластин с включе-
ниями, защемленных по контуру. 
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