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У теорії систем квазілінійних рівнянь з частинними похідними 
першого порядку основними є питання розв’язності задачі Коші  і об-
ґрунтування наближених методів. Це обумовлено задачами в газовій 
динаміці і гідромеханіці. У другій половині попереднього століття було 
здійснено спроби побудувати коректну теорію розв’язності задач для 
систем квазілінійних рівнянь з частинними похідними першого порядку. 
З цим пов’язана необхідність правильного способу введення поняття 
узагальненого розв’язку задачі Коші. 

У даній роботі виділено клас систем квазілінійних рівнянь з час-
тинними похідними першого порядку, для яких введено поняття уза-
гальненого розв’язку. Запропоновано спосіб конструювання наближе-
них методів розв’язування задачі Коші. Отримано оцінки швидкості 
збіжності в наближених методах та доведено існування і єдиність 
розв’язку задачі Коші для системи квазілінійних рівнянь першого по-
рядку певного вигляду. 

Ключові слова: системи квазілінійних рівнянь, узагальнений 
розв’язок, наближений метод. 

 
1. Розглянемо задачу Коші для системи квазілінійних диференціа-

льних рівнянь з частинними похідними першого порядку 
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Далі, нехай задані функції ,,...,1),()( 1 NjRCvj =∈ζ  для яких вико-
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Означення 1. Обмежена вимірна вектор-функція ),( xtu назива-
ється узагальненим розв’язком задачі (1),(2), якщо  

1Rk∈∀ 0),(),],0((),( 1,0 ≥×∈∀ ∞ xtfRTCxtf  при кожному 
Nj ,...,1=  виконуються нерівності 
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а початкові умови (2) приймаються у сильному сенсі. 
2. Зауважимо, що результати існування та єдиності розв’язку за-

дачі (1),(2) у випадку N=1 були отримані починаючи з 1950-х років в 
працях Олійник О. А., Кружкова С. М. та Lax P. Водночас викликає ін-
терес питання отримання розв’язків з допомогою конструктивних ме-
тодів побудови наближених розв’язків. У працях [1],[2],[3] було роз-
глянуто як конкретні методи, так і загальний підхід, який дозволяє об-
ґрунтовувати збіжність разом з отриманням оцінок швидкості в набли-
жених методах. У праці [4] розглянуто наближений метод з викорис-
танням методу в’язкості та методу згладжування. У даній роботі ми 
узагальнюємо цей підхід і розглядаємо апроксимації задачі (1), (2), які 
будуються на основі одночасного застосування довільних наближених 
методів. 

3. Наближений метод довільній обмеженій вектор-функції )(0 xu  і 
скалярному параметру 0>ε  ставить у відповідність сім’ю функцій 
{ }.),( xtuε  

При цьому якщо ( ) +∞<)(0 xuarν , то 
).,(),,( xtuarffkuL

fuppsCj
εε νε ∇≤                                 (5) 

Ми вважатимемо також, що наближений метод стійкий за почат-
ковими даними, і для функцій ),( xtuε стійкими в )(,1 RL loc  є модулі не-
перервності )(hλ  за змінною x  і −)(τtv за змінною t . 

Нехай 0>τ  і при 0)2(mod:0 =∈ iNi , ))1(,[ τττ +∈ ii  ),( xtuε  – на-
ближений розв’язок за методом A задачі Коші (1), (2). 

Далі, нехай при 1)2mod(:0 =∈ iNi , ))1(,[ τττ +∈ ii  ),( xtuε  набли-
жений розв’язок за методом B  задачі Коші (1), (2).  
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Отримано оцінки збіжності наближених розв’язків до узагальне-
ного розв’язку задачі (1),(2) у наступному сенсі. 

Означення 2. При 0>ε  функція ),( xtuε , яка на різних смугах є 
почерговим наближеним розв’язком за методом A  і за методом B , 
називається −AB наближеним розв’язком задачі (1),(2).  

Теорема 1. Нехай +∞<))(( 0 xuarν . Тоді для −AB наближеного 
розв’язку ),( xtuε  при 02,1 >ε  справджується оцінка 

δεε εε )(),(),( 21
)(,1

21 +≤⋅−⋅ Ctutu
RlocL

,                            (6) 

де )1,0(∈δ  залежить від швидкості збіжності в наближених методах 
A  і B . 

Доведення. Нехай )( ,TrKχ  – характеристична функція зрізаного 
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з параметром h . З врахуванням оцінки (5) при h
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оптимізації за параметром h  отримуємо оцінку (6). 
Теорема 2. Нехай )(0 τε = . Тоді для −AB  наближеного розв’язку 
),( xtuε  при 02,1 >ε  справджується оцінка 
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де функція 0,0)( →→ σσμ  залежить від модуля неперервності )(σλ  в 
)(,1 RL loc   початкової функції )(0 xu  та від модуля неперервності )(τtv  

за змінною t , що визначається наближеними методах A  і B  
Доведення. Нехай hxu ))(( 0  – середні функції для початкової век-

тор-функцій )(0 xu . Використовуючи оцінку (5) для сім’ї функцій 
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Враховуємо стійкість наближених методів: 
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а також оцінки (5) та (6) 
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і після оптимізації за параметром h  отримуємо оцінку (7). 
З теорем 1,2 випливають такі твердження. 
Теорема 3. Нехай +∞<))(( 0 xuarν  і ( ) +∞<)(0 xar νν . Тоді для 

−AB наближених розв’язків ),( xtuε  і ),( xtvε  при 02,1 >ε  і таких, що 

відповідають початковим функціям )(0 xu  та )(0 xv  справджується 

оцінка δεε εε )(()()(),(),( 2100
)(,1)(,1

21 ++⋅−⋅≤⋅−⋅ Cvutvtu
RlocRloc

LL
, 

де )1,0(∈δ  залежить від  швидкості збіжності в наближених мето-
дах A  і B  

Теорема 4. Нехай )(0 τε = . Тоді для −AB наближених розв’язків 
),( xtuε  і ),( xtvε  при 02,1 >ε , і таких, що відповідають початковим 

функціям )(0 xu  та )(0 xν  справджується оцінка 

))(()()(),(),( 2100
)(,1)(,1

21 εεμεε ++⋅−⋅≤⋅−⋅
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LL
vutvtu                 (8) 

де функція 0,0)( →→ σσμ  залежить від сумісного модуля непере-
рвності )(σλ  в )(,1 RL loc  початкових функції )(0 xu  і )(0 xv  та від швид-
кості збіжності в наближених методах A  іB . 

Зауважимо, що варіація розмірів смуг, на яких почергово застосо-
вуються наближений метод A  та наближений метод B  , дозволяє оп-
тимізувати швидкість збіжності наближених розв’язків до точного. 

Зрозуміло, що із теорем 1-4 незалежно можна отримати існування 
та, що надзвичайно важливо, єдиність узагальненого розв’язку задачі 
(1),(2). 

Теорема 5. Узагальнений розв’язок задачі (1),(2) існує і єдиний. 
Доведення. Будуючи наближений розв’язок за методом в’язкості, 

в граничному переході отримаємо узагальнений розв’язок задачі (1),(2).   
А єдиність узагальненого розв’язку задачі випливає з оцінки (8). 
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In the theory of systems of quasilinear partial differential equations of 
the first order, the main questions are the solvability of initial values prob-
lem and justification of the approximate methods. This is due to problems in 
gas dynamics and hydromechanics. In the second half of the previous cen-
tury attempts were made to construct a correct theory of solvability of prob-
lems or the systems of quasilinear partial differential equations of the first 
order. The necessity of the correct way of introductions the nothions of a 
generalized solution of initial values problems is connected with this. 

In this paper a class of systems of quasilinear partial differential equa-
tions of the first order is singled out for which the concept of a generalized 
solution is introduced. A method for constructing approximate methods for 
solving initial values problem is proposed. We obtained estimates of the con-
vergence speed in approximate methods and proved the existence and 
uniqueness of the solution of  initial values problem for systems of quasili-
near partial differential equations of the first order of a certain form. 

Key words: systems of quasilinear equations, generalized solution, ap-
proximate method.  

 
 


