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Проаналізовано електричні процеси у композитних системах, що складаються із хаоти-
чно розміщених провідних нанотрубок та діелектричного наповнювача. Описані етапи ста-
тистичного моделювання цієї системи з використанням підходів теорії перколяції. Проілю-
стровано вплив тунельної і власної провідності нанотрубок на загальну провідність компо-
зиту. Застосовано модель випадкових резисторів для обчислення загальної еквівалентної 
провідності композитної системи.  Наведено результати проведених комп’ютерних експе-
риментів щодо моделювання електричної провідності нанокомпозитів. Показані залежності 
електричної провідності нанокомпозита від геометричних параметрів нанотрубок і харак-
теристик тунельної провідності між трубками. 

Ключові слова: нанокомпозит, нанотрубка, тунельна провідність, комп’ютерне моделю-
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Нанокомпозити, сформовані додаванням нанорозмірних наповнюючих елементів у 

діелектричну (наприклад, полімерну) матрицю володіють надзвичайними механічними 
та електричними властивостями [1-2]. Нанотрубки, хаотично розміщені у діелектрично-
му середовищі, можуть формувати провідні мережі, які задають електричні властивості 
композитної системи. Зазвичай, потрібна дуже низька концентрація таких нанотрубок 
для того, щоб зробити таку систему провідною, оскільки трубки мають видовжену фор-
му з великим співвідношенням довжини до діаметра. 

Композит на основі нанотрубок може бути представлений як тривимірний парале-
лепіпед, заповнений хаотично розміщеними провідними нанотрубками, наприклад, вуг-
лецевими. Зразок композиту вмикають у електричне коло, під’єднавши електроди до 
його двох протилежних граней. Модель не дозволяє перетин об’ємів нанотрубок, а елек-
тричний контакт між ними існує завдяки ефекту тунельної провідності, який відіграє 
важливу роль у електричних взаємодіях між нанорозмірними об’єктами. 

Нанотрубка описується як пустотілий циліндр із півсферами на кінцях. Геометрич-
на вісь такої трубки починається у точці A з координатами 1 1 1),( ,x y z  і закінчується у 
точці 2 2 2,( ), y zB x . Процес генерування і розміщення нанотрубок у просторі складається 
з декількох фаз. Спочатку, координати початкової точки A визначаються як [3]: 
 1 xranx d L= ×  (1) 
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 1 yrany d L= ×  (2) 
 1 zranz d L= ×  (3) 
де rand  � випадкове число з проміжку [0,1] , , ,x y zL L L  � розміри паралелепіпеда. Далі 
випадковим чином задається напрямок від точки A , який описується двома кутами α і 
β : 
 12 randα = π×  (4) 
 22 randβ = π×  (5) 
Використовуючи цей напрямок і координати початкової точки нанотрубки, координати 
кінцевої точки B  обчислюються як: 
 2 1 cos( )cos( )x lengthx = + × α β  (6) 
 2 1 sin( )cos( )y lengthy = + × α β  (7) 
 2 1 sin( )z lengz th= + × β  (8) 
Якщо в результаті застосування формул (4)–(8) точка A  знаходиться поза межами пара-
лелепіпеда, то виступаюча частина нанотрубки відтинається однією з граней паралеле-
піпеда. Ця процедура виконується для того, щоб усі трубки повністю потрапляли усере-
дину паралелепіпеда. 

У моделі твердотілих трубок потрібно гарантувати, що трубки не перетинаються 
одна з одною. Для цього, відразу після генерування координат нової трубки, здійсню-
ється перевірка мінімальних відстаней між центральними осями щойно згенерованої 
нанотрубки і трубками, що вже містяться у системі. Якщо ця відстань є меншою за діа-
метр нанотрубок у системі, то це означає, що трубки перетинаються. У цьому випадку 
щойно згенерована трубка відкидається і не буде додана до системи. Процес додавання 
нових трубок відбувається до тих пір, поки не досягнуто бажаної об’ємної концентрації 
трубок у системі. 

Вважаємо, що електричний контакт між будь-якими двома трубками існує, якщо 
найкоротша відстань між ними є меншою за порогову відстань тунельного ефекту. Для 
того, щоб знайти провідний (перколяційний) кластер, що простягається між протилеж-
ними електродами, було використано алгоритм Union Find із зважуванням і стисканням 
шляху. 

Для розрахунку еквівалентної електричної провідності системи нанотрубок ми ви-
користали модель випадкової мережі резисторів [4]. Для того, щоб конвертувати набір 
з’єднаних між собою нанотрубок, що формують провідний кластер системи, у випадко-
ву мережу резисторів, потрібно попередньо визначити координати усіх точок контакту 
між трубками. Для опису контакту між трубками ми використали схему, зображену на 
рис 1. Кожне місце контакту між двома з’єднаними трубками представлене як пара “то-
чок перетину”: одна з них розміщена на центральній осі першої трубки, а інша – на осі 
другої трубки, відповідно. Водночас, пара “точок перетину”, розміщена на одній і тій ж 
трубці, обмежує сегмент нанотрубки з довжиною sl (див. рис. 1), через який проходить 
струм між місцями з’єднань трубок. 
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Рис 1. Приклад можливого контакту між трубками 

 
Процес, який надає змогу одночасно як обчислити мінімальну відстань між труб-

ками, так і знайти координати “точок перетину”, описується  таким чином. Координати 
точки на центральній осі трубки можуть бути представлені як: 
 · ,p d+ α  (9) 

де p  початкова точка нантотрубки, d  вектор напрямку трубки і α  - деякий коефіцієнт 
( [0,1]α∈ ), конкретні значення якого визначають точки, що лежать на центральній осі 
трубки. 

Нехай 1 1·p d+ α  і 2 2·p d+β  - довільні точки на першій і другій трубках, відповідно, 

між якими потрібно знайти мінімальну відстань. Тоді 2 21 1·( )·) (d dp p+ −α β+  - вектор, 
що сполучає ці дві точки. Мінімальна відстань між ними визначається як: 
 2

1 2 21|| ( ) ( ) || .· ·dD p dp= + −α β+  (10) 
Врахувавши властивість скалярного добутку 2( , ) || ||a a a= , можна знайти конкретні 

значення  коефіцієнтів α і β . Після деяких трансформацій отримаємо вирази для отри-
мання значень коефіцієнтів α і β : 
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Тут використані такі додаткові позначення: 
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Якщо значення знайдених коефіцієнтів α  і β не належать інтервалу [0,1] , то їхні 
величини повинні бути приведені до найближчих значень із цього інтервалу. Тільки тоді 
ці коефіцієнти будуть представляти точки, що розміщені у межах нанотрубки. 
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У моделі ми розглядаємо два типи провідності: провідність між трубками у місцях 
їхнього контакту і власну провідність нанотрубок. Провідність з’єднання між трубками 
базуються на основі тунельного ефекту. Якщо найкоротша відствнь між трубками ста-
новить kpd , і kpd  є менше ніж деяке граничне значення cutoffd , тоді опір контакту вира-
жається формулами [5-9]: 

 2 ,1
2contactR h

NPe
=  (13) 
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де h  - стала Планка; P  - імовірність тунелювання електрона; N  - кількість провідних 
каналів, яка пов’язана із діаметром нанотрубки [6]; e  - заряд електрона; vdwd  - відстань 
ван дер Ваальса [7, 8], яка обмежує мінімально можливу відстань між нанотрубками; 

tunneld  – характеристична тунельна відстань; em  - маса електрона; EΔ  - висота енергети-
чного бар’єра [9]. 

Розглянемо частину нанотрубки між двома точками на її осі. Припустимо, що дов-
жина цього сегменту sl . Тоді власна провідність нанотрубок обчислюється відповідно 
до формули [10, 11]: 

 2

4
,s

intrinsic
CNT

l
R

d
=
πσ

 (16) 

CNTσ  - питома провідність нанотрубок і d  - діаметр нанотубки. 
На основі інформації про “точки перетину” між трубками і провідності цих 

з’єднань та самих трубок формується мережа резисторів. Приклад структури такої ме-
режі показано на рис. 2. Згідно моделі, така мережа є еквівалентною, з точки зору елект-
ричних властивостей, до системи нанотрубок, тому знайшовши еквівалентну провід-
ність цієї мережі резисторів, отримаємо значення загальної провідності системи нанот-
рубок. 

 
 
 

Рис 2. Приклад можливої структури випадкової мережі резисторів. 
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Для знаходження загальної еквівалентної провідності мережі резисторів застосову-
ємо комбінацію законів Кірхгофа та Ома. Cистема лінійних рівнянь для струмів для всіх 
точок з’єднань резисторів (вузлів) у мережі, відповідно до закону Кірхгофа: 
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 (17) 

Тут K  представляє глобальну матрицю провідностей; iV  � невідомі значення потенціа-
лів у вузлах мережі; 1I  і NI  - струми що входять і виходять з мережі відповідно. 

Для побудови глобальної матриці K  використаємо поелементні матриці провідно-
стей e

ijK . Початкова матриця K  є нульовою і при ітеруванні по множині резисторів у її 
елементах накопичуються значення, як показано у формулі нижче: 
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 (18) 

Здебільшого значення 1I  і NI є невідомими. Водночас, значення напруг, прикладених до 
електродів, є відомими: 
 1 , .left N rightV UV U ==  (19) 
Тому, можна виключити перше і останнє рівняння із системи (17), і сформувати нову 
систему розмірності ( 2) ( 2)N N− × − .  

Матриця коефіцієнтів K  є розрідженою та симетричною, що надає змогу викорис-
товувати спеціальні алгоритми для розріджених матриць з метою більш оптимального 
розв’язування  системи лінійних рівнянь.  
Після отримання розв’язку системи (17), значення електричних струмів, які протікають 
через резистори, можуть бути обчислені як: 
 ( ),e

ij i jI V V−σ=  (20) 
де ijσ  - провідність резистора між вузлами i  та j ; ,i jV V  - значення електричного поте-
нціалу в цих точках. Значення всіх електричних струмів iI  можна використати для виді-
лення провідного шляху між електродами у системі нанотрубок. Щоб обчислити вели-
чину загального струму, що протікає через мережу, обчислюємо суму всіх струмів через 
резистори, які безпосередньо під’єднані до електрода на виході (див рис. 2): 

 
1

e
total

j
j

m

I I
=

= ∑  (21) 

де m  - кількість резисторів, безпосередньо з’єднаних з одним із електродів. Загальна 
еквівалентна провідність обчислюється як: 
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 1 total
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total left right

I
R U U

=
−

σ =  (22) 

Було розроблене програмне забезпечення для комп’ютерного моделювання елект-
ричної провідності системи карбонових нанотрубок. Основною ціллю комп’ютерних 
експериментів було дослідити вплив геометричних параметрів нанотрубок на загальну 
провідність системи. 

Першим завданням було перевірити правильність модель розрахунку провідності. 
Для цього було здійснено порівняння результатів симуляцій із експериментальними ви-
мірюваннями провідності нанокомпозиту на основі карбонових нанотрубок. Відповідні 
комп’ютерні експерименти проводилися для системи із параметрами, вказаними у таб-
лиці 1. 

Таблиця 1 
Параметри системи, що моделюється 

 

Параметр Значення 
Розмір елемента об’єму 1мкм  1мкм  100нм 

Довжина нанотрубки 200нм 

Діаметр нанотрубки 2нм 

Співвідношення довжини трубки до її діаметра 100 

Власна провідність нанотрубки 104 См/м 

Максимально можлива відстань тунельного ефекту 1.9нм 

 
Щоб отримати результати моделювання, для кожної конфігурації системи проволи-

ли 100 симуляцій та шукали середнє значення електричної провідності. 
На рис 3. наведено графіки залежностей питомої електричної провідності системи 

із зазначеними вище параметрами від об’ємної концентрації нанотрубок для різних спів-
відношень довжини трубки і її діаметра ( /l d ). 

 
 

Рис 3. Залежність провідності нанокомпозита від концентрації нанотрубок 
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Результати, приведені на Рис. 3 якісно і кількісно узгоджуються з експерименталь-
ними вимірюваннями, результати яких приведені у [3]. 

Наступним кроком були комп’ютерні експерименти для дослідження впливу мак-
симально можливої відстані тунельного ефекту на загальну провідність системи нанот-
рубок. Графіки залежності електричної провідності нанокомпозиту від об’ємної концен-
трації нанотрубок для декількох максимальних відстаней тунельної провідності пред-
ставлені на рис. 4. 

 
 

Рис 4. Залежність провідності нанокомпозита від концентрації нанотрубок 
 

З графіків на рис 4. можна зробити висновок, що зміна максимальної відстані на 
якій є тунельний ефект не змінює характер електропровідності системи залежить від 
концентрації нанотрубок. У свою чергу, ця відстань суттєво впливає на величину зага-
льної електричної провідності нанокомпозиту. 

Підсумовуючи, можна зробити висновок, що запропонована модель складної сис-
теми, яка складається з твердотілих нанотрубок у діелектричному середовищі,  адекват-
но описує реальний нанокомпозит на основі вуглецевих нанотрубок. Зміна принципових 
параметрів моделі веде до фізично розумних змін властивостей системи в цілому, що 
відображають результати провдених комп’ютерних експериментів.  
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Paper discusses electrical processes in composite systems consisting of randomly placed 

conductive nanotubes and the dielectric filler. Stages of the statistical modeling of the system 
using percolation theory approaches are described. The influence of  tunnel effect and intrinsic 
nanotubes conductivities on the total equivalent conductivity of the composite is analyzed. 
Random resistor model is applied to calculate the total equivalent conductivity of the composite 
system. The results of the computer experiments on simulation of electrical conductivity of 
nanocomposites are presented. The dependencies of the electrical conductivity of nanocomposite 
on geometric parameters of nanotubes and of tunneling distance are shown. 
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