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Abstract. We propose a new method of a stochastic control of stochastic processes with Lévy noise,
based on the time-change transformations. Using this method, for a Markov process defined by a
stochastic equation with Levy noise, we prove that the minorization condition holds true in the integral
form and obtain explicit estimates for the convergence rate in the ergodic theorem.
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X(x, t) = x+
∫ t

0

a(X(x, s)) ds+ Z(t), x ∈ R
m, t ∈ R

+, ���
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'�!� 
�� Z(t)� t ∈ R
+� ( ������ )��� �� ��
������� � R

m *�� �+������� ���
#
����� 	�*	�

Z(t) = Z(0) + bt+
∫ t

0

∫
|u|>1

u ν(ds, du) +
∫ t

0

∫
|u|≤1

u ν̃(ds, du), ,�-

� b ∈ R
m� ν ( ��
������
 ���
���
 	�����
 ���
 �
 R

+×R
m � ����! ��	��������	�

dt × Π(du) ,Π ( ���
 )��� ���� ν-� ν̃(ds, du) = ν(ds, du) − dsΠ(du) ( �������

���������
�
 ���
� �
�� �������	����
	����� 	
�� ����
�����. | · | ( ����� ����
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 ����
 ���	��
/ Br(x) = {y : |y − x| ≤ r} ( �
�����
 ���� �
���
 r
� ���	��� x/ ‖ · ‖ ( �
	����
 ����
� 	�*	� ‖C‖ = supl∈Sm |Cl|/ (·, ·) ( ��
������
�*�	��/ S

m = {l ∈ R
m : |l| = 1} ( ������
 �+��
 � R

m/

Vσ(l) = {v ∈ R
m : |(v, l)| ≥ σ|v|}, l ∈ S

m, σ ∈ (0, 1)
( ���	������� ����� � R

m � ����! l 	
 ��	���� ���+���"�	�� σ�
0�����
"�� 1�0 ��� ,2-� ��
3
!���  � a ∈ C2 	
 ���4
 	
 ���
 ������ a

�*��3���� 5���
���

A1 = sup
x
‖∇a(x)‖,

∇2a(x)⊗ h = lim
ε→0

1
ε
(∇a(x + εh)−∇a(x)), A2 = sup

x∈Rm,l∈Sm

∥∥∇2a(x)⊗ l
∥∥ .

5���
���� μx,t ������� ���� X(x, t)� 6
��3 �� �������� ��� μ� κ �
 R
m ����
�
#

	����� μ ∧ κ �� ������� �
�	���.

μ ∧ κ =
∫

Rm

min
(

dμ

dλ
,
dκ

dλ

)
dλ, ,�-

� λ ( ������
 ���
� ������� ���� μ� κ 
*���!	�� ����������� �
�����
� λ = μ+κ�
��� +�����
��� ���3��� Γ � Π(Γ) <∞ �����"��

R
m = Γ ∪ Γc. ,%-

5���
��� �� 
��� t, ε, θ, ρ, 	, R0, R > 0� γ, δ, σ ∈ (0, 1)

C = (ε	A1 + 2εR+ 4θ)A1e
tA1 +mεA2

1e
2tA1

(
	(ε+ 	) +

tA2	
2

2

)
,

Π1 = inf
x∈Rm

Π
(
u ∈ Γ: |a(x+ u)− a(x)| > ρ, |u| ≤ 	

)
,

Π2 = inf
x∈Rm,l∈Sm

Π
(
u ∈ Γ: |a(x+ u)− a(x)| > ρ, |u| ≤ 	, a(x+ u)− a(x) ∈ Vσ(l)

)
,

P1 =
(
1− exp

(
−ε

[
t

mε

]
Π1e−εΠ(Γ)

(
1− 5ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du)
)))

×
(
1− exp

(
−ε

[
t

mε

]
Π2e−εΠ(Γ)

(
1− 5ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du)
)))m−1

,

� [z] = max{n ∈ Z : n ≤ z} ( ���
 �
�	��
 ����
 z�

P2 = sup
|x|≤R0

P

(
sup
r≤t

|X(x, r)| > R− mε

2
A1	etA1

)
.
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������� ��	� ����� ���� t, ε, κ, θ, ρ, 	, R > 0	 γ, δ, σ ∈ (0, 1) 
�����������
√

mC ≤ γρσm−1e−2(m+1)tA1
(
e4tA1 − σ2

)1/2
, ���

κetA1 ≤ 1
2
ε(1− δ)(1 − γ)ρσm−1e−2(m+1)tA1

(
e4tA1 − σ2

)1/2
. ���

���� �� ��������� x 
 |x| ≤ R0 �� ��������� y ∈ Bκ(x)

μx,t ∧ μy,t ≥ δm

(
1− γ

1 + γ

)2m
(P1 − P2). ���

���������� ���� 	
���� a ����������� 
���
 ��������� ����
�

|a(x)| ≤ A0 +A1|x|, A0 = |a(0)|.
���
 ��� P2 �� �� !
�� ! ���"��# ����
 ��"�$
 �� ��%�����& �"�# '���
���� (#
���� �" ��!#��) *�! �" %"�"�!�� 
���# ������#� �"�
����� �!+���#�# �� �
�� �",
$��-�#�# �#�������#� .�#���� ������
����� �"��"�#) ��#�) ����"��) ����#�� ���

����
 ��� P2) ���"�"�#� � ������� ��

���������� ���� /���� 
��� ��� �� ��� ����" !���0 ����
���#� %���� ����) �� �#
� ������� 1�� %����#�� �"���) ������# ����
 ���#�
����� ���"�"�� ���� �������
����� ��2�) ��� 
 %�����0��
 %�#���#�� �� ���� 	���#-��) 
���# ��� �� ��� ��!"�,
%"-
&�� �#������� ���"�"�#$ ���� %�#%
*"�� ���� �� �����

���������� ��1� 3���) *� ��"�� "��� �"��"�# � ��������#� �#0" � ���
 �#%���
)
���# �#���
&���� 
���# ���) ��� ��

P1 > P2. �2�

4"�� �� ����
���#) *� �� %�#%
*"��� %�� �") *� ��� �"��#$ Γ, ρ, 	, σ

Π1 > 0, Π2 > 0, �5�

�� �� %���!���# ��0� %����"��# ���) *�! 
���# ���) ��� �� �2� �#���
���#��� 6�����)
!"� �!�" "��� ����������� �� �� ��� ��#) *� ��� #�� Γc �!�" "��) � �� "∫

Γc

|u|2Π(du) < ∞.

.�����"��) ��%�#����) θ = ε1/3� ����

P1 → P1,0 =
m∏

k=1

(
1− exp

(
− t

m
Πk

))
> 0, ε→ 0.

/ ��0��� !��
) P2 → 0) R → ∞� ���
) �#!���0# R �"�#�#�) �� �� ���#���#
P1,0 > P2� ���� �#!���� �������� ε �� �� ������# �"�������"� ��� �� �2�� .����
���� %��!���� κ) δ ��!"�%"-
����� �"�������� ����

1� ��������� ���	�
� ��

1��� 
������ ������������� ��������� �� ������� ������� 4"$�� t > 0 7��,
�����") I1, . . . , Im ⊂ (0, t) 8 �"��� %�%���� �"%"�"�#��� ���"����#� .����-���� τj 8
-�� %"�0��� ���#!��) *� ���!
��� �� %���� �
 Ij ) �"�#-#�� ����� ���" #�� ��� #,
�� Γ) � ���%������ pj 8 �"�#-#�� ���� ���#!��� 3�*� ν(Ij × Γ) = 0) �� �"�#-#�# τj

�� pj �" �#���-"���
.�����"�� I =

∏m
j=1 Ij )

ΩI =
m⋂

j=1

{ν(Ij × Γ) = 1}, PI = P(· | ΩI).
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�� ������� ΩI 	�
��
�� X(x, t) 	����� ��� � ����	��� �������� 
������

x, τ = {τj}m
j=1, p = {pj}m

j=1, νI = ν
∣∣
[0,t]×Rm\(�m

j=1 Ij)×Γ.

���������� �� νI �	����� 
������ � �	�� �	� ��������	
�� � �! � "���"#�� ����$
������ ������� C �� R

+ × (Rm \ {0})� ��� ����� �� �	�	� ��� � � ������ ��$
��	�!�"#��� �� 	����� �	�� �	� %��& '�(& )�%
������� �� ��%����� PI �"���� � τ �
p� νI ��
�"���� � �������� �� �	����� τ 	������	�� 	�
��%�"��� �� I� � �������� �
��� �	� p * �&�&	&�&�& 
 	�
��%�"��

ΠΓ =
Π(·∩Γ)
Π(Γ)

.

+�"� ��
���� �����
X(x, t) = F (x, t, τ ,p, νI) , �,-�

%� F * ����	�� ������ 
� 
�������� � R
m& .�
������ Î =

∏m
j=1 Îj � Îj * �� �	��"


  ��� � ��	�%����� �� � Ij  � 
 %������� δ|Ij |& ��/� �� � ��"0�� �  ���� ��!
%" %���0� δ ∈ (0, 1)  � %���1 ������� ΥI ⊂ (Rm)m × C ��!�%��� � �������

K : Bκ(x)× Î×ΥI → I

 ��2� ��
F (y, t, K(y, τ ,p, νI),p, νI) = F (x, t, τ ,p, νI),

y ∈ Bκ(x), τ ∈ Î, (p, νI) ∈ ΥI.
�,,�

����	��"#�� ������� ��%�!	����� K 
�%�� ��	� ��	��� ��!�	� ����� �� � 	�!$
��� τ = {τj}m

j=1� �� ��	� ��	�� 
������ � ����� t 	�
��
�� 	����� �,� 
 ��$
�� ����� 
������� y �  ��� � 
������ %" 	�
��
�� 
 %���� ���� ����� 
��$
����� x& .	� �#��� 
����� #� "�/� ������ 
����� τ � � p� νI ��%�0	�� # 	�"#
��	��� 	��& 3��� ������ K � 
�%�� 
0�%����� � �� ��� � ���� ���� ��	����� 
�
%�����0�� ��	� ��	��� 
����� ����& )�%
������� ��  ��� ��	����� ��
���� ���$
 #� �� �"����� ��%�������

{τ ∈ Î} ∩ ΞI

�����	�����0� �	�� �	� Ω�  � 

ΞI = ΩI ∩ {(p, νI) ∈ ΥI}.
4 � ������� ω ∈ Ω 
 �����0�	����� ����������1 ����%����1 ��	� ν� �	�	�%�� ��$
 �	�	� ��� �  ���� 
 {τ ∈ Î}∩ΞI �  � �����0�	���1� �� � �	�%� ���� %" ����/��0�
� ���� ����0� ��	����� 
� %�����0�� ��	� ��	��� 
����� ����&

.�!�%��� ��	����� K 
%������ #� �� ������ ��%���� �� �	� %���	�����"#��
�"�� ���� � 	�
��
�� X(x, t) 	����� �,�& �  ��	%���# 5&,  � 5&� � �  � '�( ���"�$
���� �� � ������ 
�����1 τ ∈ I ��� 	�
��
�� %" %���"#��� x� p  � ����� ����
	��"�
���� ����%����1  ������1 ��	� νI ��� ����%�� 3�!�"���

∇τ X(x, t) =
(

∂

∂τ1
X(x, t), . . . ,

∂

∂τm
X(x, t)

)
.

.	� �#���
∂

∂τj
X(x, t) = Et

τj
Δ(X(x, τj−), pj), j = 1, . . . , m, �,��

%�
Δ(x, p) = a(x+ p)− a(x),

� ���	����	 ��������	 {Ev
s , 0 ≤ s ≤ r} * �� �� 	����
������ �	����� 
�%����

������ 	����#

Er
s = IRm +

∫ r

s

∇a(X(x, v))Ev
s dv, r ∈ [s,∞). �,6�



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

���������	 
� ∇xX(x, t) = Et
0	 ����� �������� ������

‖∇xX(x, t)‖ ≤ etA1 .

����� ε = minj |Ij |� ���������� � ����	 ���������

∇τ X(x, t) = G (x, t, τ ,p, νI) . �� �

!"���#$���	 �% ���� x	 t $� �%���� γ ∈ (0, 1) ��� ����#& �����$� ������� ΥI

$� ����"�� '�����( H ������� p	 νI	 
� �"����� �������% � R
m×m	 $��	 
�)

sup
τ∈I

‖G (x, t, τ ,p, νI)−H (p, νI) ‖ ≤ γ
∥∥[H (p, νI)]−1

∥∥−1 . ��*�

+�� �� $��"���( �"� ��%��� '�����( ���� $��"��� ,��� �% ����&��� κ	 δ	 �%
%��� �������$&#% #�������-���%

κetA1
∥∥[H(p, νI)]−1

∥∥ ≤ 1
2
ε(1− δ)(1 − γ) ��.�

�#��� '�����% K	 
� ������&�%� ����� /��&-� $���	 '�����% K ����$&#% ��� #���0
����-���%� ����������

!���&-� ��"������% )���($&#% �� '�"���� ������ ������� �% ���-������ ��0
�)"����& ���� 12	 "���� 23� � ���#$���#$%� ��%���4 '�����4 ���� 5��$�� ,�� �����
�#$�����	 �"� '��#������ y	 p	 νI ���)"�����% Ky,p,νI = K(y, ·,p, νI) � ���-������

$� ��6��$������ +�� �� '�"����( ������ ������� �)"�� �������% ��"� 7�)��� �� Î
�"� $����� ���)"������ ��� 
��&��#$&[

det∇Ky,p,νI

(
K−1

y,p,νI
(z)

)]−1
�z∈Ky,p,νI

(Î).

+��� ���� $��"����% � ���� 8�9� #���&�� ��#$��� �������� "�������

F (y, t, τ ,p, νI)

$� �������� "������� F (x, t, τ ,p, νI) �� ����� (p, νI) �� ���-�	 ���( m∏
j=1

|Ij |
)−1 ∫

Ky,p,νI
(Î)

(∣∣det∇Ky,p,νI

(
K−1

y,p,νI
(z)

)∣∣−1 ∧ 1) dz

≥
( m∏

j=1

|Ij |
)−1(

inf
z∈I
|det∇Ky,p,νI(z)|−1 ∧ 1

)
λm

(
Ky,p,νI(Î)

)
.

� ��-��� )���	∫
Ky,p,νI

(Î)

∣∣det∇Ky,p,νI

(
K−1

y,p,νI
(z)

)∣∣−1 dz =
m∏

j=1

|Îj | = δm
m∏

j=1

|Ij |,

$��� #���&�� ��#$��� �������� "������� F (y, t, τ ,p, νI) $� �������� "�������

F (x, t, τ ,p, νI)

�� ���-�	 ���

δm infz∈Î |det∇Ky,p,νI(z)|
1 ∨ supz∈Î |det∇Ky,p,νI(z)|

.

:"�����(�� ������ � *�	 ���#� �$"������	 
� �% #���&�� ��#$��� �� ���-�	 ���
δm((1 − γ)/(1 + γ))2m� ����� Ξ ⊂ ΞI ; ���% ���

Ξ = ΩI ∩ {(p, νI) ∈ Υ}, ��<�



�� �� �� ����	
�� � �� �� ���

�� Υ ⊂ ΥI � �����	
 ����	��	
� ���	
���� μx,t,Ξ �������� ����		� X(x, t) 	

�	��	� Ξ� ���� � 	
����	�� ���� ���	�� �
 ������		� � ���� ��� ������
� 	
�

� 	��	
 ���	�


μx,t,Ξ ∧ μy,t,Ξ ≥ δm

(
1− γ

1 + γ

)2m

P(Ξ). !"#$

���� ������� ΥI �� ��	�
� ���	����� %�����
		� �������	&�'� ������� � ��(
�	�� ��	�� ������ �����
�� �������		� !")$� * �&��� ������� �� +������ �	��(
	� ΥI �
 �
+��������� ����	
		� �&�'� �������		��

*������ ������	� ���	
��		�� ,��
- τ̂j �  �����	
 �	����
�� Ij . j = 1, . . . , m.
τ̂ = {τ̂j}m

j=1� ����
���� 	
 �	��	� ΩI

X̂(x, r) = F (x, r, τ̂ ,p, νI) , H(p, νI) = G (x, t, τ̂ ,p, νI) ,

���� !"/$ �
 !"0$� 1	����  ���
��. X̂ � ����2���� ���	�		� !"$. � ����� ����	��
 ���+��� τ1, . . . , τm ����� � Z �
��	�	� 	
 τ̂1, . . . , τ̂m !������	�  ���+��� ��� �&���

�+���'
3�& �$� ���	
���� �
�� Êr
s ����2���� ���	�		� !"�$. � ����� X �
��	�	�

	
 X̂� ���� ����� �
����� H(p, νI) �
�
3�& � ��
��3 �
 ��	�3 4������ !"�$ �

�
��	�3 τj . X �
 E 	
 τ̂j . X̂ �
 Ê . ��������	��
5�� ��'�. ��+ �
+�������� !")$. �� 	
��
�
��� ��� '���� �+���	&� ����
 � 	��

�
� ���'� ��	����3�
�� 	���� �
�����. �+��	�	�6 �� H(p, νI)� *�+����� �����	�
4�	���6

�j : (Rm)j → S
m, j = 1, . . . , m− 1,

�
�. ��+ ��� �����&	�� j ≤ m− 1. x1, . . . , xj ∈ R
m7

�j(x1, . . . xj) ⊥ span (x1, . . . , xj).

���	
����

lj = lj(p, νI)

= cj

(
[Ê τ̂j

0 ]
−1

)∗
�j−1

(
[Ê τ̂1
0 ]−1Δ(X̂(x, τ̂1−), . . . , [Ê τ̂j−1

0 ]−1Δ(X̂(x, τ̂j−1−)
)

,
!"8$

j = 2, . . . , m, �� ������	� cj = cj(p, νI) > 0 ��+�
	� �
�. ��+ lj ∈ S
m� *��
'
������.

��+ 	
 �	��	� ΥI ��� �
	�� ρ > 0. σ ∈ (0, 1) ����	��
�
 & ����


|Δ(X̂(x, τ̂j−), pj)| ≥ ρ, j = 1, . . . , m,

Δ(X̂(x, τ̂j−), pj) ∈ Vσ(lj), j = 2, . . . , m.
!�/$

���� ���� ����� ���	
����� ��	�� !�/$�
�	�� ∥∥[H (p, νI)]−1

∥∥ ≤ e2(m+1)tA1

ρσm

(
e4tA1

σ2
− 1

)−1/2
.

�	����

�� 9 4������ ��� H (p, νI) �
��� ��+�
�		�

H (p, νI) = Êt
0Q (p, νI) ,

�� ����� �
����� Q(p, νI) �
3�& ���

Qj =
[
Ê τ̂j

0

]−1
Δ
(
X̂(x, τ̂j−)

)
, j = 1, . . . , m.

*�����. �� ‖[Êt
0]
−1‖ ≤ etA1 . ���� ��� ������		� ���
	�'� ������		� �� �
�	&�

���� �� ���	�� ∥∥[Q (p, νI)]−1
∥∥ ≤ e(2m+1)tA1

ρσm

(
e4tA1

σ2
− 1

)−1/2
. !�"$



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

�������� �	
���	
��� ���� �������������� ����� {ej} � R
m� �����
��� e1 ���	�

������� [Ê τ̂j

0 ]
−1Δ(X̂(x, τ̂j−))� � ej� j ≥ 2 � �	����

�j−1
(
[Ê τ̂1
0 ]
−1Δ

(
X̂(x, τ̂1−)

)
, . . . , [Ê τ̂j−1

0 ]−1Δ
(
X̂(x, τ̂j−1−)

))
.

��
	 � ����� �����	 ������� Q (p, νI) � ��������������� � !� 
������� ��	����
	���������� ���� ����� "" ��������" ������	# ���� ������ �������� � ����	�
$���	

Q (p, νI) =: Cm =
(

Cm−1 0
vm bm

)
,


� Cm−1 � �������� Cm �� �	
�����	�� ����
����� e1, . . . , em−1� vm � ������	� ��
��� �	
�����	� m�%� ��
�� Qm ������	 Cm� bm = (Qm, em)# ��
	

C−1m =
(

C−1m−1 0
−b−1m C−1m−1vm b−1m

)
,

‖C−1m ‖2 ≤ ‖C−1m−1‖2 + ‖C−1m−1‖2(|vm|/bm)2 + (1/b2m).

&����%	��� ���� ������ ���� ��	��� 
�� ������� Cj ������	 Cm �� �	
���������
����
���	 e1, . . . , ej �∥∥C−1j

∥∥2 ≤ ∥∥C−1j−1
∥∥2 + ∥∥C−1j−1

∥∥2 (|vj |/bj)2 +
(
1/b2j

)
, j ≥ 2.

'���(�	� 
�� j = 1 ����� ∥∥C−11
∥∥2 = (

1/b21
)
.

)� ����
��� �

|b1| =
∣∣∣[Ê τ̂1

0 ]
−1Δ1

∣∣∣ ≥ e−tA1 |Δ1| ≥ e−tA1ρ,

��� �� �������� Δj = Δ(X̂(x, τ̂j−), pj) �� ����������� ���(� � �����!��� � *+,-#
&����%	��� ����� 
�� j = 2, . . . , m �����∣∣∣[Ê τ̂j

0 ]
−1Δj

∣∣∣ ≥ e−tA1ρ.

.�	� ��%�� 
��%� �����!���� � *+,- 
�� ��	��	
��(����

|bj| =
∣∣∣([Ê τ̂j

0 ]
−1Δj , ej

)∣∣∣ = c−1j |(Δj , lj)| ≥ σ

cj
|Δj | ≥ σe−tA1 |Δj |,

��� �� ����������� ��� !�� ����
��� cj ≤ etA1 # )�	
�� ���������

|bj | ≥ σe−tA1ρ, |vj |2 =
∣∣∣[Ê τ̂j

0 ]
−1Δj

∣∣∣2 − |bj|2 ≤ e2tA1 |Δj |2 − σ2e−2tA1 |Δj |2,
(|vj |/bj)2 ≤ e4tA1σ−2 − 1,

��	
�� ∥∥C−1j

∥∥2 ≤ e4tA1σ−2
∥∥C−1j−1

∥∥2 + e2tA1σ−2ρ−2.
)� 	�
���	� �� 
�� ��	���

∥∥C−1j

∥∥2 ≤ e2tA1

ρ2σ2

[
1 + · · ·+ e4tA1(j−1)

σ2(j−1)

]
≤ e(4j+2)tA1

ρ2σ2j

(
e4tA1

σ2
− 1

)−1
, j = 1, . . . , m,

��� ��� j = m 
�� *+/-# �
����� �����
��� !� �
�� %���� ��������� ��	 
�
��� ���%� ������� ���� �	
�

0������
‖G (x, t, τ ,p, νI)−H (p, νI) ‖.

1������� *2- ����
��� �������� ������� 3��	 */- �� ��������	 ����
��	 Z = Z1+Z2�

Z2(t) =
∫ t

0

∫
Γc

u ν̃(ds, du).



�� �� �� ����	
�� � �� �� ���

��� ������ θ > 0 	
�����
��� 	
������� ���	


sup
s∈Ij

|Z2(s)− Z2(τ̂j)| ≤ θ, j = 1, . . . , m. ����

���� ����� ��� ���
� 	 > 0� R > 1 	
�����
���

|pj| ≤ 	, j = 1, . . . , m, ����

sup
r≤t

|X̂(x, r)| ≤ R. ����

��������� ������ �� ε = minj |Ij |�
���� ���� ����� ���	
����� ��	�� ����� ����� ����� �	��

sup
τ∈I

‖G (x, t, τ ,p, νI)−H (p, νI) ‖ ≤
√

mC,

	�
���

� ���	� C ���� � �	����� ��

�	����

�� ����
 ����
 � G (x, t, τ ,p, νI) ��!�" 	
�

Et
τj
Δ(X(x, τj−), pj), j = 1, . . . , m,

� ����
 ����
 � H (p, νI) # �������$�
% 	
� & &�����! τ � X � E �� τ̂ � X̂� Ê � '���
��(����"� ��	(�
� �� ���	��(��∣∣∣Et

τj
Δ(X(x, τj−), pj)− Êt

τ̂j
Δ

(
X̂(x, τ̂j−), pj

)∣∣∣ ≤ C, j = 1, . . . , m ��)�

	
����!�"(� ��� ��	��"�
� &��$�" (τ1, . . . , τm) ∈ I� *���� ��(��+�� � ���
�

,� ‖Et
s‖ ≤ etA1 � s ≤ t�

�� |Δ(x, p)| = |a(x + p)− a(x)| ≤ A1	- ��� 	
���
(���� �����
�� ‖Et

s − Et
s′‖ ≤ |s− s′|A1e

tA1 � s, s′ ≤ t�
�� .� �������	�/ ���	


sup
r≤t

|X(x, r)| ≤ R′ ��0�

��� ��(  ���	��(�"

|X(x, s)−X(x, s′)| =
∣∣∣∣∣
∫ s∨s′

s∧s′
a(X(x, r)) dr + Z(s)− Z(s′)

∣∣∣∣∣
≤ R′ε+ 2θ, s, s′ ∈ Ij ;

��� 	
���
(���� �����
)�

|Δ(x, p) −Δ(x′, p)| ≤ |a(x+ p)− a(x′ + p)| − |a(x) − a(x′)| ≤ 2A1|x− x′|.
. ,�1)� 	
+�
	��� �� &� �������	��� +�
+����� ��0� ��� ��(  � ����∣∣∣Et

τj
Δ(X(x, τj−), pj)− Et

τ̂j
Δ(X(x, τ̂j−), pj)

∣∣∣ ≤ A1e
tA1 (	A1ε+ 2R′ε+ 4θ) . ��2�

3������$�� �� �,�� ����� ��� ��	��"���� r

∂

∂τj
X(x, r) = Er

τj
Δ(X(x, τj−), pj)�r≥τj , j = 1, . . . , m,

&	���
 & �����	����� � ���� ,� �� ��∣∣∣∣ ∂

∂τj
X(x, r)

∣∣∣∣ ≤ A1	etA1 , j = 1, . . . , m,

� ���

|X(x, r)− X̂(x, r)| ≤ 1
2
A1	etA1

m∑
j=1

|Ij |, ��4�



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

��� �� ������	�
��� � |τj − τ̂j | ≤ |Ij |/2� �
��
����� � �
����� ���� �
 ���� ����
������ ���� ���������	� �

R′ = R+
mε

2
A1	etA1 ,

�� ��� ������
� ∣∣∣Et
τj
Δ(X(x, τj−), pj)− Et

τ̂j
Δ(X(x, τ̂j−), pj)

∣∣∣
≤ A1e

tA1
(
A1	ε+ 2Rε+mε2A1	etA1 + 4θ

)
.

��!�

"
��#� � $ ���� 
�
��% &�� �� � ����
�� � ��������� ��������� ��' �
 ��� 	�
��
� (�) ����
 ���
�
��� � 	��*
	��&�
 ��	������
 Er

s �� +���$ � �� ���* τj � j =
1, . . . , m� �
� ��* �� ,�-����
 �
 I� ���&��� ��* ��
 Gr

s,j = (∂/∂τj)Er
s � ����.�����

� ������

Gr
s,j =

∫ r

s

(
∇2a(X(x, v))⊗ [Ev

τj
Δ(X(x, τj−), pj)

]) Ev
s�v≥τj dv+

∫ r

s

∇a(X(x, v))Gv
s,j dv,

r ∈ [s,∞)� �� �	� ���������

∂

∂τj
Er

s =
∫ r

s

Er
v

(
∇2a(X(x, v))⊗ [Ev

τj
Δ(X(x, τj−), pj)

]) Ev
s �v≥τj dv, �/0�∣∣∣∣ ∂

∂τj
Er

s

∣∣∣∣ ≤ tA1A2	e2tA1 , j = 1, . . . , m,


 ���� ∣∣Et
r − Êt

r

∣∣ ≤ 1
2
tA1A2	e2tA1

m∑
j=1

|Ij |. �/'�

�
	��	��
�#� ����� �/'� � r = τ̂j �
 �$ ��� '�� ��� 1� ���������∣∣∣Et
τ̂j
Δ(X(x, τ̂j−), pj)− Êt

τ̂j
Δ(X̂(x, τ̂j−), pj)

∣∣∣ ≤ mεA2
1e
2tA1

(
	2 +

tA2	
2

2

)
.

2	�
��� ��� �� 	�� �
 ��!� �
3�� ��1�� �

/�/� ���������� 	
��	����� 4���
���� n = [t/(mε)]�

I(k) = ((k − 1)ε, kε), k = 1, . . . , nm.

5�
��% &�� �� ����
&��� � ���� �� /�'� ����
���� τ (k) 6 &
	 ���#�%� 	���-�
� �
� �-��	� �
 ���� ��� I(k)� ����&��
 ���%� �
������ ������ Γ�  � ���� ��� p(k) 6
����&��
 $��%� 	���-�
� τ̂ (k) 6 	������
 � �� ��� I(k)� 7���
&���  ���
������ &����
������� ������� υj � j = 1, . . . , m� 4���
���� υ1 � ���� �
8���#��� � ��* ��
&���
k ≤ mn� ��� ���* �
3�� � 	$� �
� 	� �� ���#����9{

ν
(
I(k) × Γ

)
= 1

}
,

∣∣∣Δ(
X
(
x, τ̂ (k)−), p(k))∣∣∣ ≥ ρ,

sup
s∈I(k)

∣∣∣Z2(s)− Z2
(
τ̂ (k)

)∣∣∣ ≤ θ,
∣∣p(k)∣∣ ≤ 	.

�/��

:�� �
��%� ��
&���� k ��  	���� �� ����
�
��� υ1 = +∞� ;�� j = 2, . . . , m ����
�
&��� X̂ ����.���� � ������ �'�� � ����� ������� 	���-� � τ (υ1), . . . , τ (υj−1) ���$�	�

Z �
� ��� �
 τ̂ (υ1), . . . , τ̂ (υj−1)� 7���
&��� l
(x)
j � �� 	�3 �'!�� � �� 8 τ̂1, . . . , τ̂j−1 �
� �

��� �
 τ̂ (υ1), . . . , τ̂ (υj−1)� 
 τ̂j 6 �
 τ̂ (k)� <�� ����
���� υj � ���� �
8���#��� � ��*
��
&��� k ≤ mn� k > υj−1 ��� ���* �
3�� � 	$� 	� �� ���#���� �/�� �


Δ
(
X̂
(
x, τ̂ (k)

)−) , p(k) ∈ Vσ

(
l
(k)
j

)
.

������ ��� �
��%� ��
&���� k ��  	���� �� ����
�
��� υ1 = +∞�



�� �� �� ���	
��� � �� �� ����

�������

{υm < +∞}
���	
��� �� ����������	 �������

{υ1 = k1, . . . , υm = km} =: Ωk1,...,km , 1 ≤ k1 < · · · < km ≤ mn.

��� ����� 1 ≤ k1 < · · · < km ≤ mn ��������

I1 = I(k1), . . . , Im = I(km),

Ξk1,...,km = Ωk1,...,km ∩
{
sup
r≤t

|X̂(x, r)| ≤ R

}
,

��� X̂ � ��������� �	������ ���� � ���� ����� ����
�	� τ (υ1), . . . , τ (υm) ��� ��� Z
��	���	 �� τ̂ (υ1), . . . , τ̂ (υm)! "���� #� �� ��
�����$

Ξk1,...,km ⊂ ΞI, I =
m∏

j=1

Ij ,

	 ������ Ξk1,...,km �� ��� ��%�! &��	 �� � 	���$ ��'� ��� ���	�(��)� y ∈ Bκ(x)

μx,t,Ξk1,...,km
∧ μy,t,Ξk1,...,km

≥ δm

(
1− γ

1 + γ

)2m
P(Ξk1,...,km).

*�������� #� Ξk1,...,km ����������	� ���

μx,t ≥
∑

1≤k1<···<kj≤mn

μx,t,Ξk1,...,km
, μy,t ≥

∑
1≤k1<···<kj≤mn

μy,t,Ξk1,...,km
.

+�	 ��)�

μx,t,Ξk1,...,km
(Rm) = μy,t,Ξk1,...,km

(Rm) = P(Ξk1,...,km).

&�� ���� ����������� ���������� , ��� -!,� ��	��� �������

μx,t ∧ μy,t ≥ δm

(
1− γ

1 + γ

)2m

P

⎛
⎝ ⋃
1≤k1<···<kj≤mn

Ξk1,...,km

⎞
⎠ .

* � 	��� �,'� ��������� #�

Ωk1,...,km ∩
{
sup
r≤t

|X(x, r)| ≤ R− mε

2
A1	etA1

}
⊂ Ξk1,...,km .

&��

P

⎛
⎝ ⋃
1≤k1<···<kj≤n

Ξk1,...,km

⎞
⎠

≥ P

(
{υm < +∞} ∩

{
sup
r≤t

|X(x, r)| ≤ R− mε

2
A1	etA1

})

≥ P(υm < +∞)− P

(
sup
r≤t

|X(x, r)| > R− mε

2
A1	etA1

)
,

	 ��������� ������ ���	���� �������� ���!

���� ����

P(υm < +∞) ≥ P1.



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

���������� ����� ��

P(υm < +∞) ≥ P(υ1 ≤ n, . . . , (m− 1)n < υm ≤ mn).

���	
��
�� ���
� P(υ1 > n) ����� ��
������� �
����� �� ���
� � ��������� n ���
��
k��� � ��� ������� 	 ���! �� �� 	����!���� ���� � !��	 "#$%� &����'��� Fε

k =
σ(Zs, s ≤ kε)� (��	�� ���	
��
�� �� !��	� Fε

k−1 ����� �� 	����!���� ����� �
!��	 "#$%� �� ���)�� �
*

(
εΠ(Γ)e−εΠ(Γ)

)
P

(
sup

s∈I(k)
|Z2(s)− Z2(τ̂ (k))| ≤ θ

)

×
(
infx Π

(
u ∈ Γ: |a(x+ u)− a(x)| > ρ, |u| ≤ 	

)
Π(Γ)

)
.

+� 	����	�� � ����� �� ������ Z
(k)
2 := {Z2(s)−Z2((k−1)ε), s ≥ (k−1)ε} � ������*���

� Fε
k−1� 	���'��� ν(k) = ν

(
I(k) × Γ

)
������*�� � Fε

k−1 ∨ σ
(
Z
(k)
2

)
� � 	���'��� p(k)

������*�� � Fε
k−1∨σ

(
Z
(k)
2 , ν(k)

)
, �� ���� *� ν(k) ��� ������
� &!������ � ����������

εΠ(Γ)� ���'���� X
(
x, τ̂ (k)−) � 	��
���� 	
������ Fε

k−1 ∨σ
(
Z
(k)
2

)
� 
 p(k) ��� ������
�

Π(·∩Γ)/(Π(Γ))�
����� ��

P

(
sup

s∈I(k)

∣∣∣Z2(s)− Z2
(
τ̂ (k)

)∣∣∣ ≤ θ

)

≥ 1− P

(
sup

s∈((k−1)ε,τ (k))

∣∣∣Z2(s)− Z2
(
τ̂ (k)

)∣∣∣ > θ

)

− P

(
sup

s∈(τ (k),kε)

∣∣∣Z2(s)− Z2
(
τ̂ (k)

)∣∣∣ > θ

)
.

-��������	)� ���������! ���
	�
�� �!.� ��� �!.����������(
τ (k), kε

) � s �→
∣∣∣Z2(s)− Z2

(
τ̂ (k)

)∣∣∣2 ,

�����!���� ��

P

(
sup

s∈(τ (k),kε)

∣∣∣Z2(s)− Z2
(
τ̂ (k)

)∣∣∣ > θ

)
≤ 1

θ2
E
∣∣∣Z2(kε)− Z2

(
τ̂ (k)

)∣∣∣2 = ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du).

/ 
�)��� .��!� ���
	�
�� sups∈((k−1)ε,τ (k))

∣∣Z2(s)−Z2(τ̂ (k))
∣∣ > θ ����� �� ��.�� ���
	�

�
��

sup
s∈((k−1)ε,τ (k))

|Z2(s)− Z2((k − 1)ε)| > θ

2
.

/�����!	�	)� �� ��� ���
	�
�� �!.�� �����!���

P

⎛
⎝ sup

s∈
(
(k−1)ε,τ (k)

)
∣∣∣Z2(s)− Z2

(
τ̂ (k)

)∣∣∣ > θ

⎞
⎠ ≤ 2ε

θ2

∫
Γc

|u|2Π(du).

/ ��	����� ��
��� �� ���
	����
 1− z ≤ e−z� z ≥ 0 	����	��� ��

P(υ1 > n) ≤
[
1− εΠ1e−εΠ(Γ)

(
1− 5ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du)
)]n

≤ exp
(
−εnΠ1e−εΠ(Γ)

(
1− 5ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du)
))

.



�� �� �� ����	
�� � �� �� ���

���������	
 �	��
� �� ���������� j = 2, . . . , m

P
(
υj > jn, υj−1 ≤ (j − 1)n

∣∣∣ Fε
(j−1)n

)
≤ exp

(
−εnΠje

−εΠ(Γ)

(
1− 5ε

2θ2

∫
Γc

|u|2Π(du)
))

�υj−1≤(j−1)n.

����
���	��	 �� ���������� �� ���������	� �� n = [t/(mε)]� ���	
��
� ������
����������� �

�� ���������	
�� �������	��� ��� ������	� � ����� ���	

������	
� Q 
���	�� �	� f ∈ C2(Rm)� �� �	�  �����

x �→
∫
|u|>1

f(x+ u)Π(du)

�������� �!
������ �� "������
� �� f ∈ Q
Af(x) = (∇f(x), a(x) + b) +

∫
Rm

[
f(x+ u)− f(x)− (∇f(x), u)�|u|≤1

]
Π(du),

x ∈ R
m.

#����"�� �����
� �������� � $%& '�����
� %�%(� )� ����* +
���������* 
��	 μ
�� R

m "������
�

μs(dy) =
∫

Rm

Ps(x, dy)μ(dx), s > 0.

������� ��	� ����� ���	
����� ��� ��	���

%� ��� �	����
	�	 R > 0 ��
�� T = T (R) ���� �	

δ(T, R) := inf
|x|,|y|≤R

(
μx,T ∧ μy,T

)
> 0.

,� ��
�� ��
���� ϕ ∈ Q � ���� α, β > 0 ���� �	

Aϕ ≤ −αϕ+ β, '--(

��� 	�� ϕ(x)→ +∞� |x| → ∞�

!	�� ��	��� X ��� ���
�� �
�����

�� �	"�	��� π. #���$� 	�	� ��
��� �	��%


� ���� C1� C2 ���� �	 ��� �	����
	& ��	���
��
	& ���� μ

‖μs − π‖var ≤
(
1 +

∫
Rm

ϕdμ

)
eC1−C2s, s ∈ R

+. '-�(

. ��������� �����
	 %�% $%& ������� ���  ��
��	 �� ����	� eC1 � C2 � ���
�/
���  �����* ϕ �� ���	�	�	 δ(T, R)� #��� 
��� "����� � ��
�� ��! ������	 "���!��
 ��
��	 � �	��� "�	�����
� �� "�������	 � ���
���� 
��	 0��� Π "������ Z � ���/
���� '%( �� ��� ������� a ����� ������� 1
��� 0"����� '--( � ���	� ���
����
"���������� ������ �	�� ������ ��% $%& �� "��	���� ��
� 2��"��������� � �����/

	 ,�%� 
���������* �����	����� "������ X �� ��
	 )�!���	�� '�	�� )������ 3(
�	"�	��� �����"�� ������ �� δ(T, R) �� "���	� T, R '�������� ���������� ��
�������� ��
	 -�, $%&(� ��
� 
	 +��� �� �����	
�(�


��� ��	� ����� ���	
����� ��	�� �	���� '�( � ��� ��
�� t1, R1 > 0

χ := inf
|x|≤R1,|y|≤R1

sup
ξ∼X(x,t1),η∼X(y,t1)

P(|ξ − η| < κ, |ξ| ≤ R0) > 0. '-4(

!	��

δ(t+ t1, R1) ≥ χδm

(
1− γ

1 + γ

)2m (
P1 − P2

)
.



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

���������� ���	 ������	
�� �� ����	�		� 	����	���� ���� �� 	�������� ����� S
������ �� � ��� ��!	� �"�����	� ���������� � �����	�# ���$��� Z �� ���"�$��	�� a
���	�		� ���� ���� ��%�� ��� �� � &	'� ��!������ ��������� 	����	���� ���� ��!��

��	����� %������ ���������� �����(�		�� (��� ���	�		�� ���� ��%�� � �� ����
%���%��)���
�� %������ ����� ���������	���� ��*��

+��������'� �$�	�� % �������	
�, ��� � ��	� "����� �� ����# C1� C2 % ��-
����		� ������� ��� �� � ������)	� ��������� 	�����	�. ��%�
����

������� ��	� 
���� ���������� ���� ������ �	� �� ����� � ������ �	�	


���� ����� ��� ���� c ∈ (0, 1)� t1, R1 > 0 ����� ����� �������������� ���� ��

ϕ(x) + ϕ(y) ≥ max
(
2β
cα

, 1
)

, max(|x|, |y|) ≥ R1. ��/�

 �!��"��

T = t+ t1, ς = χδm

(
1− γ

1 + γ

)2m
(P1 − P2) ,

Q =
1

ln (1/ς)

(
(1− c)α

2
T + ln

(
1 +

4β
α
+ 4 sup

|x|≤R1

ϕ(x)

))
.

#��� ��$ ����� ���������� ���� !

C1 =
(1− c)αT

2
+ max

(
ln

(
β

α

)
, 0

)
+ ln

(
4

1− (1− ς)1/2

)
, C2 =

(1− c)α
4max(Q, 1)

.

�� �������

0�#�. � ���	�		� ��� ���$�� Z(t) ��� ��1��

Z(t) =
∫ t

0

∫
R2

u ν̃(ds, du)

% ����� 2��� Π ������ (� %�����
	�� �����∫
R2
|u|2Π(du) < +∞. ��3�

0�#�. "�	�$�� a %�����
	�� ���� ����� ����������� 4 a(0) = 0 �� ��	�� ����
���� A3 > 0� (� �� ���# x, y ∈ R

2 ����	���
�� 	����	���


(x − y, a(x)− a(y)) ≤ −A3|x− y|2. ��*�

+���!���� (� %� ���� ��3� �� ��*� ��%�5�%�� ���	�		� ��� %�����
	�� ������ ���-
���� ��6 �� %	�.���� ��	� %	�)�		� ��	���	� α �� β � 	�!	� �$�	�� �� ς�

�� "�	�$�, f(x) = |x|2� x ∈ R
2� �����

Af(x) = 2(x, a(x)) +
∫

R2
|u|2Π(du).

7 ����� ��*� ���������

Af(x) ≤ −2A3|x|2 +
∫

R2
|u|2Π(du),

����� ���� ����	���
�� % α = 2A3� β =
∫

R2 |u|2Π(du)�
7	�.���� �$�	�� �� ���)�	 P2 �� χ� +�%	�)��� q1 = R− 1

2mεA1	etA1 � 8����

P2 = sup
|x|≤R0

P

(
sup
r≤t

|X(x, r)| > q1

)

≤ sup
|x|≤R0

[
P

(
sup
r≤t

|Z(t)| > q1
2

)
+ P

(
sup
r≤t

∣∣∣∣x+
∫ r

0

a(X(x, s)) ds

∣∣∣∣ >
q1
2

)]
.



�� �� �� ���	
��� � �� �� ����

�� �������		
�� Z  �����	���� � ���� |Z|  ��������	���� �� ���������	��
	����	���� ���� �����

P

(
sup
r≤t

|Z(t)| > q1
2

)
≤ 4

q21
E |Z(t)|2 = 4t

q21

∫
R2
|u|2Π(du) =

4βt

q21
.

�����
	��� ��	� �� g(r) =
∫ r

0 |a(X(x, s))| ds� r ≤ t� !�	� �
 a ��"�����	
� �����
��	�#	��� �����$

|a(x)| ≤ A1|x|.
%���

g(r) ≤ A1

∫ r

0

|X(x, s)| ds = A1

∫ r

0

∣∣∣∣x+
∫ s

0

a(X(x, u)) du+ Z(s)
∣∣∣∣ ds

≤ A1

∫ r

0

(|x|+ g(s)) ds+A1

∫ t

0

|Z(s)| ds.

� ���� &��	���� ��������� ��

g(r) ≤
[
A1|x|r +A1

∫ t

0

|Z(s)| ds

]
erA1 .

%�"�

sup
r≤t

g(r) ≤
[
|x|t+

∫ t

0

|Z(s)| ds

]
A1e

tA1 .

'�������� �� |x| ≤ R0� %�"�

P

(
sup
r≤t

∣∣∣∣x+
∫ r

0

a(X(x, s)) ds

∣∣∣∣ >
q1
2

)
≤ P

(
sup
r≤t

g(r) >
q1
2
− |x|

)

≤ P

(∫ t

0

|Z(s)| ds >
1

A1

(q1
2
−R0

)
e−tA1 −R0t

)
≤ 1

q22
E

(∫ t

0

|Z(s)| ds

)2

≤ t

q22

∫ t

0

E |Z(s)|2 ds =
βt3

2q22
,

"�

q2 =
1

A1

(q1
2
− R0

)
e−tA1 −R0t.

(���

P2 ≤ βt

(
4
q21

+
t2

2q22

)
. )*+,

-����

χ = inf
|x|≤R1,|y|≤R1

sup
ξ∼X(x,t1),η∼X(y,t1)

P(|ξ − η| < κ, |ξ| ≤ R0)

≥ inf
|x|≤R1,|y|≤R1

sup
ξ∼X(x,t1),η∼X(y,t1)

[1− P(|ξ − η| ≥ κ)− P(|ξ| > R0)]

≥ inf
|x|≤R1,|y|≤R1

[1− P(|X(x, t1)−X(y, t1)| ≥ κ) − P(|X(x, t1)| > R0)]

≥ 1− sup
|x|≤R1,|y|≤R1

P(|X(x, t1)−X(y, t1)| ≥ κ)− sup
|x|≤R1

P(|X(x, t1)| > R0).

� ����� )*., ��������� �� ����/�	� ψx,y(t1) = |X(x, t1) − X(y, t1)|2 ��"�����	
�
�����

ψx,y(t1) ≤ ψx,y(0)e−2t1A3 = |x− y|2e−2t1A3 .

%���

P(|X(x, t1)−X(y, t1)| ≥ κ) ≤ P
(|x− y|e−A3t1 ≥ κ

)
= �|x−y|e−t1A3≥κ .



����������	 
	������ �	�	���	����� ������ ���� ��

�� ��������	
 ������� 	� ����
 ��� ��� �����

sup
|x|≤R1

P(|X(x, t1)| > R0) ≤ 1
R2
0

(
β

α
+R2

1e
−t1α

)
.

����� ����� ���
 ������ ��� χ�

χ ≥ �2R1e−t1A3<κ −
1

R2
0

(
β

α
+R2

1e
−t1α

)
. � !"

#	��$ ������ ��� ς �%����� ���	�&�� '���

ς ≥
(
�2R1e−t1A3<κ −

1
R2
0

(
β

α
+R2

1e
−t1α

))
δm

(
1− γ

1 + γ

)2m (
P1 − βt

(
4
q21

+
t2

2q22

))
.

(����
�	����� �������� �)� *�%��+�� ��'������$ *��,���� *��'���� �	��-
C1 	� C2 ��� ������	�� *����- .�����/ a$ ��� 0��� Π 	� �	��-$ )� .�%���
	+ �
�����- �1"$ �2" 	����� 3��$ ����� ���" 	�����  �� 	� ����� ��2" 	�����  �3� 4�-�,
a(x) = −x$ x ∈ R

2$ 	��� A0 = A2 = 0$ A1 = A3 = 1� 4�-�, ���� 0��� Π *����������
�� ���+�� Γ = {u ∈ R

2|1 < |u| ≤ 2} � Π(Γ) = Π1 = 5$ 	��� ����� &�����	 ρ = 1$
	 = 2� 5������� 	����$ )�

∫
R2 |u|2Π(du) = 10$ � ��� σ = 1√

2
��� ����� Π2 = 1�

�� �������� �)� .�������$ ����� α = 2$ β = 10� #����+� Π(Γc) = 0$ �����
θ = 0� 5������ 	��� R1 	� c$ )�� ����������+ ����� ��2"� R1 = 5$ c = 1/2� (����6
���� t = 1$ R0 = 4 �*�������$ )� ��� 	�%�$ )�� &���� '��	�� ��������	� � !" ����
����	��
 &� ����- t1$ &�	�����$ )�� R2

0 > β/α = 5"� 5������ R 	��� '���$
)�� P1,0 > P2� R = 60� (�������� δ = γ = 1/2� 7��� �&�'�	�� ������� ���'�� ε$
��� *������+��� ����� �1"$ � &�	�� ���'�� κ$ ��� *������+��� ����� �2"� ε = 10−5$
κ = 5 ·10−9� 4����	�$ &�������� t1 	��� '���$ )�� &���� '��	�� ��������	� � !"
���� ����	��
� t1 = 22� 7��� �	��� C1 	� C2 ������

	+

C1 = 22.97918651, C2 = 0.11936229.

������� 8� ��	
��� ������ �	�

9�������	��+�� ����	���	+ �&��+��/ '��	� ��� ��" ��	�����
� ���	�&�� 	���6
������$ ��� '��	� ��*��
	+ ����
 :�������$ ��� � ��

���� ���� ����� μ� κ � ��	
����� ���� � �	
	�� ����������	�� ������	��
��	��	�� X� �	��

μ ∧ κ = max
ξ∼μ,η∼κ

P(ξ = η).

����� ��	
���� ��� �	
����� 
�����	
�� �������
 ξ �� η �� ������� 
 X �
�	��	������ μ �� κ 
���	
��	

P(ξ = η) ≤ μ ∧ κ, � �"

� �� ����	�� ��	
����	�� ��	��	�� ���!�� ������� ξ �� η� ��� ���� � �"
�����
	�!"���� � ��
�����

;�
	+ ����� ���	�&�� 	����������

���� ���� #� ����� μ� κ � ������ ���� � �	
	�� ����������	�� ������	��
��	��	�� X� ����	�� μ(X) = κ(X)� ����� F : X → Y � 
����� 
��	���$��� �	��(

μ ◦ F−1
)
∧
(
κ ◦ F−1

)
≥ μ ∧ κ.

%� ����� μk� κk� k = 1, . . . , n � ������ ����� �	�����$�� � Xk� k = 1, . . . , n�

���	
��	� ����	�� μk(X) = κk(X)� �	��(∑

k

μk

)
∧
(∑

k

κk

)
≥

∑
k

μk ∧ κk.



�� �� �� ���	
��� � �� �� ����

�� �����

μ =
∫
Θ

μθ(·)π(dθ), κ =
∫
Θ

κθ(·)π(dθ),

�� π 	 
����� ���� � ������� �������� ���
���� Θ� � μθ(A)� κθ(A) � ������
��� �������� �� ����� θ � �������
��� ������ �� ����� A�

����

μ ∧ κ ≥
∫
Θ

(μθ ∧ κθ)π(dθ).

���������� 	
� ���� ���������� � ��� ���������� ��������� ���������� �
����� ���� �������� � ������������ ��� ���������
 ��� ��� ���� �������
��������� ��!�"#�� ����$ ��� �"� "� {μθ}
 {κθ} ����"��� ��� �"%� ���
(ξθ, κθ)
 ����� � ���! ������ � �"��"��� � ���"�����" ��� μθ ∧ κθ
 �����&"#�" '(	)

" ��� ��" ��&� ���� � ��"���� �� θ� *����"��� ����+ �"%+ &������� ,��� ��� ���
��������" ����#���- ./0�

������� 1� ���	�
� �	� ����� �������

*�!� U 2 �"������ ������� � R
m × R

m� 3����#�� Ux = {z|(x, z) ∈ U}
 ∇k 2
��!"��� �� k4" �"��" �

������� ��	� ����� �������� ������ F : U → R
m ������ !�� ������"

#$ %
�� ������ &�'� ��� ∇zF (x, z) =
(

∂
∂z1

F (x, z), . . . , ∂
∂zm

F (x, z)
)
� �' �
�� U �

($ %
���! ���� ��
���� γ ∈ (0, 1) �� ������)�� ������� H� *� � �
�
�� x �� ���)� 
����! �� z� (x, z) ∈ U � �������!
� �����
�!

‖∇zF (x, z)−H‖ ≤ γ‖H−1‖−1. '(�)

�$ %
�� ������ ∇xF (x, z) � ��������� 
�
�� ������� ‖∇xF (x, z)‖ ≤ D � � �
��
(x, z) ∈ U �

����� ��
���� κ > 0 �� r > 0 ������ !���! �����
+$ D‖H−1‖κ ≤ (1− γ)r�
����� Vr = {z | Br(z) ⊂ Ux}� ���� �
�� ���� ���� ������ K : Bκ(x)×Vr → R

m�
*� � � �
�� y ∈ Bκ(x)� z ∈ Vr �������!
� ����
�!

F (y, K(y, z)) = F (x, z). '(�)

5���������" 6����"+ K$
	) ��� ��"! y ∈ Bκ(x)
 z ∈ Vr "���� ��!"��� 7������� ∇zK(y, z)
 ���#��

∇zK(y, z) = [∇2F (y, K(y, z))]−1∇zF (x, z). '(()

�) ��� ���"����&� y ∈ Bκ(x) 6����"� K(y, z) 2 �"������� �� �"��" z�
�) ��� y ∈ Bκ(x)
 z ∈ Vr ����������� �������� ����������� ��"���(

1− γ

1 + γ

)m

≤ |det∇zK(y, z)| ≤
(
1 + γ

1− γ

)m

. '(/)

��������� ������ 1�	 �����&"#�� ��������� ������ ����8 � .90� 5������"��� 	
�������� � ��������� ������ 1�	
 �������"��� � � ���������" ��!"���+ '(()� :�"�4
�� '(/) � ����"��� '(�)
 '(() �� �#������+ ���"�����" | detA| ≤ ‖A‖m
 �� A 2 �4
����� ���"�� m ×m '� ��������" ��������+ ���"�����" ���������������� ��������
�����" A �� ++ ���������+ ��������+ 6��� �� ����������" �����������&� ���"���
������ '���� ����� ������ 9�	�� � .80))�
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