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Abstract. The problem of optimal estimation of linear functional AN ξ =
�N

k=0 a(k)ξ(k) depending
on the unknown values of stochastic sequence {ξ(m), m ∈ �} with stationary n-th increments from
observations of the sequence at points m ∈ �\{0,1, . . . , N} is considered. Formulas for calculating mean
square error and spectral characteristic of optimal linear estimation of the functional are derived in the
case where spectral density is known exactly. In the case where spectral density is not known exactly,
but a set of admissible spectral densities are given the minimax-robust approach to the problem of
optimal estimation of linear functional ia applied. Formulas that determine the least favorable spectral
densities and the minimax spectral characteristics are proposed for the given sets of admissible spectral

densities.
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E ξ(n)(m0, μ) = c(n)(μ),

E ξ(n)(m0 +m,μ1)ξ(n)(m0, μ2) = D(n)(m,μ1, μ2)
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(−1)lCl
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bμ(k) =
N∑
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a(m)dμ(m− k) =
(
Dμ

Na
(1)
)

k
, k = 0, 1, . . . , N, ��)�

�� Dμ
N �  ������ ��� ��
���� (N + 1) × (N + 1) � ��� �
�� � Dμ

k,j = dμ(j − k)"
��#� 0 ≤ k ≤ j ≤ N " �� Dμ

k,j = 0" ��#� j < k �$� j, k > N * ������ a(1) =
(a(0), a(1), a(2), . . . , a(N))�
+��
�!� � !���� ÂN ξ ��� ���
� � �����
����������!
� � ��
�� ��
��
� ���
��

�
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� ��
����
��� ANξ �� �������&�

� � ��������, �������
���� ξ(m) � ��-
!��%  
�&�
� Z\{0, 1, 2, . . . , N}" � !���� B̂Nξ ��� ���
� � �����
����������!
� �
��
�� ��
��
� ���
�� �
�!�

� ��
����
��� BNξ �� �������&�

� � ���%����!
�'�
n-'� ������� ξ(n)(k, μ) � ��!��%  
�&�
� Z \ {0, 1, 2, . . . , N + μn}� +��
�!� � !�-
��� Δ(f, ÂN ) = E |ANξ − ÂNξ|2 �����
����������!
� �%�$�� ���
�� ÂNξ" � !����

Δ(f, B̂N ) � �����
����������!
� �%�$�� ���
�� B̂Nξ� .������� 
� ���� � �
�!�-


� �������
���� ξ(m) � ��!�� −1,−2, . . . ,−μn" ��  �  �&� � ������� 
����
�
���
����

ÂNξ = B̂Nξ − VNξ. ����

/� � ���������� 
����� ������
���

�0

Δ(f, ÂN ) = E |ANξ − ÂNξ|2 = E |AN ξ + VN ξ − B̂Nξ|2 = E |BNξ − B̂Nξ|2 = Δ(f, B̂N ).
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����������!
� � ��
�� ��
��
� ���
�� ��
����-

��� BNξ ��������	 ���  ����� ����'�
���
�% ������� � '���$������ � �������
���� �����
���� 2�3�4�� �'���� 567�

+��
�!� � !���� H0−(ξ(n)
μ ) �� �
���� ��
��
�� ��������" #� ����&�
�� ����-

!�
� � {ξ(n)(k, μ) : k ≤ −1} � ������� H = L2(Ω,F , P ) ��������% ����!�
 ���'�'�
������" � !���� HN+(ξ(n)

−μ) ��
�!� � �� �
���� ��
��
�� �������� � ������� H "
���� ����&�
�� ����!�
� � {ξ(n)(k,−μ) : k ≥ N + 1}� .������� eiλk(1 − eiλμ)n =
(−1)neiλ(k+μn)(1 − e−iλμ)n" �� ξ(n)(k,−μ) = (−1)nξ(n)(k + μn, μ)� /� � HN+(ξ(n)

−μ) =

H(N+μn)+(ξ(n)
μ )� 8��
�!� � ����& ��������� L0−

2 (f) �� LN+
2 (f) � ������� L2(f)"

��� ����&�
� �������
� ��
���� �{
eiλk(1− e−iλμ)n 1

(iλ)n
: k ≤ −1

}
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�	 ������������� �� ���
��������� ���������� ���

�� {
eiλk(1 − e−iλμ)n 1

(iλ)n
: k ≥ N + 1

}
.

�� ����	
� �� ���
����� �� ��� �
�������� ξ(n)(k, μ) �������	 H �� �
��������
eiλk(1 − e−iλμ)n/(iλ)n �������	 L2(f) ����� ������� ���������	 ��������������

������	 ���� 	 B̂Nξ �������! BNξ "	���� #	 ��� 	 ��$
!��

B̂Nξ =
∫ π

−π

hμ(λ) dZ(λ), �%&�

�� hμ(λ) ' ��� ���
��� (��� ������� � ���� ��

)�����
��� ���� � B̂Nξ ' �� ���� ��! �
������ BNξ �������	 H �� ����������

H0−(ξ(n)
μ ) ⊕HN+(ξ(n)

−μ) = H0−(ξ(n)
μ )⊕H(N+μn)+(ξ(n)

μ )� *�� ���
��� (��� ������� �

hμ(λ) ������
���+ ���� � �����������! 	������,

%� hμ(λ) ∈ L0−
2 (f)⊕ L(N+μn)+

2 (f)-
&� (Bμ

N (eiλ)(1 − e−iλμ)n 1
(iλ)n − hμ(λ)) ⊥ L0−

2 (f)⊕ L(N+μn)+
2 (f)� ��

Bμ
N (eiλ) =

N∑
k=0

bμ(k)eiλk.

. 	���� &� ���
����� �� �
! ���( k ≤ −1� �� �
! ���( k ≥ N + μn + 1 �	� ��!
hμ(λ) ������
��!� ���������#���!∫ π

−π

(
Bμ

N (eiλ)
(
1− e−iλμ

)n 1
(iλ)n

− hμ(λ)
)
e−iλk(1− eiλμ)n 1

(−iλ)n
f(λ) dλ = 0.

.���/� ���
����� �� ��� ���
��� (��� ������� � hμ(λ) ���� � ��� ��$
!�

hμ(λ) = Bμ
N (eiλ)(1 − e−iλμ)n 1

(iλ)n
− (−iλ)nCμ

N (eiλ)
(1 − eiλμ)nf(λ)

,

Cμ
N (eiλ) =

N+μn∑
k=0

cμ(k)eiλk,

�� cμ(k) ' ��������  ����������� .������� ����!��!� �� �������0�� ��  �����������
. 	���� %� ���
����� �� �	� ��! hμ(λ) ��� ��$
!�

hμ(λ) = h(λ)
(
1− e−iλμ

)n 1
(iλ)n

, h(λ) =
−1∑

k=−∞
s(k)eiλk +

∞∑
k=N+μn+1

s(k)eiλk,

�� ������
��!� ���������#���!∫ π

−π

|h(λ)|2|1− eiλμ|2 f(λ)
λ2n

dλ <∞,

(iλ)nhμ(λ)
(1− e−iλμ)n

∈ L0−
2 ⊕ L(N+μn)+

2 ,∫ π

−π

(
Bμ

N (eiλ)− λ2nCμ
N (eiλ)

(1 − e−iλμ)n(1− eiλμ)nf(λ)

)
e−iλldλ = 0,

l = 0, 1, . . . , N + μn.

�%1�

2�(�� �� ��	0���! 	����∫ π

−π

1
f(λ)

dλ <∞,
∫ π

−π

λ2n

|1− eiλμ|2nf(λ)
dλ <∞. �%3�



��� �� �� ��� � �� 	� �
�����

���� ����� 	
����

 ���������
 ����� ������� λ2n

|1−eiλμ|2nf(λ) �

fμ(k) =
1
2π

∫ π

−π

λ2ne−iλk

|1− eiλμ|2nf(λ)
dλ, |k| = 0, 1, . . . , N + μn.

���������� �������� f(λ) ����	������ ���	� f(λ) = f(−λ) ��� ���������

����� fμ(k) ��!� ������� 	���
	���� fμ(k) = fμ(−k) k = 0, 1, . . . , N + μn" #�$
������� bμ(l) = 0 l = N +1, N +2, . . . , N +μn" ���� � ��	����� %&'( ��
����� ���
�
���� ��	����

bμ(l) =
N+μn∑
k=0

fμ(l − k)cμ(k), l = 0, 1, . . . , N + μn. %&)(

*����! �
���� ��	���� ����� ���
��
 � 	
+����

bμ = Fcμ, %&,(

�� bμ - 	���� ���������� (N+μn+1) �	����
. ��������
 bμ(l) l = 0, . . . , N+μn/

cμ - 	���� ���������� (N + μn + 1) �	����
. ��������
 cμ(l) l = 0, N + μn/
F - ���
�� ���������� (N + μn+ 1)× (N + μn+ 1) � ��������
 Fl,k = fμ(l− k) 
l, k = 0, . . . , N + μn"

#������� �� ���
�� F ��� �0������" 1��� 	 ���		����2���� %&,( ������ 	�$

���� bμ ���+����
 	���� b̃μ = (̃bμ(0), b̃μ(1), . . . , b̃μ(N + μn)) � �
 ��
�����

������ ��0���	
 �������� B̂N+μn ������� BN+μn =
∑N+μn

k=0 b̃μ(k)ξ(n)(k, μ) �����$

�� H �� ��������� H0−(ξ(n)
μ ) ⊕ H(N+μn)+(ξ(n)

μ )" *������
 ��������� H0−(ξ(n)
μ ) ⊕

H(N+μn)+(ξ(n)
μ ) ������
. � �����
. � 2����� �������� ���������� 	
���������

��� ��	�����+� ��0��� �
��� b̃μ(0), b̃μ(1), . . . , b̃μ(N + μn) ��� ��������� �� ��	�� ��$

�!" ��0� ��� ��	�����+� 	����� b̃μ 	= 0 �
���� %&,( ��� ��
�
. ���	����� �	���

	
��
	�� �� ���
�� F ��	
������� � ��� �0������ F−1"

3 ��	����� %&,( ���4��
�� �� ��	����� ���������
 cμ(k) k = 0, . . . , N+μn ��!�
	
+���

cμ(k) = (F−1bμ)k,

�� (F−1bμ)k - k$. ������ 	����� F−1bμ" ���
� �
��� ���������� 4������
$

�
�� hμ(λ) ��
������� �����
 B̂Nξ �������� BNξ ��� 	
+���

hμ(λ) = Bμ
N (eiλ)(1 − e−iλμ)n 1

(iλ)n
− (−iλ)n

∑N+μn
k=0 (F−1bμ)ke

iλk

(1 − eiλμ)nf(λ)
. %&5(

���������	����
��� ��4
0�� �����
 �0�
��!���� �� �������!

Δ(f, B̂N ) =
1
2π

∫ π

−π

λ2n
∣∣∣∑N+μn

k=0 (F−1bμ)ke
iλk
∣∣∣2

|1− eiλμ|2nf(λ)
dλ = 〈F−1bμ, bμ〉. %&6(

*�� ����	���
	� ������� ������"

������� ��	� ����� �������	
�� ������������ {ξ(m),m ∈ Z} �	���
�� �������

����	� n�� ��	���� ξ(n)(m,μ) � �������� ����������� ����������� ��������

F (λ) ��� ��� ���������� �������� f(λ)� �� ���������� ����	 %&7( !��� ���	�

����� ������ ������ B̂Nξ ���
���� ���������� BNξ ��� �������	� ��������

ξ(n)(m,μ)� m ∈ {0, 1, 2, . . . , N}� μ > 0� �� �����	�	 ��������"�����	 ����������

��� ξ(m) � ��
��� ���"	�	 Z \ {0, 1, 2, . . . , N} �	���
������ �� ������� %&8( 

#��������� ��������	��	�� hμ(λ) ���	�����$ �����	 B̂Nξ ��
	������� ��

������� %&5( %�	
	�� ���������������	
��$ ���	��	 Δ(f, B̂N ) ��
	�������

�� ������� %&6( 



��������	
�	 ������������� �� ���
��������� ���������� ���

� ������� �	
�� � �������� ����� �������� ������ ���������� ������� ������

��� ξ(n)(m,μ)� m ∈ {0, 1, . . . , N}� �� �������������� ������������� ξ(m) � ������
������� Z \ {0, 1, 2, . . . , N}
  ��������� � !������ ��"� ������ bμ� � ���� �� m�
�� ����� ���#�$ 1� � ��� ��%� �������� ����� ���&
 '��� ��������$�� ��������������
������

ξ̂(n)(m,μ) =
∫ π

−π

ϕm(λ, μ) dZ(λ) ��(�

��)��� ������

ϕm(λ, μ) = eiλm(1− e−iλμ)n 1
(iλ)n

− (−iλ)n
∑N+μn

k=0 (F−1em)ke
iλk

(1− eiλμ)nf(λ)
. �*+�

,�����$������������ ����)�� ������ �)����&-�$� �� !������&

Δ(f, ξ(n)(m,μ)) =
1
2π

∫ π

−π

λ2n
∣∣∣∑N+μn

k=0 (F−1em)ke
iλk
∣∣∣2

|1− eiλμ|2nf(λ)
dλ

= 〈F−1em, em〉 = (F−1)m,m.

�*��

'���� ������ ��- ����� ��������. ��������


�������� 	
�
 ��������	� �
	
�	� �
	�� ξ̂(n)(m,μ) 	��
������ �	���		� ������

��� ξ(n)(m,μ)� m = 0, 1, 2, . . . , N � μ > 0� �� �
������ ����������		��� ����
����

	���
 ξ(m) � ������ �	���	� Z \ {0, 1, 2, . . . , N} ���	�������� �� �������� ��(� 

!��������	� �������������� ϕ(λ, μ) ��������	�" �
	�� ξ̂(n)(m,μ) �#����������

�� �������� �*+� $�����	� �����	�����������	�" ����#�� Δ(f, ξ(n)(m,μ)) �#���

�������� �� �������� �*�� 

/����������&�� !������ ���� �� ������� 	
� ��)���-�� ������

ÂNξ = −
−1∑

k=−μn

v(k)ξ(k) +
∫ π

−π

h(a)
μ (λ) dZ(λ) �**�

!���������� ANξ
  �������� ����� [Dμ
Na

(1)]+μn ������� ��������. �����������

μn ����� �� ������� Dμ
Na

(1)
  ��������� � ���������%��� ��"� �� ��0� ������ bμ
� ���!���-������ ����������� � ��+�
 1�����-�� ������� !������ �� ���������
��������$��# �������������� �� ������$������������# ����)�� ������2

h(a)
μ (λ) = Aμ

N (eiλ)(1 − e−iλμ)n 1
(iλ)n

− (−iλ)n
∑N+μn

k=0 (F−1[Dμ
Na

(1)]+μn)ke
iλk

(1− eiλμ)nf(λ)
, �*	�

�� Aμ
N (eiλ) =

∑N
k=0(D

μ
Na

(1))ke
iλk�

Δ(f, ÂN ) =
1
2π

∫ π

−π

λ2n
∣∣∣∑N+μn

k=0 (F−1[Dμ
Na

(1)]+μn)ke
iλk
∣∣∣2

|1− eiλμ|2nf(λ)
dλ

= 〈F−1[Dμ
Na

(1)]+μn, [D
μ
Na

(1)]+μn〉.
�*3�

1���� ��- ����� �������� �������


����� 	
�
 %���� ���������	� ����
���	
��� {ξ(m),m ∈ Z} ���	���� ���
��

	��	�� n�� ����
�� ξ(n)(m,μ) � �#�����	� 	�������	�� ���������	�� ��	�
��

F (λ) ��� ��� ���������	� &
��	
��� f(λ)� &� ��������	�� ����� ��3� '��
 �����

����	� �
	
�	� �
	�� ÂN ξ �	���		� ��	�
�	��� ANξ �
� 	��
����� �����	�
�

ξ(m)� m ∈ {0, 1, 2, . . . , N}� μ > 0� �� �
������ ����������		��� ����
���	���


ξ(m) � ������ �	���	� Z \ {0, 1, 2, . . . , N} ���	�������� �� �������� �**�� �� ���

��

�	�� v(k)� k = −1,−2, . . . ,−μn� �#���������� �� �������� �(� !��������	�



��� �� �� ��� � �� 	� �
�����

�������������� ha
μ(λ) 	
������	� 	����� ÂNξ 	���������� �� �	����	� �����

�������� ������	����������	� 
	����� Δ(f, ÂN ) 	���������� �� �	����	� �����

������� �	
	 ���	
���� ����������� ���
��������� {ξ(m) : m ∈ Z} �� ������������
�� ���������� ���	�	� ��������  ��! �������� ���	�	� ������� � ������ μ = 1
�����""�� ���
��������� �����	���# ��$�	� ������� � ��������� ψ� %��!��
�� ������
��� � ������������������ ���� 
���!�� ������ ������� &��������
�
A1ξ = aξ(0) + bξ(1) ��� �������� ������ ���
��������� �� ������'����� � ���
���� ���� m ∈ Z \ {0, 1}� (�����
��� )�
������ ���������# ���
��������� ξ(m)
����*���� ��������� �����

f(λ) =
λ4

|1− eiλ|4|1− ψeiλ|2 .

(�����
��� ������������� ������
���# ������ &��������
� A1ξ �+���
"*���� ��
&����
�"

h
(a)
1 (λ) = Ψ−1(Ψ−1e

−iλ + Ψ4e
3iλ)(1 − e−iλ)2

1
(iλ)2

,

� Ψ = 1 + ψ2 + ψ4 + ψ6 + ψ8, Ψ−1 = aψ(1 + ψ2 + ψ4 + ψ6) + bψ(2 + ψ + 2ψ2 + ψ3 +
2ψ4 +ψ5 +2ψ6), Ψ4 = aψ3(1+ψ2)+bψ2(1+2ψ1+2ψ2 +2ψ3 +ψ4)� -�����
��� ������
&��������
� �+���
"*���� �� &����
�"

Â1ξ = −(a+ 2b)ξ(−2) + (2a+ 3b)ξ(−1) + Ψ−1Ψ−1ξ
(2)(−1, 1) + Ψ−1Ψ4ξ

(2)(4, 1)

= ϕ−3ξ(−3) + ϕ−2ξ(−2) + ϕ−1ξ(−1) + ϕ2ξ(2) + ϕ3ξ(3) + ϕ4ξ(4),

ϕ−3 = Ψ−1Ψ−1, ϕ−2 = −(a+ 2b+ 2Ψ−1Ψ−1), ϕ−1 = (2a+ 3b+ Ψ−1Ψ−1),

ϕ2 = Ψ−1Ψ4, ϕ3 = −2Ψ−1Ψ4, ϕ4 = Ψ−1.

�� ���������� ���	
������

.
����� �����������������# ����+�� Δ(h(a)
μ (f); f) := Δ(f, ÂN ) �� ������
��

�� ������������� h
(a)
μ ������
���# 
���!��# ������ ÂNξ &��������
� ANξ ��� ����

����� ������ ���
��������� ξ(m) �� ������������� n��� ���������� �������"����
&����
��� ���� �� ����, ��)� ������ ������
��� )�
������ f(λ) ���
��������� ξ(m)�
/ �������, ��
� ������ 
�$ ���'���D ���������� )�
�����!, ���������*���� ���
�������! ������ �� ������ ����"����� &��������
�, ��+�� �������*���� ������, ���
��������* ������� �����������������# ����+�� ��������� �
� ���� ������
����
)�
�����! �� �
�0� D�
������ �	
	 1
� ������	� �
��� ������
���� )�
�����!D ������
��� )�
��
����� f0(λ) ∈ D ������*���� ��!��$ ������
���" � D �
� ������
���# 
���!��#
������
���# &��������
� AN ξ, ��)�

Δ(f0) = Δ(h(a)
μ (f0); f0) = max

f∈D
Δ(h(a)

μ (f); f).

������ �	�	 1
� ������	� �
��� ������
���� )�
�����! D ������
��� ���
����������� h0(λ) ������
���# ������ &��������
� ANξ ������*���� ����������"
���+�����"�, ��)�

h0(λ) ∈ HD =
⋂

f∈D
L0−

2 (f)⊕ L(N+μn)+
2 (f),

min
h∈HD

max
f∈D

Δ(h; f) = sup
f∈D

Δ(h0; f).



��������	
�	 ������������� �� ���
��������� ���������� ���

���� ���� ��������	
� ���	
��	 f0 ∈ D� �� �������	
�� ����� ����� 
����
�

��������� � ���� D ��� �������	
�� ��
��
�� �
���������� ��
����
��� ANξ�
���� ������� F0� ��� ������
� �� ��������� ��������
��� ��� � ��
����

f0
μ(λ) =

λ2n

|1− eiλμ|2nf0(λ)
, ����

���
�!�� ���� ���� ��������	
�� ����!�

max
f∈D

〈F−1[Dμ
Na

(1)]+μn, [D
μ
Na

(1)]+μn〉 = 〈(F0)−1[Dμ
Na

(1)]+μn, [D
μ
Na

(1)]+μn〉.

��	
 h
(a)
μ (f0) ∈ HD� �
 �������� ����������� �������������� ������������ ��

h0 = h
(a)
μ (f0)�

� ��!�" h0 �� f0  ��
�##�� ��$�
� �
�� % ��!�" Δ(h; f) �� �
&��� HD × D�
'�����
��� ��$�
�
" �
���

Δ(h; f0) ≥ Δ(h0; f0) ≥ Δ(h0; f) ∀f ∈ D, ∀h ∈ HD
���
� #����� ��	
 h0 = h

(a)
μ (f0) �� h

(a)
μ (f0) ∈ HD� $� f0 ( �
��)��
� ��$��� ��

 
���* ������ 

Δ̃(f) = −Δ(h(a)
μ (f0); f)→ inf, f ∈ D, ��+�

Δ(h(a)
μ (f0); f) =

1
2π

∫ π

−π

λ2n
∣∣∣∑N+μn

k=0 ((F0)−1[Dμ
Na

(1)]+μn)ke
iλk
∣∣∣2

|1− eiλμ|2nf2
0 (λ)

f(λ) dλ.

,������ ��$��� ������������ ��$��� �� -�� 
���* ������ 

ΔD(f) = Δ̃(f) + δ(f |D) → inf,

�
��)��
� f0 ��
" ������������  
�
# 0 ∈ ∂ΔD(f0) .�/0�

�� ������� �	
������ �������� � ����� D−0,n

1
�2����
 ���� �� �
&�� ������������ 	����
���*

D−0,n =
{
f(λ) :

1
2π

∫ π

−π

λ2n

f(λ)
dλ ≥ P

}
.

3  
�� 0 ∈ ∂ΔD(f0) 
��� �
 ���� ��� ������$�
4����� 	
 �������� ��*��4
��������� ���������� 	��������∣∣∣∣∣

N+μn∑
k=0

((F0)−1[Dμ
Na

(1)]+μn)ke
iλk

∣∣∣∣∣
2

= p2
0|1− eiλμ|2n. ��5�

6
�����
 ����� pμ ����
� �
����
��� (N + μn + 1) � �

�$������ pμ(μl) =
(−1)lp0C

l
n� l = 0, 1, . . . , n� �� p(k) = 0� k 	= μl� l = 0, 1, . . . , n� 7
$� �������� ��5�

��$
�
����#�� �
�%�!����� � �)� f0
μ(k) = f0

μ(−k)� k = 0, 1, . . . , N + μn % ��!�" �����
���*$��� � ��������

F0pμ = [Dμ
Na

(1)]+μn. ��8�

1
�2����
 $�������4� 
������ ��������� 3� ��&�
� 	
 ����!� F0 ������9
���� � 
������ N �

�$���� ����
�� pμ ����� 0�

:��$�
 ���� ��� �
��������� '���* d ( $����* ����
� �
����
��� p� ;�� p1 < p
�
�����
 ����� [d]p1 ����
�� ����$���* � ���4�� p1 �

�$���� ����
�� d� '�9
��* D ( $���� ����!� �
����
��� (p × q)� ;�� p1 < p� q1 < q �
�����
 ��9
��� [D]p1,q1 ����!# �
����
��� (p1 × q1)� ������� ��
" ��$�
��$�#�� �������
����!� D� ����� [D]·,q1 �
�����
 ����!#� ����$�� � ���4�� q1 ��
������� �9
���!� D�



��� �� �� ��� � �� 	� �
�����

��������	� 
�
��	 [F0]·,μn+1[pμ]μn+1 = [Dμ
Na

(1)]+μn� �� �����
����� 
�
��	� �����
�������	� 	������ [F0]·,μn+1 �� ��� ��� � F0

(1) = [F0]μn+1,μn+1 �� F0
(2)� ��!�
��� ����

��� ����	� "�� F0
(1) # 
�	����$�� 	������� � [p0]μn+1 % 
�	����$��& �� ��� �	�'

(����� � ��$��
�� �� 	��(�� � ')�� *�	 
���� !��+�, μn+1 ������� 
�
��	� ����
���K = [(μn+ 1)/2] ������� � ���� ���� ����� $�
������ -��,���$� ��������
��
 ��.�������� a(k)� k = 0, 1, . . . , N � ����	�	�� �� 
�
��	� ����� �������  �($�� ��'

	�
��� /�� ����������� ���0 !�����	� �����	� ����� ���  ��.�������� 1� ����	�
a(2) = (a(N + 1), . . . , a(N + μn)) � ��������	� .� ������

AN+μnξ =
N+μn∑
k=0

a(k)ξ(k),

��  ��.������� a(0), a(1), . . . , a(N) ������� � a(N + 1), . . . , a(N + μn) % ��������� *���
	���� 	�
�� 
!�������+����

AN+μnξ =
N+μn∑
k=0

bμ(k; a(2))ξ(n)(k, μ)−
−1∑

k=−μn

v(k, a(2))ξ(k)

= BN+μnξ −
−1∑

k=−μn

v(k, a(2))ξ(k),

AN ξ = −
N+μn∑
k=N+1

a(k)ξ(k) −
−1∑

k=−μn

v(k, a(2))ξ(k) +BN+μnξ,

�� ���	���� v(k, a(2))� k = −1,−2, . . . ,−μn� �����$���
� �� .��	��� �2�� 3
 ��� �
��	 ����	� ���$���� {ξ(k) : k = −μn, . . . ,−1} �� {ξ(k) : k = N + 1, . . . , N + μn}� ��

Δ(f,AN ) = E |ANξ − ÂNξ|2 = E |BN+μnξ − B̂N+μnξ|2 = Δ(f,BN+μnξ).

/�� �����$���� ��&	��+ 
!��������0 
!� ������� ������
�� ��������	� ��
�!�
����$ �� ���	����& � 
���		4

ΔD(f) = Δ̃(f) + δ(f |D) → inf,

Δ̃(f) = −Δ(h(a)
μ (f0); f) = − 1

2π

∫ π

−π

λ2n
∣∣∣∑N+μn

k=0 ((F0)−1bμ(a(2)))ke
iλk
∣∣∣2

|1− eiλμ|2nf2
0 (λ)

f(λ) dλ.

1�� D = D−0,n � 	��� 0 ∈ ∂ΔD(f0) ����	��	� 
!�������+����∣∣∣∣∣
N+μn∑
k=0

((F0)−1bμ(a(2)))ke
iλk

∣∣∣∣∣
2

= p2
0|1− eiλμ|2n. ��2�

��������	� 
�
��	 �������

F0pμ = bμ(a(2)), �56�

�� bμ(a(2)) = (bμ(0, a(2)), . . . , bμ(N +μn, a(2))) % �� ��� ���	����
�� (N +μn+1)� /��

	�
��
�� 
�
��	� �56� ����,���� �� ������ ��
�!��, �����
��&

bμ(i; a(2)) = (−1)μnbμ(μn− i; a(2)), i = 0, 1, . . . ,K. �5)�

*� �	 $���	� �������� ��2� �������������  ��.������� 7��� .� ��0 ��8�� ���'
&���� � 
�
��	� �56�#�5)�� 9�
��	� �56�#�5)� 
 �������
� � N + μn + 1 ������� ��



��������	
�	 ������������� �� ���
��������� ���������� ���

������� N + 2μn + 2 ��	�
���� {fμ(k) : k = 0, 1, . . . , N + μn}� a(2) = (a(k) : k =
N + 1, . . . , N + μn) �� p0� ���������� p0 �����
����� � ��	�����

N+μn∑
m=−N−μn

f0
μ(|m|)

∫ π

−π

|1− eiλμ|2neiλm dλ = 2πP. ����

���� ����������� {fμ(k) : k = 0, 1, . . . , N + μn} �� a(2) = (a(k) : kN + 1, . . . , N + μn)
���� ��� 	�
 !�������� α = (α(1), . . . , α(μn))� "����
���

B = {α ∈ R
μn : (fμ(0;α) . . . , fμ(N + μn;α))− ����#� !�����	�� !����
�	�����}.

$��#��� �� �%�� ��� ��� B ���� ��� 	�
 ��&��� (a(0), a(1), . . . , a(N))� '�(���)
�!������	� *�������� ��
������ �!�		�
��)�����

λ2n

|1− eiλμ|2nf0(λ)
=

N+μn∑
m=−N−μn

f0
μ(|m|;α)eiλm =

∣∣∣∣∣
N+μn∑
k=0

γμ(k;α)e−iλk

∣∣∣∣∣
2

, α ∈ B.

+� � ���� ��(���) �!������	�� *��������( ��� 	�#��


R =

{
f0(λ) ∈ D−0,n : f0(λ) = λ2n

(
|1− eiλμ|2n

N+μn∑
m=−N−μn

f0
μ(|m|;α)eiλm

)−1

, α ∈ B
}
.

����
,��������� ������ ����������� ANξ �&%���-����� �� �������-

ÂNξ = −
N+μn∑
k=N+1

a(k;α)ξ(k)−
−1∑

k=−μn

v(k, a(2)(α))ξ(k)+
∫ π

−π

h(a)
μ;α(λ) dλ, α ∈ B, ��.�

h(a)
μ;α(λ) = AN+μn(eiλ)(1− e−iλμ)n 1

(iλ)n
− (−iλ)n

∑N+μn
k=0 ((F0)−1Dμ

N+μna)ke
iλk

(1− eiλμ)nf(λ)
, ��/�


� AN+μn(eiλ) =
∑N+μn

k=0 (Dμ
N+μna)ke

iλk� a(2)(α) = (a(k;α) : k = N + 1, . . . , N + μn)�
	����� a ��	�����( �&0�
������ 	������	 a(1) �� a(2)(α)�

������� ��	� ����� ����	
	��� {f0
μ(k;α) : k = 0, . . . , N + μn, α ∈ B} ���������

��� ������� ��1�� ��2�� ����� ���� ����	����	�� (a(0), a(1), . . . , a(N)) ���� ��

������� B ���� ����� � ������ ��2� �!�	���� � ������� ������" �� ���

����� � ����	 D−0,n �	������� ��� ��#!���� �	�	���$ �
	��� �!��
	����� AN ξ ��

����� �������� ����	������	 � ������ ���! Z \ {0, 1, . . . , N} ��� ��%��� �����
&	�	������ �
	��� �!��
	����� ANξ �#��������� �� �� �!��� ��.�� &	�	������

���� ����� �� ��� ����� �#��������� �� �� �!��� ��/��


����� ��	� 3��(
��� ���������� ������ ����������� A1ξ = ξ(0) + 2ξ(1) 	�

	�!�
��	�4 !����
�	����� {ξ(m) : m ∈ Z} �� ������������� !��������� �5#� !���
��
�� �!������ ���� !����
�	����� � ������� %��� Z \ {0, 1}� 6��#������ !������� �
������ μ = 1� 7��������� A1ξ �� �� !�
��� � 	�#��
�

A1ξ = −a(2)ξ(2)− a(3)ξ(3)− v(−2)ξ(−2)− v(−1)ξ(−1) +
3∑

k=0

b1(k)ξ(2)(k, 1),


� b1(0) = 5+3a(2)+4a(3)8 b1(1) = 2+2a(2)+3a(3)8 b1(2) = a(2)+2a(3)8 b1(3) = a(3)8
v(−1) = −4− 3a(2)− 4a(3)8 v(−2) = a(2) + 2a(3)� 9������ 
�� 	����%���� ��(���)



��� �� �� ��� � �� 	� �
�����

���������	
 ���������	
 �����	��� �� ������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
b1(0) = p0(f0

1 (0)− 2f0
1 (1) + f0

1 (2));
b1(1) = p0(f0

1 (1)− 2f0
1 (0) + f0

1 (1));
b1(3) = p0(f0

1 (3)− 2f0
1 (2) + f0

1 (1));
b1(0) = b1(2).

������ �������� ��� �������� �����	���� �	������ �	������� �	����������

a(2) = (a(2), a(3))� L =
{
(a(2), a(3)) ∈ R

2 : 2a(2) + 2a(3) + 5 = 0
}

 

!	�����	 f0
1 (0) = α(1)" a(3) = α(2) #	�� � 	�����	
 ������� 	������	

f0
1 (0) = α(1); f0

1 (1) =
−11− 2α(2)

4p0
+ α(1); f0

1 (2) =
−21− 4α(2)

2p0
+ α(1);

f0
1 (3) =

−83− 18α(2)
4p0

+ α(1).

$ ��	��

1
2π

∫ π

−π

λ4

f0(λ)
dλ = P

	�������	 p0 = P−1 %����& ��������� ��������� �� ������

f0(λ) = λ4|1− eiλ|−4
(
α(1) + (2α(1)− Pα(2)− 5.5P ) cosλ

+ (2α(1)− 4Pα(2)− 21πP ) cos 2λ

+ (2α(1)− 9Pα(2)− 41.5P ) cos 3λ
)−1

,

α = (α(1), α(2)) ∈ B.
!	�����	 �	�������� a(3) ������ − 5

4  #	�� a(2) = − 5
4  %��� ��	� P = 1

4  !��

��	�� �������� ��������� ����������� 	�'���(����� � �	����	(

h
(a)
μ;t(λ) =

(−121 + 2α(1)
8

e−3iλ − −89 + α(1)
4

e−2iλ +
−5
4
e−iλ

− −89 + α(1)
4

e4iλ +
−121 + 2α(1)

8
e5iλ

)
(1 − e−iλ)2

(iλ)2
.

)������	������'� �	���� Δ(h(a)
μ;t , f

0) = 1/4 

* ������� �	
������ �������� � ����� D−M,n

+	�������	 ��	���� ����������� �����	����

D−M,n =
{
f(λ) :

1
2π

∫ π

−π

λ2n

f(λ)
cos(mλ) dλ = r(m),m = 0, 1. . . . ,M

}
,

�� r(m)� m = 0, 1, . . . ,M � ����	� 
������� 
������������ � ���� 0 ∈ ∂ΔD(f0)
��������� �������∣∣∣∣∣

N+μn∑
k=0

c(k)eiλk

∣∣∣∣∣
2

= |1− eiλμ|2n
M∑

m=0

αm cosmλ =

∣∣∣∣∣(1− eiλμ)n
M∑

m=0

p(m)eiλm

∣∣∣∣∣
2

, ����

�� αm� m = 0, 1, . . . ,M � �������� ��	������ c(k)� k = 0, 1, . . . , N+μn � ��� ����

������� F0c = bμ(a(2))�
!��	������ �� �
����" M > N �� M ≤ N �



��������	
�	 ������������� �� ���
��������� ���������� ���

����� M > N � ��	�
���� � ������� ����������� ���� �������� �������

f0(λ) =

⎛⎝ |1− eiλμ|2n

λ2n

M+μn∑
k=−M−μn

f0
μ(|k|)eiλk

⎞⎠−1

=

∣∣∣∣∣ (iλ)n

(1− e−iλμ)n
∑M+μn

k=0 γμ(k)e−iλk

∣∣∣∣∣
2

.

� !"

#�������$� ����
���� �� ������� %��	&�' λ2n

f0(λ) � ������(�� �������� �����������)
���

1
2π

m+μn∑
k=−m−μn

f0
μ(|k|)

∫ π

−π

cos(λm)|1 − eIλμ|2neIλk dλ = r(m), m = 0, 1, . . . ,m.

��	������

uμ(m, k) =
1
2π

∫ π

−π

cos(λm)|1 − eiλμ|2neiλk dλ, k,m = 0, 1, . . . ,M + μn.

*��� ������(��

f0
μ(0)uμ(m, 0) + 2

M+μn∑
k=1

f0
μ(k)uμ(m, k) = 2πr(m), m = 0, 1, . . . ,M. � +"

,������� � -" ������
�(����� �	� ��	����� �������� ��������������

N+μn∑
k=0

c(k)eiλk = (1 − eiλμ)n
M∑

m=0

p(m)eiλm =
M+μn∑

k=0

wμ(k)eiλk, � ."

��

wμ(k) =
min{n,[ k

μ ]}∑
l=max{0,[ k−M

μ ]′}
(−1)lCl

np(k − μl).

/�	���	� M > N � �� 0 � ." ��(�� wμ(k) = c(k) ��� k = 0, 1, . . . , N + μn� wμ(k) = 0
��� k = N + μn+ 1, . . . ,M + μn� �����

F0w = bμ

(
a(2)
)
, w = (wμ(0), . . . , wμ(N + μn)), �12"

min{n,[ k
μ ]}∑

l=max{0,[ k−M
μ ]′}

(−1)lCl
np(k − μl) = 0, k = N + μn+ 1, . . . ,M + μn. �13"

��� ��0�4�0���� ������� �12" ��
��� ����	���� �������������� ��� 	��%�&�(����

bμ(i; a(2)) ��������$�� ��������������� � 3""� �	� 0������ �������� ���������� L1 ���)

����� R
μn ���������� a(2)�

5������ � +"��12"� �13" �	����(���� 0 2M+μn+2 ������� �� ������� 2(M+μn+1)
���������6 {fμ(k) : k = 0, 1, . . . ,M + μn}� a(2) = (a(k) : k = N + 1, . . . , N + μn) ��
{p(k) : k = 0, 1, . . . ,M}� *��� ������(�� ��0�4�0	�� � 0���
��� ��� ��������� α =
(α(1), . . . , α(μn))6 {fμ(k;α) : k = 0, 1, . . . ,M + μn, α ∈ R

μn} �� a(2)(α) = (a(k;α) : k =
N + 1, . . . , N + μn, α ∈ R

μn)�
#�0��$��� ��	�
 ���
��� B1 ���������� α ∈ R

μn� ��� 	�
���� 0 �	�� ��)
����������� ��0�4�0	�� ������� � +"��12"��13" {fμ(k;α) : k = 0, . . . , N + μn} ������
��0�������

,�0������� ������	 M ≤ N � ��	������ wN = (wμ(0), . . . , wμ(M +μn), 0 . . . , 0) 7
��	��� ��0�������� (N + μn+ 1)� *��� 0 � ." �������(

F0wN = bμ

(
a(2)
)
. �18"



��� �� �� ��� � �� 	� �
�����

����������	
�� �������� �� ����� �	�����

λ2n

f0(λ)
= |1− eiλμ|2n

N+μn∑
k=−N−μn

f0
μ(|k|)eiλk,

������� M + 1 �������� ��� ���������� ������������ p(m)�

f0
μ(0)uμ(m, 0) + 2

N+μn∑
k=1

f0
μ(k)uμ(m, k) = 2πr(m), m = 0, 1, . . . ,M. ����

 �� ����!������ ������ ��"� ��	�# ������	�� �$�������%���� ��� ���������&

��� bμ(i; a(2)) ������'���� �$�������%���� ��(��) ��� ����
�# ����*��* $��$������ L2

$������	 R
μn $�������� a(2)+

,����� ��"�) ���� ��������#�� � N+M+μn+2 ������# �� �����# N+M+2μn+2
�������-� {fμ(k) : k = 0, 1, . . . , N + μn}) a(2) = (a(k) : k = N + 1, . . . , N + μn) ��
{p(k) : k = 0, 1, . . . ,M}+ .�	 ������� ����!����) /� �������# ��� $������� α =
(α(1), . . . , α(μn))� {fμ(k;α) : k = 0, 1, . . . , N + μn, α ∈ R

μn} �� a(2)(α) = (a(k;α) : k =
N + 1, . . . , N + μn, α ∈ R

μn)+
 ������� {fμ(k;α) : k = 0, 1, . . . , N + μn, α ∈ R

μn} 0 ����!���� ����� ��"�) ����+
�������� �����	 B2 $�������� α ∈ R

μn) $�� ���- $�����������# {fμ(k;α) : k =
0, 1, . . . , N + μn} ����'� $��������+
1�*��% �$��������
 �	�� /��#����#

f0(λ;α) = λ2n

⎛⎝|1− eiλμ|2n

N+μn∑
k=−N−μn

f0
μ(|k|;α)eiλk

⎞⎠−1

=

=

∣∣∣∣∣ (iλ)n

(1− e−iλμ)n
∑N+μn

k=0 γμ(k;α)e−iλk

∣∣∣∣∣
2

, α ∈ B2.

����

.��� ���� ��� ����	$�	 �����	+

������� ��	� ����� M > N � ���	�
���� {fμ(k;α) : k = 0, 1, . . . ,M + μn, α ∈ B1}
����������� � ����� ��2�� ��3�� ��(�� ���� ������������ a(0), a(1), . . . , a(N) ��

��� �� ������� B1� L1 ���� ����� � ������� ������! �� ������� � �����

D−M,n ��������� ��� ��"#���� �������$ �
���� 	#��
������ AN ξ �� ����� �����

���� � �
��# # ������ ���# Z \ {0, 1, . . . , N} ��� ��%���

R1 =

⎧⎪⎨⎪⎩f0(λ) ∈ D−M,n : f0(λ) =

⎛⎝ |1− eiλμ|2n

λ2n

M+μn∑
m=−M−μn

f0
μ(|m|;α)eiλm

⎞⎠−1

, α ∈ B1

⎫⎪⎬⎪⎭ .

��4�
&�������� �
���� 	#��
������ ANξ �"��������� �� 	� �#��� ����� '���������

���� ����� �� ��� ����� �"��������� �� 	� �#��� ��4��
���� M ≤ N � ���	�
���� {fμ(k;α) : k = 0, 1, . . . , N + μn, α ∈ B2} ��������

���� � ����� ��"�� ����� ���� ������������ a(0), a(1), . . . , a(N) ���� �� ����

���� B2� L2 ���� ����� � ������� ������! �� ������� � ����� D−M,n �������

��� ��� ��"#���� �������$ �
���� 	#��
������ ANξ �� ����� �������� � �
��#

# ������ ���# Z \ {0, 1, . . . , N} ��� ��%���

R2 =

⎧⎪⎨⎪⎩f0(λ) ∈ D−M,n : f0(λ) =

⎛⎝ |1− eiλμ|2n

λ2n

N+μn∑
m=−N−μn

f0
μ(|m|;α)eiλm

⎞⎠−1

, α ∈ B2

⎫⎪⎬⎪⎭ .
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