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Ñâiòëié ïàì'ÿòi Ìèõàéëà Éîñèïîâè÷à ßäðåíêà ïðèñâÿ÷ó¹ìî öþ ñòàòòþ

Àíîòàöiÿ. Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöiíþâàííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà ANξ =

=
∑N

k=0 a(k)ξ(k) âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(k) iç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàð-
íèìè ïðèðîñòàìè çà ñïîñòåðåæåííÿìè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ó ìîìåíòè ÷àñó Z\{0, 1 . . . , N}. Çíàéäåíî
ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè òà ñïåêòðàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè îïòè-
ìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà ó òîìó âèïàäêó, êîëè ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi òî÷íî âi-
äîìà. Äëÿ çàäàíèõ ìíîæèí äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé âèçíà÷åíî ìíîæèíè íàéìåíø
ñïðèÿòëèâèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé òà ìiíiìàêñíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíî¨
îöiíêè ôóíêöiîíàëà.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ïîñëiäîâíiñòü iç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè, ðîáàñòíà îöií-
êà, ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà, íàéìåíø ñïðèÿòëèâà ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü, ìiíiìàêñíà ñïå-
êòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. Primary: 60G10, 60G25, 60G35; Secondary: 62M20, 93E10,
93E11.

1. Âñòóï

Ñåðåä ñó÷àñíèõ íàïðÿìêiâ ðîçâèòêó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ âàæëèâó ðîëü
âiäiãðàþòü çàäà÷i îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ çíà÷åíü âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Êëàñè÷íi ìå-
òîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ çíà÷åíü ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ (çà-
äà÷i åêñòðàïîëÿöi¨, iíòåðïîëÿöi¨ òà ôiëüòðàöi¨) iç âiäîìèìè ñïåêòðàëüíèìè ùiëü-
íîñòÿìè ðîçðîáëåíî ó ïðàöÿõ À.Ì. Êîëìîãîðîâà [5], Í. Âiíåðà [26], À.Ì. ßãëî-
ìà [27, 28]. Äîñëiäæåííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çi ñòàöiîíàðíèìè n-ìè ïðèðîñòàìè
ðîçïî÷àòi À.Ì. ßãëîìîì [29]. Ó öié ñòàòòi îòðèìàíî ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ ñòîõà-
ñòè÷íèõ ïðèðîñòiâ, ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðîãíîçóâàííÿ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íîãî ïðèðî-
ñòó çà âiäîìèìè ñïîñòåðåæåííÿìè. Âèïàäêîâi ïðîöåñè çi ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè
âèâ÷àëèñü òàêîæ ó ðîáîòàõ Ì.Ñ. Ïiíñêåðà [23], Ì.Ñ. Ïiíñêåðà òà À.Ì. ßãëîìà [22].
Ó òîìó âèïàäêó, êîëè òî÷íå çíà÷åííÿ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi íåâiäîìå, ïðîòå çà-
äàíà ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé, çàñòîñîâó¹òüñÿ ìiíiìàêñíèé
ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ îöiíþâàííÿ, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ïîøóêó îöiíêè, ÿêà ìiíi-
ìiçó¹ âåëè÷èíó ïîõèáêè îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ ùiëüíîñòåé iç çàäàíîãî êëàñó. Óïåðøå
ìiíiìàêñíèé ïiäõiä äî çàäà÷i åêñòðàïîëÿöi¨ ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ çàñòîñóâàâ Ó. Ãðå-
íàíäåð [2]. Ó ðîáîòi Þ. Ôðàíêå [3] äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìàêñíî¨ åêñòðàïîëÿöi¨
ñòàöiîíàðíèõ ïîñëiäîâíîñòåé çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ îïóêëî¨ îïòèìiçàöi¨. Îãëÿä ðå-
çóëüòàòiâ iç ðîáàñòíèõ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ, îòðèìàíèõ äî 1985 ðîêó, çðîáëåíî ó ñòàò-
òi Ñ.À. Êàññàìà òà Ã.Â. Ïóðà [4]. Ó ðîáîòàõ Ì.Ï. Ìîêëÿ÷óêà [13�16] äîñëiäæóþòüñÿ
çàäà÷i åêñòðàïîëÿöi¨, iíòåðïîëÿöi¨ òà ôiëüòðàöi¨ äëÿ ñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ i ïîñëi-
äîâíîñòåé. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨, åêñòðàïîëÿöi¨ òà ôiëüòðàöi¨
âåêòîðíîçíà÷íèõ ïðîöåñiâ âèñâiòëåíî ó êíèçi Ì.Ï. Ìîêëÿ÷óêà òà Î.Þ. Ìàñþòêè
[21]. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ ïåðiîäè÷íî êîðåëüîâàíèõ ïðîöåñiâ îïóáëiêîâàíî ó
êíèçi Ì.Ï. Ìîêëÿ÷óêà òà I. I. Ãîëi÷åíêî [20]. Äîñëiäæåííþ îöiíîê ôóíêöiîíàëiâ âiä
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ïðîöåñiâ çi ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè òà êîiíòåãðîâàíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ïðèñâÿ÷å-
íî ðîáîòè Ì.Ì. Ëóçà òà Ì.Ï. Ìîêëÿ÷óêà [6�12]. Ó ïðàöÿõ Ì.Ï. Ìîêëÿ÷óêà òà
Ì. I. Ñiäåé [17�19] äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i åêñòðàïîëÿöi¨, iíòåðïîëÿöi¨ òà ôiëüòðàöi¨
ñòàöiîíàðíèõ ïîñëiäîâíîñòåé iç ïðîïóñêàìè ñïîñòåðåæåíü.

Ó öié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöiíþâàííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiî-

íàëà ANξ =
∑N

k=0 a(k)ξ(k) âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(k)
iç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè çà ñïîñòåðåæåííÿìè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi â
òî÷êàõ Z \ {0, 1 . . . , N}. Çíàéäåíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨
ïîõèáêè òà ñïåêòðàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà ó òîìó
âèïàäêó, êîëè ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi âiäîìà. ßêùî æ ñïåêòðàëüíà
ùiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íåâiäîìà, à âêàçàíà ëèøå ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëü-
íèõ ùiëüíîñòåé, çàñòîñîâàíî ìiíiìàêñíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ. Äëÿ çàäàíî¨ ìíîæè-
íè äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé âèçíà÷åíî ìíîæèíó íàéìåíø ñïðèÿòëè-
âèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíiñòåé òà ìiíiìàêñíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëü-
íî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà.

2. Ïðîöåñè ç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñòîõàñòè÷íèì n-ì ïðèðîñòîì iç êðîêîì µ ∈ Z ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi {η(m),m ∈ Z} íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

η(n)(m,µ) = (1−Bµ)n η(m) =
n∑

l=0

(−1)l
(
n

l

)
η(m− lµ), (1)

äå Bµ � îïåðàòîð çñóâó íà µ êðîêiâ òàêèé, ùî Bµη(m) = η(m− µ), m,µ ∈ Z.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ñòîõàñòè÷íèé n-é ïðèðiñò η(n)(m,µ) ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi
{η(m),m ∈ Z} íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì (ó øèðîêîìó ñåíñi), ÿêùî ìàòåìàòè÷íi
ñïîäiâàííÿ

Eη(n)(m0,µ) = c(n)(µ),

Eη(n)(m0 + m,µ1)η(n)(m0,µ2) = D(n)(m,µ1,µ2)

iñíóþòü ïðè âñiõ öiëèõ m0, µ, m, µ1, µ2 i íå çàëåæàòü âiä m0. Ôóíêöiÿ c(n)(µ) íàçè-
âà¹òüñÿ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì ñòàöiîíàðíîãî n-ãî ïðèðîñòó, à ôóíêöiÿ D(n)(m,µ1,µ2)
íàçèâà¹òüñÿ ñòðóêòóðíîþ ôóíêöi¹þ ñòàöiîíàðíîãî n-ãî ïðèðîñòó ñòîõàñòè÷íî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi {η(m),m ∈ Z}.
Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {η(m),m ∈ Z} íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíi-
ñòþ çi ñòàöiîíàðíèìè n-ìè ïðèðîñòàìè, ÿêùî n-é ïðèðiñò η(n)(m,µ), ùî âèçíà÷à¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ (1), ñòàöiîíàðíèé.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Âåêòîðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü η(m) = {ηp(m)}p=1,2,...,T íà-
çèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ çi ñòàöiîíàðíèìè n-ìè ïðèðîñòàìè, ÿêùî n-òi ïðèðîñòè

êîìïîíåíò η
(n)
p (m,µ), p = 1, 2, . . . , T , ïîñëiäîâíîñòi, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (1),

ñòàöiîíàðíi i ñòàöiîíàðíî çâ'ÿçàíi.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó ïîñëiäîâíñòü ζ(m) òà ïîðîäæåíó íåþ ïîñëiäîâíiñòü ñòî-
õàñòè÷íèõ ïðèðîñòiâ ζ(n)(m,µ).

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ñòîõàñòè÷íèé n-é ïðèðiñò ζ(n)(m,µT ) ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi
{ζ(m),m ∈ Z} íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíèì (ïåðiîäè÷íî êîðåëüîâàíèì iç
ïåðiîäîì T ), ÿêùî ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ

E ζ(n)(m + T,µT ) = E ζ(n)(m,µT ) = c(n)(m,µT ),
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E ζ(n)(m + T,µ1T ) ζ(n)(k + T,µ2T ) = D(n)(m + T, k + T ;µ1T,µ2T ) =

= D(n)(m, k;µ1T,µ2T )

iñíóþòü ïðè äîâiëüíèõ öiëèõ m, k,µ,µ1,µ2 i íå iñíó¹ ÷èñëà, ìåíøîãî, íiæ T > 0, äëÿ
ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ öi ðiâíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíó ïîñëiäîâíiñòü ζ(n)(m,µ), óòâîðåíó ðîçáèòòÿì íà áëîêè ïî-

ñëiäîâíîñòi ζ(n)(m,µT ). Êîîðäèíàòà ζ
(n)
p (m,µ), p = 1, 2, . . . , T , âåêòîðà ζ(n)(m,µ)

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì ζ
(n)
p (m,µ) = ζ(n)(mT + p− 1,µT ), p = 1, 2, . . . , T .

Ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Ñòîõàñòè÷íèé ïðèðiñò n-ãî ïîðÿäêó ζ(n)(m,µT ) ¹ ïåðiîäè÷íî ñòà-
öiîíàðíèì ïðèðîñòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè T , T > 0, � öå íàéìåíøå öiëå ÷èñëî,

äëÿ ÿêîãî T -âèìiðíà ïîñëiäîâíiñòü ζ(n)(m,µ) ¹ ñòàöiîíàðíîþ çà ïàðàìåòðîì m äëÿ

äîâiëüíîãî öiëîãî µ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé.

E ζ(n)p1
(m0 + m,µ1) ζ

(n)
p2 (m0,µ2) =

= E ζ(n)
(
(m0 + m)T + p1 − 1,µ1T

)
ζ(n)(m0T + p2 − 1,µ2T ) =

= E ζ(n)(m0T + mT + p1 − 1,µ1T ) ζ(n)(m0T + p2 − 1,µ2T ) =

= E ζ(n)(mT + p1 − 1,µ1T ) ζ(n)(p2 − 1,µ2T ) = E ζ(n)p1
(m,µ1T ) ζ

(n)
p2 (0,µ2T ).

E ζ(n)p (m0,µT ) = E ζ(n)(m0T + p− 1,µT ) = E ζ(n)(p− 1,µT ) = E ζ(n)p (0,µT ). �

Iç òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî ïðè çàìiíi

ξp(k) = ζ(kT + p− 1), p = 1, 2, . . . , T ; k ∈ Z, (2)

îòðèìà¹ìî âåêòîðíó ïîñëiäîâíiñòü ξ(k) = {ξp(k)}p=1,2,...,T , k ∈ Z, iç ñòàöiîíàðíèìè
n-ìè ïðèðîñòàìè. Äiéñíî, äëÿ âñiõ p = 1, 2, . . . , T

ξ(n)p (m,µ) =
n∑

l=0

(−1)l
(
n

l

)
ξp(m− lµ) =

n∑

l=0

(−1)l
(
n

l

)
ζ
(
(m− lµ)T + p− 1

)
=

= ζ(n)(mT + p− 1,µT ),

äå ξ
(n)
p (m,µ)� n-é ïðèðiñò p-¨ êîìïîíåíòè âåêòîðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(m).

ßêùî ìàòðèöÿ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé F (λ) ñòàöiîíàðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(n)(m,µ)
âiäîìà, òî ñàìà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñêà¹ ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä [1, 12, 29].

ξ(n)p (m,µ) =

∫ π

−π
eimλ

(
1− e−iµλ

)n 1

(iλ)n
dZp(λ), p = 1, 2, . . . , T, (3)

äå Z(∆) = {Zp(∆)}Tp=1 � îðòîãîíàëüíà âèïàäêîâà ìiðà ïîñëiäîâíîñòi ξ(n)(m,µ).

3. Êëàñè÷íèé ìåòîä îöiíþâàííÿ

Íåõàé âåêòîðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü ξ(m), ÿêà îòðèìàíà iç ïîñëiäîâíîñòi

ζ(m) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ (2), âèçíà÷à¹ ñòàöiîíàðíèé n-é ïðèðiñò ξ(n)(m,µ) =

=
{
ξ
(n)
p (m,µ)

}T
p=1

iç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi F (λ) = {fij(λ)}Ti,j=1.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ëiíiéíîãî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî îïòèìàëüíîãî îöiíþâàííÿ
ôóíêöiîíàëà

ANξ =

N∑

j=0

a(j)>ξ(j) =

N∑

j=0

T∑

p=1

ap(j)ξp(j) (4)
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âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü âåêòîðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(j) = {ξp(j)}Tp=1 çà äàíèìè ñïîñòå-
ðåæåíü ïîñëiäîâíîñòi ξ(j) ó òî÷êàõ j ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (1) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ìîæíà îòðèìàòè çîáðàæåííÿ
âèïàäêîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξp(j) ÷åðåç n-é ïðèðiñò

ξp(j) =
1

(1−Bµ)n
ξ(n)p (j,µ) =

j∑

k=−∞
dµ(j − k)ξ(n)p (k,µ), p = 1, 2, . . . , T, (5)

äå {dµ(j) : j > 0}�êîåôiöi¹íòè ïðè xj â ðîçêëàäi
∑∞

j=0 dµ(j)xj =
(∑∞

k=0 x
µk
)n

.

Âðàõîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ ïîñëiäîâíîñòi ÷åðåç ïðèðîñòè (5), ôóíêöiîíàë (4) ìî-
æíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

ANξ =

N∑

j=0

a(j)>ξ(j) =

N∑

j=0

T∑

p=1

ap(j)ξp(j) =

=
T∑

p=1


−

−1∑

j=−µn
vp(j)ξp(j) +

N∑

j=0




N∑

k=j

ap(k)dµ(k − j)


ξ(n)p (j,µ)


 =

= −
−1∑

j=−µn

T∑

p=1

vp(j)ξp(j) +
N∑

j=0

T∑

p=1

bp(j)ξ(n)p (j,µ) =

= −
−1∑

j=−µn
v(j)>ξ(j) +

N∑

j=0

b(i)>ξ(n)(j,µ).

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiîíàë ANξ ìîæíà çàïèñàòè ó âè-
ãëÿäi ðiçíèöi ôóíêöiîíàëiâ

ANξ = BNξ− VNξ, (6)

äå

BNξ =

N∑

j=0

b(j)>ξ(n)(j,µ), VNξ =

−1∑

j=−µn
v(j)>ξ(j),

vp(j) =

n∑

l=[− j
m ]

′

(−1)l
(
n

l

)
bp(lµ+ j), p = 1, 2, . . . , T, j = −1,−2, . . . ,−µn, (7)

bp(j) =
N∑

m=j

ap(m)dµ(m− j), p = 1, 2, . . . , T, j = 0, 1, . . . , N, (8)

v(j) =
(
v1(j), v2(j), . . . , vT (j)

)>
, b(j) =

(
b1(j), b2(j), . . . , bT (j)

)>
.

Ó ñïiââiäíîøåííi (7) [x]′ ïîçíà÷à¹ íàéìåíøå öiëå ÷èñëî ñåðåä ÷èñåë, ùî áiëüøi
àáî ðiâíi x.

Íåõàé ÂNξ� îïòèìàëüíà â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ñåíñi ëiíiéíà îöiíêà ôóíêöiî-
íàëà ANξ çà ñïîñòåðåæåííÿìè âåêòîðíî¨ âèïàäêîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(j) ó òî÷êàõ

j ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B̂Nξ îïòèìàëüíó â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó
ñåíñi ëiíiéíó îöiíêó çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà BNξ çà ñïîñòåðåæåííÿìè ñòîõàñòè÷íîãî

n-ãî ïðèðîñòó ξ(n)(m,µ) ó òî÷êàõm ∈ Z\{0, 1, . . . , N+µn}. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïîñëi-
äîâíîñòi ξ(m) ó òî÷êàõ m = −1,−2, . . . ,−µn âiäîìi, òî îöiíêó ÂNξ ìîæíà çàïèñàòè
ó òàêîìó âèãëÿäi:

ÂNξ = B̂Nξ− VNξ (9)
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Äëÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè îöiíêè ÂNξ ñïðàâåäëèâi òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

∆
(
F, ÂNξ

)
= E

∣∣∣ANξ− ÂNξ
∣∣∣
2

= E
∣∣∣ANξ+ VNξ− B̂Nξ

∣∣∣
2

=

= E
∣∣∣BNξ− B̂Nξ

∣∣∣
2

= ∆
(
F, B̂Nξ

)
. (10)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H(N+µn)−(ξ(n)µ
)
çàìêíóòèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ó ïðîñòîði

H = L2(Ω,F , P ) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêèé ïîðîäæåíèé âåëè÷è-
íàìè {

ξ(n)p (l,µ), p = 1, . . . , T, l ∈ Z \ {0, 1, . . . , N + µn}
}
,

à ÷åðåç L
(N+µn)−
2 (F ) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið, ÿêèé ïîðîäæåíèé ó ïðîñòîði L2(F ) ôóí-

êöiÿìè âèãëÿäó

eiλl(1− e−iλµ)nδp/(iλ)n, δp = {δpk}Tp=1, k = 1, 2, . . . , T, l ∈ Z\{0, 1, . . . , N +µn}.
Òóò δpk ïîçíà÷à¹ äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ìiæ åëåìåíòàìè ξ
(n)
p (l,µ) ïðîñòîðó H(N+µn)−(ξ(n)µ

)
òà åëåìåíòàìè

eiλl
(
1− e−iλµ

)n
δp
/

(iλ)n

ïðîñòîðó L
(N+µn)−
2 (F ) iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiâ-

âiäíîøåííÿì (3).

Øóêàòèìåìî ëiíiéíó îöiíêó B̂Nξ ó âèãëÿäi

B̂Nξ =

∫ π

−π
h(λ)>dZ(λ), (11)

äå h(λ) = {hp(λ)}Tp=1 � ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà îöiíêè. Îïòèìàëüíà îöiíêà

B̂Nξ�öå ïðîåêöiÿ åëåìåíòà BNξ ïðîñòîðó H íà ïiäïðîñòið H(N+µn)−(ξ(n)µ
)
. Âî-

íà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè óìîâàìè:

B̂Nξ ∈ H(N+µn)−(ξ(n)µ
)
, (12)

BNξ− B̂Nξ ⊥ H(N+µn)−(ξ(n)µ
)
. (13)

Ç óìîâè (13) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ p = 1, . . . , T òà l ∈ Z \ {0, 1, . . . , N + µn}

E
[(

BNξ− B̂Nξ
)
ξ
(n)
p (l,µ)

]
= 0. (14)

Îñêiëüêè

BNξ =
N∑

j=0

b(j)>ξ(n)(j,µ) =
N∑

j=0

b(j)>
∫ π

−π
eijλ

(
1− e−iµλ

)n 1

(iλ)n
dZ(λ) =

=

∫ π

−π

N∑

j=0

b(j)>eijλ
(
1− e−iµλ

)n

(iλ)n
dZ(λ) =

∫ π

−π
BµN

(
eiλ
)>
(
1− e−iµλ

)n

(iλ)n
dZ(λ),

äå

BµN (eiλ) =
N∑

j=0

b(j)eijλ,

òî ðiâíiñòü (14) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

E

[∫ π

−π

(
BµN

(
eiλ
)>
(
1− e−iµλ

)n

(iλ)n
− h(λ)>

)
dZ(λ)×

×
∫ π

−π
e−ilλ

(
1− eiµλ

)n

(−iλ)n
dZ(λ)

]
= 0, l ∈ Z \ {0, 1, . . . , N + µn}.
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Îòæå,

1

2π

∫ π

−π

(
BµN

(
eiλ
)(1− e−iµλ

)n

(iλ)n
− h(λ)

)>
F (λ)

(
1− eiµλ

)n

(−iλ)n
e−ilλ dλ = 0,

l ∈ Z \ {0, 1, . . . , N + µn}.
Ç îñòàíüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî

(
BµN

(
eiλ
)(1− e−iµλ

)n

(iλ)n
− h(λ)

)>
F (λ)

(
1− eiµλ

)n

(−iλ)n
= CN+µn

(
eiλ
)>

,

CN+µn

(
eiλ
)

=

N+µn∑

j=0

c(j)eijλ,

äå c(j) = {cp(j)}Tp=1 �íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, ÿêi ïîòðiáíî çíàéòè. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
çíàõîäèìî ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó îöiíêè, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

h(λ)> = BµN
(
eiλ
)>
(
1− e−iλµ

)n

(iλ)n
− (−iλ)nCN+µn

(
eiλ
)>

(1− eiλµ)
n F−1(λ).

Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ, ùî âèçíà÷àþòü íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè c(j) = {cp(j)}Tp=1. Ç óìîâè
(12) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ j = 0, . . . , N + µn ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1

2π

∫ π

−π

[
BµN

(
eiλ
)> − λ2nCN+µn

(
eiλ
)>

(1− e−iλµ)
n
(1− eiλµ)

n F−1(λ)

]
e−ijλ dλ = 0.

Çàïèøåìî âêàçàíó ðiâíiñòü ó âèãëÿäi (j = 0, . . . , N + µn)

1

2π

∫ π

−π
BµN

(
eiλ
)>

e−ijλ dλ =
1

2π

∫ π

−π

λ2nCN+µn

(
eiλ
)>

(1− e−iλµ)
n
(1− eiλµ)

n F−1(λ)e−ijλ dλ. (15)

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü F (λ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìiíiìàëüíîñòi
∫ π

−π
Tr

[
λ2n

|1− eiλµ|2nF
−1(λ)

]
dλ <∞, (16)

äå Tr[A]� ñëiä ìàòðèöi A. Öÿ óìîâà ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá
ó çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ íåìîæëèâî áóëî ïîáóäóâàòè áåçïîìèëêîâó îöiíêó íåâiäîìîãî
çíà÷åííÿ ïîñëiäîâíîñòi [25].

Âèçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨

λ2n

|1− eiλµ|2n F−1(λ).

Ïîçíà÷èìî

D(j) =
1

2π

∫ π

−π

λ2n

|1− eiλµ|2n F−1(λ)>e−ijλ dλ, j = 0, . . . , N + µn.

Òîäi ç ðiâíîñòi (15) îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêi âèçíà÷àþòü íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè
c(j) = {cp(j)}Tp=1, j = 0, . . . , N + µn:

b(0) = D(0)c(0) + D(−1)c(1) + · · ·+ D(−N − µn)c(N + µn),

b(1) = D(1)c(0) + D(0)c(1) + · · ·+ D(1−N − µn)c(N + µn),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
b(N + µn) = D(N + µn)c(0) + D(N + µn− 1)c(1) + · · ·+ D(0)c(N + µn).

Ïîêëàäåìî b(j) = 0 ïðè j = N + 1, N + 2, . . . , N + µn i ïîçíà÷èìî ÷åðåç bN+µn =

= {b(j)}N+µn
j=0 i cN+µn = {c(j)}N+µn

j=0 � âåêòîðè ðîçìiðíîñòi (N + µn + 1)T , à ÷åðåç
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DN+µn �ìàòðèöþ ðîçìiðíîñòi (N + µn + 1)T × (N + µn + 1)T , ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç
ìàòðèöü-áëîêiâ ðîçìiðíîñòi T × T

DN+µn =




D(0) D(−1) . . . D(−N − µn)
D(1) D(0) . . . D(1−N − µn)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
D(N + µn) D(N + µn− 1) . . . D(0)




Òîäi ïîïåðåäíþ ñèñòåìó ðiâíÿíü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

bN+µn = DN+µncN+µn,

çâiäêè îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ cp(j):

cN+µn = D−1N+µnbN+µn. (17)

Ñêîðèñòàâøèñü îòðèìàíèìè ñïiââiäíîøåíÿìè, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ñïåêò-

ðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h(λ) = {hp(λ)}Tp=1 îïòèìàëüíî¨ îöiíêè B̂Nξ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

h(λ)> = BµN
(
eiλ
)>
(
1− e−iλµ

)n

(iλ)n
−

−
(−iλ)

n

[∑N+µn
j=0

(
D−1N+µnbN+µn

)
j
eijλ

]>

(1− eiλµ)
n F−1(λ). (18)

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà îöiíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆
(
F, B̂Nξ

)
= E

∣∣∣BNξ− B̂Nξ
∣∣∣
2

=

=
1

2π

∫ π

−π

(iλ)n
[∑N+µn

j=0

(
D−1N+µnbN+µn

)
j
eijλ

]>

(1− eiλµ)
n ×

× F−1(λ)

(−iλ)n
[∑N+µn

j=0

(
D−1N+µnbN+µn

)
j
eijλ

]

(1− e−iλµ)
n dλ =

= 〈cN+µn, DN+µncN+µn〉 =
〈
D−1N+µnbN+µn, bN+µn

〉
. (19)

Ç óêàçàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âåêòîðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {ξ(m),m ∈ Z} âèçíà-
÷à¹ ñòàöiîíàðíèé n-é ïðèðiñò ξ(n)(m,µ) iç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi

F (λ) = {fij(λ)}Ti,j=1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (16). Îïòèìàëüíà ëiíiéíà îöiíêà B̂Nξ

ôóíêöiîíàëà BNξ âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü ξ
(n)(m,µ),m ∈ {0, 1, . . . , N}, çà äàíèìè ñïî-

ñòåðåæåíü ïîñëiäîâíîñòi ξ(m), m ∈ Z\{0, 1, . . . , N}, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (11),

äå ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h(λ) = {hp(λ)}Tp=1 îïòèìàëüíî¨ îöiíêè B̂Nξ ðîçðà-

õîâó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (18). Âåëè÷èíà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ∆
(
F, B̂Nξ

)

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (19).

Iç òåîðåìè 3.1 ìîæíà, ÿê íàñëiäîê, îòðèìàòè îöiíêó íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ ïðè-

ðîñòó ξ
(n)
p (m,µ), m = 0, 1, . . . , N , p = 1, 2, . . . , T , çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü ïîñëiäîâ-

íîñòi ξ(m), m ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âçÿòè âåêòîð b(m) = ep �
âåêòîð, ó ÿêîãî íà p-ìó ìiñöi ñòî¨òü 1, à âñi iíøi åëåìåíòè ðiâíi íóëþ, à âåêòî-
ðè b(j), j = 0, 1, . . . , N , j 6= m, ¹ ðiâíèìè 0. Ó òàêîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî, ùî
bN+µn = emT+p � âåêòîð, ó ÿêîãî íà (mT + p)-ìó ìiñöi 1, à âñi iíøi åëåìåíòè 0.
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Îïòèìàëüíà ëiíiéíà îöiíêà ξ̂
(n)
p (m,µ) íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ ïðèðîñòó ξ

(n)
p (m,µ)

âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ξ̂(n)p (m,µ) =

∫ π

−π
ϕm(λ,µ)>dZ(λ), (20)

ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ϕm(λ,µ) îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ξ̂
(n)
p (m,µ) çíàõîäèòüñÿ çà

ôîðìóëîþ

ϕm(λ,µ)> = e>mT+p e
imλ

(
1− e−iλµ

)n

(iλ)n
−

−
(−iλ)n

[∑N+µn
j=0

(
D−1N+µnemT+p

)
j
eijλ

]>

(1− eiλµ)
n F−1(λ), (21)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè îöiíêè ìàòèìåìî òàêó ôîðìóëó:

∆
(
F, ξ(n)p (m,µ)

)
= 〈c̃N+µn, DN+µnc̃N+µn〉 =

=
〈
D−1N+µnemT+p, DN+µnD

−1
N+µnemT+p

〉
=

=
〈
D−1N+µnemT+p, emT+p

〉
=
(
D−1N+µn

)
mT+p,mT+p

, (22)

äå c̃N+µn = {c̃(j)}N+µn
j=0 = D−1N+µnemT+p.

Òàêèì ÷èíîì äiñòàëè òàêèé íàñëiäîê äëÿ îöiíêè ξ̂
(n)
p (m,µ) íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ

ïðèðîñòó ξ
(n)
p (m,µ):

Íàñëiäîê 3.1. Îïòèìàëüíà ëiíiéíà îöiíêà ξ̂
(n)
p (m,µ) íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ ïðè-

ðîñòó ξ
(n)
p (m,µ), m = 0, 1, . . . , N , p = 1, 2, . . . , T çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü ïîñëi-

äîâíîñòi ξ(m), m ∈ Z \ {0, 1, . . . , N} âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (20), ñïåêòðàëüíà

õàðàêòåðèñòèêà ϕm(λ,µ) îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ξ̂
(n)
p (m,µ) çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ

(21), à ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïîõèáêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆
(
F, ξ(n)p (m,µ)

)
=
(
D−1N+µn

)
mT+p,mT+p

. (23)

Iç òåîðåìè 3.1 òà ôîðìóë (10) i (19) îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âåêòîðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {ξ(m),m ∈ Z} âèçíà-
÷à¹ ñòàöiîíàðíèé n-é ïðèðiñò ξ(n)(m,µ) iç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi

F (λ) = {fij(λ)}Ti,j=1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (16). Îïòèìàëüíà ëiíiéíà îöiíêà ÂNξ

ôóíêöiîíàëà ANξ âiä íåâiäîìèõ åëåìåíòiâ ξ(m),m ∈ {0, 1, . . . , N}, çà äàíèìè ñïî-

ñòåðåæåíü ïîñëiäîâíîñòi ξ(m), m ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ÂNξ =

∫ π

−π
h(λ)>dZ(λ)−

−1∑

j=−µn
v(j)>ξ(j),

äå ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h(λ) = {hp(λ)}Tp=1 îïòèìàëüíî¨ îöiíêè çíàõîäè-

òüñÿ çà ôîðìóëîþ (18), v(j) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (7). Âåëè÷èíà ñåðåäíüî-

êâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ∆
(
F, ÂNξ

)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆
(
F, ÂNξ

)
= 〈cN+µn, DN+µncN+µn〉 =

〈
D−1N+µnbN+µn, bN+µn

〉
,

äå cN+µn = {c(j)}N+µn
j=0 = D−1N+µnbN+µn, âåêòîð bN+µn ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ

b(j), êîìïîíåíòè ÿêèõ âèçíà÷åíi ó ôîðìóëi (8).
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Ïîâåðíåìîñü äî îäíîâèìiðíî¨ âèïàäêîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíè-
ìè ïðèðîñòàìè {ζ(m),m ∈ Z}. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ëiíiéíîãî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî
îïòèìàëüíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëà

AMζ =

M∑

k=0

a(ζ)(k)ζ(k) (24)

âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi ζ(k) çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü ïîñëiäîâíîñòi ζ(k)
ïðè k < 0 òà k > M . Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî M + 1�êiëüêiñòü íåâiäîìèõ çíà÷åíü
ïîñëiäîâíîñòi {ζ(m),m ∈ Z}, êðàòíå ÷èñëó T � âåëè÷èíi ïåðiîäó. Âèçíà÷èìî ÷èñëî
N òàêèì ÷èíîì:

N =
M + 1

T
− 1. (25)

Òîäi, çðîáèâøè çàìiíó, âêàçàíó ó ôîðìóëi (2), i âðàõîâóþ÷è, ùî M = (N + 1)T − 1,
îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ôóíêöiîíàëà AMζ:

AMζ =
M∑

k=0

a(ζ)(k)ζ(k) =
N∑

j=0

T∑

p=1

a(ζ)(jT + p− 1)ζ(jT + p− 1) =

=
N∑

j=0

T∑

p=1

ap(j)ξp(j) =
N∑

j=0

a(j)>ξ(j) = ANξ,

äå a(j)> =
(
a1(j), a2(j), . . . , aT (j)

)
, ap(j) = a(ζ)(jT + p − 1). Âðàõîâóþ÷è îòðèìàíó

ðiâíiñòü i òåîðåìó 3.2, îòðèìà¹ìî òåîðåìó, ùî âèçíà÷à¹ îïòèìàëüíó ëiíiéíó îöiíêó

ÂMζ ôóíêöiîíàëà AMζ.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé {ζ(k), k ∈ Z}� ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü iç ïåðiîäè÷íî ñòà-

öiîíàðíèìè ïðèðîñòàìè òàêà, ùî ïðè çàìiíi (2) îòðèìàíà âåêòîðíà ïîñëiäîâ-

íiñòü {ξ(m),m ∈ Z} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 3.2. Îïòèìàëüíà ëiíiéíà îöiíêà

ÂMζ ôóíêöiîíàëà AMζ âiä íåâiäîìèõ çíà÷åíü ζ(k), k ∈ {0, 1, . . . ,M} çà äàíèìè

ñïîñòåðåæåíü ïîñëiäîâíîñòi ζ(k) ïðè k < 0 òà k > M âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ÂMζ =

∫ π

−π
h(λ)>dZ(λ)−

−1∑

j=−µn
v(j)>ξ(j),

äå ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h(λ) = {hp(λ)}Tp=1 îïòèìàëüíî¨ îöiíêè Â(N+1)T−1ζ
çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ (18), v(j) âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (7). Âåëè÷èíà ñå-

ðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ∆
(
F, ÂMζ

)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∆(F, ÂMζ) = 〈cN+µn, DN+µncN+µn〉 =
〈
D−1N+µnbN+µn, bN+µn

〉
,

äå cN+µn = {c(j)}N+µn
j=0 = D−1N+µnbN+µn, âåêòîð bN+µn ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ

b(j), åëåìåíòè ÿêèõ âèçíà÷åíi ó ôîðìóëi (8).

4. Ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëà

Ùîá ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìàìè i ôîðìóëàìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, íåîáõiäíî çíàòè
ìàòðèöþ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi F (λ) = {fij(λ)}Ti,j=1 ñòàöiîíàðíîãî n-ãî ïðèðîñòó

ξ(n)(m,µ). Ó òîìó âèïàäêó, êîëè òî÷íi çíà÷åííÿ ùiëüíîñòi íåâiäîìi, à âiäîìà ëèøå
ìíîæèíà D äîïóñòèìèõ ùiëüíîñòåé, çàñòîñîâó¹òüñÿ ìiíiìàêñíèé ìåòîä îöiíþâàííÿ
ôóíêöiîíàëà. Ñêîðèñòàâøèñü öèì ìåòîäîì, ìè íàõîäèìî îöiíêó, ÿêà ìiíiìiçó¹ çíà-
÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé
iç çàäàíîãî êëàñó D.
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Îçíà÷åííÿ 4.1. Äëÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé D ùiëüíiñòü
F 0(λ) ∈ D íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíø ñïðèÿòëèâîþ ó êëàñi D äëÿ îïòèìàëüíîãî îöiíþâà-
ííÿ ôóíêöiîíàëà ANξ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∆
(
F 0
)

= ∆
(
h
(
F 0
)
;F 0

)
= max

F∈D
∆
(
h(F );F

)
.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Äëÿ çàäàíîãî êëàñó ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé D ñïåêòðàëüíà õà-
ðàêòåðèñòèêà h0(λ) îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà ANξ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàêñíîþ
(ðîáàñòíîþ), ÿêùî

h0(λ) ∈ HD =
⋂

F∈D
LN−
2 (F ),

min
h∈HD

max
F∈D

∆(h;F ) = max
F∈D

∆(h0;F ).

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi îçíà÷åííÿ íàéìåíø ñïðèÿòëèâî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi òà
ìiíiìàêñíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè, à òàêîæ îòðèìàíi ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi
ðåçóëüòàòè, ìè ìîæåìî ðîáèòè âèñíîâêè, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.1. Ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü F 0(λ) ∈ D, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìiíiìàëüíî-
ñòi (16), íàéìåíø ñïðèÿòëèâà ñåðåä ùiëüíîñòåé êëàñó D äëÿ îïòèìàëüíîãî ëiíié-

íîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëà ANξ çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïîñëiäîâíîñòi ξ(m) ïðè

m ∈ Z \ {0, 1, 2, . . . , N}, ÿêùî ìàòðèöÿ D0
N+µn, ùî óòâîðåíà çà äîïîìîãîþ êîåôiöi-

¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨

λ2n

|1− eiλµ|2n
(
F 0
)−1

(λ),

âèçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà óìîâíèé åêñòðåìóì

max
F∈D

〈
D−1N+µnbN+µn, bN+µn

〉
=
〈(

D0
N+µn

)−1
bN+µn, bN+µn

〉
. (26)

Ìiíiìàêñíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h0 = h(F 0) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(18), ÿêùî h(F 0) ∈ HD.

Áiëüø äåòàëüíèé àíàëiç âëàñòèâîñòåé íàéìåíø ñïðèÿòëèâèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëü-
íîñòåé òà ìiíiìàêñíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíà-
ëà ìîæíà ïðîâåñòè. ÿêùî çàóâàæèòè, ùî ìiíiìàêñíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h0

òà íàéìåíø ñïðèÿòëèâà ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü F 0 óòâîðþþòü ñiäëîâó òî÷êó ôóíêöi¨
∆(h;F ) íà ìíîæèíi HD ×D. Íåðiâíîñòi ñiäëîâî¨ òî÷êè

∆
(
h;F 0

)
≥ ∆

(
h0;F 0

)
≥ ∆

(
h0;F

)
∀F ∈ D, ∀h ∈ HD

âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî h0 = h
(
F 0
)
òà h

(
F 0
)
∈ HD, äå F 0 �ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà óìîâíèé

åêñòðåìóì:

∆̃(F ) = −∆
(
h
(
F 0
)
;F
)
→ inf, F ∈ D,

∆
(
h
(
F 0
)
;F
)

=
1

2π

∫ π

−π

(iλ)n
[∑N+µn

j=0

((
D0

N+µn

)−1
bN+µn

)
j
eijλ

]>

(1− eiλµ)
n

(
F 0(λ)

)−1 ×

× F (λ)
(
F 0(λ)

)−1
(−iλ)n

[
∑N+µn

j=0

((
D0

N+µn

)−1
bN+µn

)

j

eijλ

]

(1− e−iλµ)
n dλ.

(27)

Îñòàííÿ çàäà÷à åêâiâàëåíòíà çàäà÷i íà áåçóìîâíèé åêñòðåìóì

∆D(F ) = ∆̃(F ) + δ(F | D)→ inf, (28)
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äå δ(F | D)� iíäèêàòîðíà ôóíêöiÿ ìíîæèíè D. Ðîçâ'ÿçîê F 0 çàäà÷i íà áåçóìîâíèé
åêñòðåìóì õàðàêòåðèçó¹òüñÿ óìîâîþ 0 ∈ ∂∆D(F 0), ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ
óìîâîþ òîãî, ùî ôóíêöiÿ F 0 íàëåæèòü äî ìíîæèíè ìiíiìóìiâ îïóêëîãî ôóíêöiîíàëà
∆D(F ) [15, 24]. Âèðàç ∂∆D

(
F 0
)
ïîçíà÷à¹ ñóáäèôåðåíöiàë ôóíêöiîíàëà ∆D(F ) ó

òî÷öi F = F 0.
Ôîðìà (27) ôóíêöiîíàëà ∆

(
h
(
F 0
)
;F
)
çðó÷íà äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íåâèçíà-

÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i íà åêñòðåìóì (28). Çàñòîñîâóþ÷è
ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà òà âèðàçè äëÿ ñóáäèôåðåíöiàëiâ iíäèêà-
òîðíèõ ôóíêöié ìíîæèí äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé, ìè ìîæåìî çíàéòè
ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêi îïèñóþòü íàéìåíø ñïðèÿòëèâi ñïåêòðàëüíi ùiëüíîñòi òà ìiíiìà-
êñíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà äëÿ êîíêðåòíèõ
ìíîæèí äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé.

5. Íàéìåíø ñïðèÿòëèâi ùiëüíîñòi ó êëàñi D−0,n
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëà ÂNξ çà äàíèìè ñïîñòå-

ðåæåíü ξ(j), j ∈ Z \ {0, 1, . . . , N}, çà óìîâè, ùî ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü F (λ) ñòàöiî-

íàðíîãî n-ãî ïðèðîñòó ξ(n)(m,µ) íàëåæèòü ìíîæèíi

D−0,n =

{
F (λ)

∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π
λ2n[F (λ)]

−1
dλ = P

}
,

äå P = {pij}Ti,j=1 � çàäàíà ìàòðèöÿ.

Ç óìîâè 0 ∈ ∂∆D
(
F 0
)
, ïðè D = D−0,n îòðèìà¹ìî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèçíà-

÷åííÿ íàéìåíø ñïðèÿòëèâî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ùiëüíîñòi çàäàíî¨ ìíîæèíè:

1

|1− eiλµ|2n



N+µn∑

j=0

((
D0

N+µn

)−1
bN+µn

)
j
eijλ


×

×



N+µn∑

j=0

((
D0

N+µn

)−1
bN+µn

)

j

eijλ



>

= αα>, (29)

äå α = {αp}Tp=1 � âåêòîð íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s(α)(j), j = 0, . . . , N + µn, âåêòîð ðîçìiðíîñòi T , äå

s(α)(kµ) = α(−1)k
(
n

k

)
, k = 0, . . . , n, s(α)(j) = 0, j 6= kµ.

Ïîêëàäåìî s
(α)
N+µn =

{
s(α)(j)

}N+µn

j=0
� âåêòîð ðîçìiðíîñòi (N + µn + 1)T . Iç ñïiââiä-

íîøåííÿ (29) îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

D0
N+µns

(α)
N+µn = bN+µn. (30)

Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòè âåêòîðà s
(α)
N+µn çàäîâîëüíÿþòü óìîâè s(α)(j) = 0 ïðè

j > µn i s(α)(j) = (−1)µns(α)(µn − j) ïðè j 6 µn, à äëÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöi D0
N+µn

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà D0(j) = D0(−j), j = 0, . . . , N + µn. Òîìó äëÿ ñóìiñíîñòi ñèñòåìè
(30) íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëèñü òàêi óìîâè:

b(j) = (−1)µnb(µn− j), j = 0, . . . ,µn. (31)

Iç îáìåæåíü, ÿêi íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêöi¨ iç êëàñó D−0,n, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå
ðiâíÿííÿ:

N+µn∑

j=−N−µn

D0(|j|)
2π

∫ π

−π
eijλ

∣∣1− eiλµ
∣∣2ndλ = P. (32)
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Òàêèì ÷èíîì áà÷èìî, ùî íàéìåíø ñïðèÿòëèâà ùiëüíiñòü çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿì

λ2n

|1− eiλµ|2n
[
F 0(λ)

]−1
=

N+µn∑

j=−N−µn
D0(|j|)eijλ, (33)

äå ìàòðèöi D(0)(j), j = 0, . . . , N + µn, çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (30) i (32). Êëàñ
íàéìåíø ñïðèÿëèâèõ ùiëüíîñòåé ìà¹ âèãëÿä

R =




F 0(λ) ∈ D−0,n : F 0(λ) =

λ2n

|1− eiλµ|2n




N+µn∑

j=−N−µn
D0(j)eijλ



−1

. (34)

Îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé âåêòîðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {ξ(m),m ∈ Z} âèçíà÷à¹
ñòàöiîíàðíèé n-é ïðèðiñò, ìàòðèöi D(0)(j), j = 0, . . . , N +µn, çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ (29), (30), (31), (32), à ïîñëiäîâíiñòü a(0), . . . ,a(N) çàäàíà òàêèì ÷èíîì, ùî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (31). Òîäi ìíîæèíà íàéìåíø ñïðèÿòëèâèõ ó êëàñi D−0,n ùiëü-

íîñòåé äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíî¨ ëiíiéíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà ANξ çà ñïîñòåðå-

æåííÿìè ïîñëiäîâíîñòi ξ(m) ó ìîìåíòè ÷àñó m ∈ Z\{0, 1, . . . , N} ìà¹ âèãëÿä (34).
Ìiíiìàêñíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà îöiíêè îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (18).

6. Âèñíîâêè

Ó ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ñåíñi ëi-

íiéíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëà ANξ =
∑N

k=0 a(k)ξ(k), ÿêèé çàëåæèòü âiä íåâiäî-
ìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ(k) iç ïåðiîäè÷íî ñòàöiîíàðíèìè ïðèðîñòà-
ìè çà ñïîñòåðåæåííÿìè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi â òî÷êàõ ìíîæèíè Z \ {0, 1 . . . , N}. Çà-
ñòîñîâàíî êëàñè÷íèé òà ìiíiìàêñíèé (ðîáàñòíèé) ìåòîäè îöiíþâàííÿ äëÿ âèïàäêiâ
ñïåêòðàëüíî¨ âèçíà÷åíîñòi, êîëè ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi òî÷íî âiäîìà,
òà ñïåêòðàëüíî¨ íåâèçíà÷åíîñòi, êîëè ñïåêòðàëüíà ùiëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi íåâiäîìà,
ïðîòå âèçíà÷åíà ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé. Çîêðåìà, çíàéäåíî
ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè òà ñïåêòðàëüíî¨ õàðàêòå-
ðèñòèêè îïòèìàëüíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëà ó òîìó âèïàäêó, êîëè ñïåêòðàëüíà ùiëü-
íiñòü ïîñëiäîâíîñòi òî÷íî âiäîìà. Ó òîìó âèïàäêó, êîëè òî÷íèé âèãëÿä ñïåêòðàëüíèõ
ùiëüíîñòåé íåâiäîìèé, ïðîòå çàäàíî êëàñ äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ùiëüíîñòåé, âè-
âåäåíî ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷àòü íàéìåíø ñïðèÿòëèâi ñïåêòðàëüíi ùiëüíîñòi òà
ìiíiìàêñíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè.
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ESTIMATES OF FUNCTIONALS OF STOCHASTIC SEQUENCES
WITH PERIODICALLY STATIONARY INCREMENTS

P. S. KOZAK, M. P. MOKLYACHUK

Abstract. The problem of optimal estimation of the linear functional ANξ =
∑N

k=0 a(k)ξ(k) depend-
ing on the unknown values of a stochastic sequence ξ(k) with periodically stationary increments from

observations of the sequence at points Z \ {0, 1 . . . , N} is considered. Formulas for calculating the mean

square error and the spectral characteristic of the optimal linear estimate of the functional are proposed
in the case where spectral density is exactly known. Formulas that determine the least favorable spectral

densities and the minimax spectral characteristics are proposed for the given sets of admissible spectral

densities.

ÎÖÅÍÊÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ
ÎÒ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÌÈ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈßÌÈ

Ï. Ñ. ÊÎÇÀÊ, Ì. Ï. ÌÎÊËß×ÓÊ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà ANξ =

=
∑N

k=0 a(k)ξ(k) îò íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ(k) ñ ïåðèîäè÷å-
ñêè ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè ïî íàáëþäåíèÿì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òî÷êàõ Z \ {0, 1 . . . , N}.
Íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè è ñïåêòðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè
îïòèìàëüíîé îöåíêè ôóíêöèîíàëà â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè òî÷íî èçâåñòíà. Äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé îïðåäåëåíû
ìíîæåñòâà íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé è ìèíèìàêñíûå ñïåêòðàëüíûå õà-
ðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé îöåíêè ôóíêöèîíàëà.


