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ПРО ПОБУДОВУ РОЗВ’ЯЗКIВ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ПО ЗАДАНИХ ПОСЛIДОВНОСТЯХ

We consider the problem under what conditions the equation f \prime \prime + Af = 0 possesses an entire (meromorphic) solution
with given sequences of zeros (poles) and critical points. The results are extended to equations of higher orders.

Рассматривается вопрос, когда уравнение f \prime \prime +Af = 0 имеет целое (мероморфное) решение с заданными последо-
вательностями нулей (полюсов) и критических точек. Результаты распространены на уравнения высшего порядка.

Нехай \Lambda — послiдовнiсть рiзних комплексних чисел \lambda k з їхнiми кратностями pk \in \BbbN , яка не має
точок скупчення в \BbbC , i \mathrm{M} — послiдовнiсть рiзних комплексних чисел \mu k з їхнiми кратностями
qk \in \BbbN , яка не має точок скупчення в \BbbC . Зокрема, будемо розглядати окремi випадки \Lambda 1, коли
pk = 1, i \mathrm{M}1, коли qk = 1.

У статтi [1] доведено, що для будь-якої послiдовностi \Lambda 1 iснує цiла функцiя A така, що
рiвняння

f \prime \prime +Af = 0 (1)

має цiлий розв’язок f з нулями в точках \lambda k. Цей результат було розвинуто у кiлькох напрямках:

1. Якщо у рiвняннi (1) A — цiла чи аналiтична у крузi функцiя, то результати продовжено
у працях [2 – 6]. Слiд виокремити випадок [7 – 9], коли A — аналiтична у крузi функцiя, а
послiдовнiсть нулiв розв’язку задовольняє умову Бляшке.

2. Випадок, коли у рiвняннi (1) A є мероморфною функцiєю, розглянуто у роботах [10, 11].

3. Випадкок, коли у рiвняннi (1) A є цiлою функцiєю i f(\lambda k) = bk, де bk — послiдовнiсть
комплексних чисел, розглянуто у роботах [12, 13].

4. Для рiвняння вищого порядку — у статтi [14].

У роботi [1] було отримано також наступний результат.

Теорема А [1, с. 242]. Для довiльних послiдовностей \Lambda 1 та \mathrm{M}1 таких, що \lambda n \not = \mu k, n, k \in 
\in \BbbN , iснує цiла функцiя A така, що рiвняння (1) має цiлий розв’язок f з нулями в точках \lambda k,

похiдна якого f \prime має нулi в точках \mu k.

Цей результат було розвинено в [7], де автор розглянув концецiю Бляшке-критичних рiвнянь,
тобто таких, коли послiдовнiсть нулiв f \prime ненульового розв’язку рiвняння (1) задовольняє умову
Бляшке.

Нашою метою є доведення такого твердження.

Теорема 1 [15]. Для довiльних послiдовностей \Lambda та \mathrm{M}, де pk > 1, \lambda n \not = \mu k, n, k \in \BbbN ,
iснує мероморфна функцiя A з полюсами другого порядку в точках \lambda k така, що рiвняння (1)
має цiлий розв’язок f з нулями в точках \lambda k кратностi pk, похiдна якого f \prime окрiм нулiв у точках
\lambda k має нулi в точках \mu k кратностi qk.
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Проф. А. Кондратюк звернув увагу на те, щоб розглядати питання, коли рiвняння (1) має
розв’язок з заданою послiдовнiстю полюсiв. У цьому зв’язку одержано таке твердження.

Теорема 2. Для довiльних послiдовностей \Lambda та \mathrm{M} комплексних чисел, \lambda n \not = \mu k, n, k \in \BbbN ,
iснує мероморфна функцiя A з полюсами другого порядку в точках \lambda k така, що рiвняння (1)
має мероморфний розв’язок f без нулiв iз полюсами в точках \lambda k кратностi pk, похiдна якого
f \prime має нулi в точках \mu k кратностi qk.

Для доведення теореми 1 нам знадобиться така лема.

Лема 1 [1, с. 300 – 301; 16, с. 201]. Для будь-якої послiдовностi \Lambda 1 i для будь-якої послi-
довностi \{ ak\} комплексних чисел iснує цiла функцiя h така, що

h(\lambda k) = ak, k \in \BbbN .

Доведення теореми 1. Скористаємось деякими iдеями з працi [1, с. 239, 240]. Вiзьмемо
цiлу функцiю P з нулями в точках \lambda k кратностi pk. За теоремою Вейєрштрасса [17, с. 296]
така функцiя iснує. Нехай f = Peg, де g — цiла функцiя, яку знайдемо пiзнiше. Тодi f \prime =

= P \prime eg + Pg\prime eg,

f \prime /f = P \prime /P + g\prime .

Функцiя f \prime /f має простi полюси в точках \lambda k i нулi в точках \mu k кратностi qk. Позначимо

P \prime + Pg\prime = P1e
h, (2)

де h — цiла функцiя, яку знайдемо пiзнiше. Функцiя P1 має нулi в точках \lambda k кратностi pk  - 1 i
нулi в точках \mu k кратностi qk. За теоремою Вейєрштрасса [17, с. 296] така функцiя iснує. З (2)
отримуємо

g\prime = (P1e
h  - P \prime )/P. (3)

Функцiя g\prime є цiлою, якщо кожен нуль P є нулем P1e
h  - P \prime . Але P \prime i P1 мають нулi в точках

\lambda k кратностi pk  - 1. Тому

h(\lambda k) = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}

\biggl( 
P \prime 

P1

\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
z=\lambda k

, (4)

де \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} v = \mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g} | v| + i\theta , \theta = \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g} v \in [ - \pi ;\pi ). З леми 1 випливає, що така функцiя h iснує. Тодi з
(3) знаходимо g\prime ,

g(z) =

z\int 
z0

P1e
h  - P \prime 

P
dz + g(z0) (5)

i з формули f = Peg знаходимо розв’язок рiвняння (1). Таким чином, з рiвностi A =  - f \prime \prime /f

одержуємо, що A — мероморфна функцiя з полюсами другого порядку в точках \lambda k.
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Приклад 1. Нехай f = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}2 z. Тодi f \prime = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2z i f є розв’язком рiвняння (1), де A =

= 2 - 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t}2 z.

Для доведення теореми 2 скористаємось методом доведення теореми 1. Коротко зазначимо
лише деякi етапи доведення. Нехай f = Peg, де P = 1/ \~P , \~P — цiла функцiя з нулями в точках
\lambda k кратностi pk, g — цiла функцiя, яку знаходимо пiзнiше. Тодi з рiвностi (2) отримаємо, що
функцiя P1 має полюси в точках \lambda k кратностi pk+1 i нулi в точках \mu k кратностi qk. З рiвностi
(3) бачимо, що функцiя g\prime є цiлою, якщо виконується (4). Тодi шуканий мероморфний розв’язок
має вигляд f = Peg, де g знаходимо з (5). Таким чином, з формули A =  - f \prime \prime /f одержуємо,
що A — мероморфна функцiя з полюсами другого порядку в точках \lambda k.

Приклад 2. Нехай f = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} - 2 z. Тодi f \prime =  - 2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} - 3 z \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} z i f є розв’язком рiвняння (1), де
A =  - 2 - 6 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{t}2 z.

Аналогiчно, використовуючи метод доведення теореми 1, можна отримати наступний ре-
зультат.

Теорема 3. Для довiльних послiдовностей \Lambda 1 та \mathrm{M} комплексних чисел таких, що \lambda n \not = \mu k,

n, k \in \BbbN , iснує мероморфна функцiя A з полюсами n-го порядку в точках \lambda k така, що рiвняння

f (n) +Af = 0

має розв’язок f такий, що f1/\alpha , \alpha \in \BbbR \setminus \{ 0, 1, 2, . . . , n  - 1\} , є цiлою функцiєю з простими
нулями в точках \lambda k, похiдна якого f \prime має нулi в точках \mu k кратностi qk.

При доведеннi будемо вважати, що шуканий розв’язок має вигляд f = Q\alpha eg = Peg, де Q

— цiла функцiя з простими нулями в точках \lambda k, i у формулi (2) P1 = Q\alpha  - 1
1 P2, де функцiя Q1

має простi нулi в точках \lambda k, а P2 — нулi в точках \mu k кратностi qk.
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