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ПРО АСИМПТОТИКУ АСОЦIЙОВАНИХ СИГМА-ФУНКЦIЙ
I ТЕТА-ФУНКЦIЙ ЯКОБI

For the associated sigma-functions, Jacobi theta-functions, and their logarithmic derivatives, we present asymptotic formulas
valid outside an efficiently constructed exceptional sets of discs.

Для асоцiйованих сигма-функцiй, тета-функцiй Якобi та їх логарифмiчних похiдних наведено асимптотичнi форму-
ли, якi є правильними зовнi виняткових множин кругiв, що побудованi ефективно.

У роботi [1] отримано асимптотичнi формули для асоцiйованих сигма-функцiй \sigma j(z), j =

= 1, 3 [2, с. 379], та тета-функцiй Якобi \vargamma k(z), k = 1, 4 [2, с. 394 – 396], якi правильнi зовнi
деякої множини виняткових кругiв. Укажемо тут асимптотику цих функцiй та їх логарифмiчних
похiдних зовнi множини кругiв, якi будуються ефективно, i точнiше оцiнимо залишковi члени
асимптотичних формул iз [1]. При цьому будемо суттєво використовувати результати роботи
[3], якi стосуються асимптотики функцiй Вейєрштрасса \sigma (z), \zeta (z) [2, с. 372, 374]. Як вiдомо,

\zeta (z) =
\sigma \prime (z)

\sigma (z)
, нулi \Omega mn = = 2m\omega 1+2n\omega 3, Im

\biggl( 
\omega 3

\omega 1

\biggr) 
> 0, m, n \in \BbbZ , функцiї \sigma (z) є полюсами

функцiї \zeta (z).

Зазначенi вище функцiї пов’язанi мiж собою рiвностями [2, с. 394 – 396]

\sigma j(z) = \sigma  - 1(\omega j) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \eta jz)\sigma (z + \omega j), (1)

\sigma (z) = 2\omega 1
\vargamma 1(u)

\vargamma \prime 1(0)
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Bigl( \eta 1z2
2\omega 1

\Bigr) 
, (2)

\sigma j(z) =
\vargamma j+1(u)

\vargamma j+1(0)
\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Bigl( \eta 1z2
2\omega 1

\Bigr) 
, (3)

де \omega 2 = \omega 1 + \omega 3, \eta j = \zeta (\omega j), j = 1, 3, u =
z

2\omega 1
. Мають мiсце також спiввiдношення

Лежандра

2\omega 2\eta 1  - 2\omega 1\eta 2 = \pi i, 2\omega 3\eta 1  - 2\omega 1\eta 3 = \pi i. (4)

Говорять, що система K кругiв Ks = \{ z \in \BbbC : | z  - zs| < rs\} , s \in \BbbN , де zs \in \BbbC , zs \rightarrow \infty 
(s\rightarrow \infty ), має нульову \mu -щiльнiсть, 1 \leq \mu \leq 2, якщо\sum 

| zs| \leq r

r\mu s = o(r\mu ), r \rightarrow \infty .

Якщо попереднє спiввiдношення правильне при \mu = 1, то говорять, що система K має нульову
лiнiйну щiльнiсть.

Зауваження 1. Якщо вказана вище система кругiв має нульову \mu -щiльнiсть, 1 \leq \mu \leq 2,

то цю ж властивiсть має i система кругiв

\widetilde Ks = \{ z \in \BbbC : | z  - (zs  - \omega )| < rs\} , s \in \BbbN (\omega \in \BbbC , \omega \not = 0),
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що випливає iз спiввiдношень (r \rightarrow \infty )

1

r\mu 

\sum 
| zs - \omega | \leq r

r\mu s \leq 
\biggl( 
1 +

| \omega | 
r

\biggr) \mu 1

(r + | \omega | )\mu 
\sum 

| zs| \leq r+| \omega | 

r\mu s = o(1).

Не втрачаючи загальностi подальших мiркувань, будемо вважати, що

\omega 1 =
1

2
, \omega 3 =

\lambda 

2
ei\alpha , 0 < \lambda < +\infty , 0 < \alpha < \pi , (5)

тобто

\Omega mn = m+ n\lambda ei\alpha , m, n \in \BbbZ . (6)

Тодi \omega 2 =
1

2
+
\lambda 

2
ei\alpha та \eta 1 = \zeta 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
, \eta 3 = \zeta 

\biggl( 
\lambda 

2
ei\alpha 

\biggr) 
, \eta 2 = \zeta 

\biggl( 
1

2
+
\lambda 

2
ei\alpha 

\biggr) 
. За умов (5) u = z,

рiвнiсть (1) формально не змiнюється i з рiвностей (2), (3) випливають спiввiдношення

\vargamma 1(z) = \vargamma \prime 1(0)\sigma (z) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \eta 1z2), (7)

\vargamma j+1(z) = \vargamma j+1(0)\sigma j(z) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \eta 1z2), j = 1, 3. (8)

Розглянемо далi клас A додатних зростаючих на (0;+\infty ) функцiй \varphi (t) таких, що

\varphi (t) \rightarrow +\infty , \varphi (t) = o(t2), \varphi (t+ d) = O(\varphi (t)) (t\rightarrow +\infty ), (9)

де d — довiльна стала, d > 0. Через A\alpha позначимо пiдклас класу A тих функцiй \varphi (t) з A, якi
додатково задовольняють ще й умову

\varphi (t) \geq \alpha \mathrm{l}\mathrm{n} t (1 < t < +\infty ), \alpha > 1. (10)

Якщо \varphi — фiксована функцiя iз класу A, то позначимо (j = 1, 3, \omega 0 = 0)

Ej(\varphi ) =
\bigcup 

m,n\in \BbbZ 
K(j)

mn, K(j)
mn =

\bigl\{ 
z \in \BbbC : | z  - (\Omega mn  - \omega j)| < \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \varphi (| \Omega mn| ))

\bigr\} 
. (11)

Введемо також позначення

U(z) =
\pi (| z| 2  - Rez2)

2\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
, V (z) = U(z) + Re(\eta 1z

2), \eta 1 = \zeta 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
. (12)

Теорема 1. Якщо \varphi \in A, то за умов (5), (6)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma j(z)| = V (z) +O(\varphi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in Ej(\varphi )), j = 1, 3, (13)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma j+1(z)| = U(z) +O(\varphi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in Ej(\varphi )), j = 0, 3. (14)

Зауваження 2. Якщо \varphi \in A\alpha , то множини Ej(\varphi ), j = 0, 3, мають нульову лiнiйну щiль-
нiсть, як це випливає з теореми 1 роботи [3] i зауваження 1.

Доведення теореми 1. У роботi [3] показано, що за умов (5), (6) i \varphi \in A має мiсце формула

\mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma (z)| = V (z) +O(\varphi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in E0(\varphi )), (15)
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де V (z) задається рiвностями (12), а E0(\varphi ) — рiвностями (11) iз j = 0, \omega 0 = 0. Оскiльки

V (z + \omega j) = V (z) +
2\pi 

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
Im\omega j Im z + Re (2\eta 1\omega jz) +O(1),

то, покладаючи z + \omega j замiсть z у (15), отримуємо (j = 0, 3)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma (z + \omega j)| = V (z + \omega j) +O(\varphi (| z + \omega j | )) =

= V (z) +
2\pi 

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
Im\omega jImz + Re(2\eta 1\omega jz) +O(\varphi (| z| ))

(z \rightarrow \infty , z /\in E0(\varphi )), (16)

де множини Ej(\varphi ) задаються рiвностями (11). Тут ми скористалися спiввiдношеннями

\varphi (| z + \omega j | ) \leq \varphi (| z| + | \omega j | ) = O(\varphi (| z| )) (z \rightarrow \infty ), j = 1, 3.

Оскiльки внаслiдок (1) \mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma j(z)| = \mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma (z + \omega j)|  - Re (\eta jz)  - \mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma (\omega j)| , то на основi (16)
приходимо до рiвностей (j = 1, 3)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma j(z)| = V (z) +
2\pi 

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
Im\omega j Im z + Re [z(2\eta 1\omega j  - \eta j)]+

+O(\varphi (| z| )) = V (z) + Lj(z) +O(\varphi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in Ej(\varphi )), (17)

де

Lj(z) =
2\pi 

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
Im\omega j Im z + Re [z(2\eta 1\omega j  - \eta j)]. (18)

Iз рiвностi \omega 1 =
1

2
випливає, що L1(z) \equiv 0. За умов (5) на основi спiввiдношень Лежандра (4)

отримуємо

Re [z(2\eta 1\omega j  - \eta j)] = Re (\pi iz) =  - \pi Im z, j = 2, 3.

Оскiльки перший доданок у (18) при j = 2, 3 дорiвнює \pi Imz, то Lj(z) \equiv 0 при вказаних j.

Отже, Lj(z) \equiv 0, j = 1, 3, i тому рiвнiсть (17) набирає вигляду (13).
Оскiльки внаслiдок (7) \mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma 1(z)| = \mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma (z)|  - Re(\eta 1z2)+\mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma \prime 1(0)| , то, використовуючи (15)

i позначення (12), отримуємо

\mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma 1(z)| = V (z) - Re (\eta 1z
2) +O(\varphi (| z| )) = U(z) +O(\varphi (| z| ))

(z \rightarrow \infty , z /\in E0(\varphi )), тобто має мiсце формула (14) при j = 0. Iз рiвностей (8) випливає
(j = 1, 3)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma j+1(z)| = \mathrm{l}\mathrm{n} | \sigma j(z)|  - Re (\eta 1z
2) + \mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma j+1(0)| .

Тому, використовуючи рiвностi (13) i позначення (12), одержуємо (j = 1, 3)

\mathrm{l}\mathrm{n} | \vargamma j+1(z)| = V (z) - Re (\eta 1z
2) +O(\varphi (| z| )) = U(z) +O(\varphi (| z| ))

(z \rightarrow \infty , z /\in Ej(\varphi )), тобто мають мiсце формули (14).
Теорему 1 доведено.
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Розглянемо клас S додатних зростаючих на (0;+\infty ) функцiй \psi (t) таких, що

\psi (t) \rightarrow +\infty , \psi (t) = o(t), \psi (t+ d) = O(\psi (t)) (t\rightarrow +\infty ), 0 < d = const.

Через S\beta позначимо пiдклас класу S тих функцiй \psi (t) з S, якi додатково задовольняють
ще й умову

\psi (t) \geq t\beta , (0 < t < +\infty ), 0 < \beta < 1.

Якщо \psi — фiксована функцiя iз класу S, то позначимо (j = 0, 3, \omega 0 = 0)

Tj(\psi ) =
\bigcup 

m,n\in \BbbZ 
P (j)
mn, P (j)

mn =

\biggl\{ 
z \in \BbbC : | z  - (\Omega mn  - \omega j)| <

1

\psi (| \Omega mn| )

\biggr\} 
.

Теорема 2. Якщо \psi \in S, то за умов (5), (6)

\sigma \prime j(z)

\sigma j(z)
= 2\eta 1z  - 

2\pi i

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
\mathrm{I}\mathrm{m} z +O(\psi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in Tj(\psi )), j = 1, 3, (19)

\vargamma \prime j+1(z)

\vargamma j+1(z)
=  - 2\pi i

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
\mathrm{I}\mathrm{m}z +O(\psi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in Tj(\psi )), j = 0, 3. (20)

Зазначимо, що формули (19), (20) випливають iз рiвностей (j = 1, 3)

\sigma \prime j(z)

\sigma j(z)
= \zeta (z + \omega j) - \eta j ,

\vargamma \prime 1(z)

\vargamma 1(z)
= \zeta (z) - 2\eta 1z,

\vargamma \prime j+1(z)

\vargamma j+1(z)
=
\sigma \prime j(z)

\sigma j(z)
 - 2\eta 1z

та асимптотичної формули

\zeta (z) = 2\eta 1z  - 
2\pi i

\lambda \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\alpha 
Im z +O(\psi (| z| )) (z \rightarrow \infty , z /\in T0(\psi )),

яка вказана в теоремi 2 з [3].
Зауваження 3. Якщо \psi \in S\beta , то кожна множина Tj(\psi ), j = 0, 3, при довiльному \mu такому,

що
2

1 + \beta 
< \mu \leq 2, має нульову \mu -щiльнiсть, що також випливає з теореми 2 роботи [3].
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