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ТРЕТЬЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧA ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
С КРАТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

We prove the unique solvability of the third boundary-value problem for a third-order differential equation with multiple
characteristics containing the second time derivative in a rectangular domain.

Для рiвняння третього порядку з кратними характеристиками, що мiстить другу похiдну за часом, доведено одно-
значну розв’язнiсть третьої крайової задачi у прямокутнiй областi.

1. Введение и постановка задачи. Дифференциальные уравнения в частных производных
третьего порядка рассматриваются при решении задач теории нелинейной акустики и в гидро-
динамической теории космической плазмы, фильтрации жидкости в пористых средах. В сово-
купности всех уравнений третьего порядка особое место занимают так называемые уравнения
с кратными характеристиками. В работе [1], на основании свойств вязкости и теплопровод-
ности газа, из системы Навье – Стокса было получено уравнение третьего порядка с кратными
характеристиками, содержащими вторые производные по времени

uxxx + uyy  - 
\nu 

y
uy = uxuxx, \nu = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}. (1)

Уравнение (1) при \nu = 1 описывает осесимметричный поток, а \nu = 0 — плоско-параллельный
поток [2].

Первые результаты по уравнению третьего порядка с кратными характеристиками были
получены в работах H. Block [3]. L. Catabriga в работе [4] для уравнения D2n+1

x u  - D2
yu =

= 0 построил фундаментальные решения в виде двойного несобственного интеграла и изучил
свойства потенциала. В работах [5, 6] построены фундаментальные решения, выраженные
через вырожденные гипергеометрические функции, изучены их свойства и найдены оценки
при | t| \rightarrow \infty . Также отметим работы [7 – 18], в которых рассмотрены краевые задачи для
уравнения третьего порядка.

В настоящей статье изучается третья краевая задача для уравнения третьего порядка с
кратными характеристиками в прямоугольной области. Рассмотрим уравнение

Uxxx  - Uyy +AUxx +BUx + CUy +DU = 0,

где A,B,C,D \in R. Заметим, что заменой

U(x, y) = u(x, y)e - 
A
3
x+C

2
y

это уравнение преобразуется к виду

uxxx  - uyy + aux + cu = 0, (2)

где
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a =  - A2

3
+B, c =

2A3

27
+

C2

4
 - AB

3
+D.

В дальнейшем будем считать, что c > 0, a > 0.

В области D =
\bigl\{ 
(x, y) : 0 < x, y < 1

\bigr\} 
рассмотрим следующую задачу.

Задача \bfitB 1 . Найти в области D решение уравнения (2) из класса C3,2
x,y(D) \cap C2,1

x,y

\bigl( 
D

\bigr) 
,

удовлетворяющее краевым условиям

\alpha u(x, 0) + \beta uy(x, 0) = 0, 0 \leq x \leq 1,

\gamma u(x, 1) + \delta uy(x, 1) = 0, 0 \leq x \leq 1,
(3)

u(0, y) = \varphi 1(y), u(1, y) = \varphi 2(y), ux(1, y) = \varphi 3(y), 0 \leq y \leq 1, (4)

где \varphi i(y) \in C3[0, 1], i = 1, 3, — заданные функции, причем

\alpha \varphi i(0) + \beta \varphi \prime 
i(0) = 0, \gamma \varphi i(1) + \delta \varphi \prime 

i(1) = 0.

Здесь \alpha , \beta , \gamma , \delta — постоянные числа, причем \alpha 2 + \beta 2 \not = 0, \gamma 2 + \delta 2 \not = 0.

Отметим, что аналогичные задачи исследованы в работе [19] для случая a = c = 0.

2. Oсновные результаты.
Теорема единственности. Если \alpha \beta \leq 0, \delta \gamma \geq 0, то задача B1 имеет единственное

решение.
Теорема существования. Если функции \varphi i(y) = C3[0, 1] и \alpha \varphi i(0) + \beta \varphi \prime 

i(0) = 0, \gamma \varphi i(1) +

+ \delta \varphi \prime 
i(1) = 0, \varphi \prime \prime 

i (0) = \varphi \prime \prime 
i (1) = 0, i = 1, 3, то решение задачи существует.

При доказательстве теоремы существования используется следующая лемма.
Лемма. Краевая задача

X \prime \prime \prime + aX \prime + \nu X = 0,

X(0) = X(1) = X \prime (1) = 0
(5)

имеет только тривиальное решение.
3. Доказательство полученных результатов. Доказательство теоремы единствен-

ности. Предположим обратное, т. е. пусть u1(x, y) и u2(x, y) являются решениями задачи
B1. Тогда u(x, y) = u1(x, y)  - u2(x, y) является решением однородной задачи B1 из обла-
сти D.

Рассмотрим тождество
u(uxxx  - uyy + aux + cu) = 0,

или

\partial 

\partial x
(uuxx) - 

1

2

\partial 

\partial x

\bigl( 
u2x

\bigr) 
 - \partial 

\partial y
(uuy) + u2y +

a

2

\partial 

\partial x

\bigl( 
u2

\bigr) 
+ cu2 = 0.

Интегрируя это тождество по области D, имеем\int \int 
D

\partial 

\partial x
(uuxx)dxdy  - 

1

2

\int \int 
D

\partial 

\partial x
(u2x)dxdy  - 

\int \int 
D

\partial 

\partial y
(uuy)dxdy+

+

\int \int 
D

u2ydxdy +
a

2

\int \int 
D

\partial 

\partial x
(u2)dxdy + c

\int \int 
D

u2dxdy = 0.
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Учитывая граничные условия и требуя, чтобы \alpha \not = 0, \gamma \not = 0 из условия (3), имеем

\delta 

\gamma 

1\int 
0

u2y (x, 1)dx - \beta 

\alpha 

1\int 
0

u2y(x, 0) dx+

+
1

2

1\int 
0

u2x (0, y) dy +

\int \int 
D

u2y(x, y) dx dy + c

\int \int 
D

u2 dx dy = 0.

Принимая во внимание условие теоремы единственности и c > 0, получаем u(x, y) \equiv 0 в D.

В случаях \beta \not = 0, \delta \not = 0; \alpha \not = 0, \delta \not = 0 и \gamma \not = 0, \beta \not = 0 аналогично получаем равенство
u(x, y) \equiv 0 в D.

Теорема единственности доказана.
Доказательство леммы. Предположим обратное, т. е. пусть X(x) \not = 0. Рассмотрим тож-

дество
X(X \prime \prime \prime + aX \prime + \nu X) = 0,

или \biggl( 
XX \prime \prime  - 1

2
(X \prime )2 +

a

2
X2

\biggr) \prime 
+ \nu X2 = 0.

Интегрируя это тождество по области 0 < x < 1 и учитывая краевые условия, получаем

1

2

\bigl( 
X \prime (0)

\bigr) 2
+ \nu 

1\int 
0

X2 dx = 0,

а так как \nu > 0, то X(x) \equiv 0.

Лемма доказана.
Доказательство теоремы существования. Решение задачи будем искать методом разде-

ления переменных

u(x, y) = X(x)Y (y). (6)

Тогда из уравнения (2) следует, что

X \prime \prime \prime Y  - X Y \prime \prime + aX \prime Y + cX Y = 0,

X \prime \prime \prime + aX \prime 

X
 - Y \prime \prime 

Y
=  - c,  - c =  - v + \mu .

Отсюда имеем

X \prime \prime \prime + aX \prime + \nu = 0, (7)

Y \prime \prime + \mu Y = 0. (8)

Для нахождения функции Y (y) рассмотрим задачу

Y \prime \prime + \mu Y = 0,

\alpha Y (0) + \beta Y \prime (0) = 0,

\gamma Y (1) + \delta Y \prime (1) = 0.

(9)
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Действуя так, как в работе [19], для нахождение собственных значений получаем трансцен-
дентное уравнение

\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{g}
\surd 
\mu =

\alpha \gamma + \delta \beta \mu 
\surd 
\mu (\gamma \beta  - \alpha \delta )

,

откуда следует, что
\surd 
\mu n = \pi n + \varepsilon n, где \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}n\rightarrow \infty \varepsilon n = 0, или \mu n = O(n2) при n \rightarrow \infty .

Соответствующие собственные функции имеют вид

Yn(y) = \alpha \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
\surd 
\mu ny  - \beta 

\surd 
\mu n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\surd 
\mu ny. (10)

Ортогональность системы функций (10) доказывается так же, как и в работе [19].
Найдем норму собственных функций Yn(y) в L2[0, 1]. Имеем

\bigm\| \bigm\| Yn(y)\bigm\| \bigm\| 2 = 1\int 
0

Y 2
n (y) dy =

1

2

\bigl( 
\alpha 2 + \beta 2\mu n  - \alpha \beta 

\bigr) 
+

+

\biggl( 
\beta 2\surd \mu n

4
 - \alpha 2

4
\surd 
\mu n

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2

\surd 
\mu n +

\alpha \beta 

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2

\surd 
\mu n =

1

2
\beta 2\mu n

\biggl( 
1 +O

\biggl( 
1

\surd 
\mu n

\biggr) \biggr) 
. (11)

Характеристическое уравнение (7) принимает вид

m3 + am+ \nu = 0. (12)

Корни уравнения (12) имеют вид

m1 =  - 2\alpha , m2,3 = \alpha \pm i\beta , \alpha =  - 1

2
(u+ \upsilon ), \beta =

\surd 
3

2
(u - \upsilon ),

где

u =
3

\sqrt{} 
 - \nu 

2
+

\sqrt{} 
\nu 2

4
+

a3

27
, \upsilon =

3

\sqrt{} 
 - \nu 

2
 - 
\sqrt{} 

\nu 2

4
+

a3

27
,

а так как a > 0, \nu > 0, то
\nu 2

4
+

a3

27
> 0.

Общее решение уравнения (7) запишется в виде

Xn(x) = C1ne
 - 2\alpha nx + e\alpha nx

\bigl( 
C2n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C3n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx

\bigr) 
, (13)

где Cin — произвольные постоянные. Согласно формуле (6) функции

un(x, y) =
\bigl( 
C1ne

 - 2\alpha nx + e\alpha nx
\bigl( 
C2n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C3n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx

\bigr) \bigr) 
Yn(y)

являются частными решениями уравнения (2), удовлетворяющими условиям (3).
В силу линейности и однородности уравнения (2) сумма частных решений является также

решением уравнения (2). То же справедливо и для ряда

u(x, y) =
\infty \sum 
n=1

\bigl( 
C1ne

 - 2\alpha nx + C2ne
\alpha nx \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C3ne

\alpha nx \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx
\bigr) 
Yn(y). (14)
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Требуя от функции u(x, y) выполнения краевых условий (4), получаем систему уравнений

A1n = C1n + C2n,

A2n = e - 2\alpha nC1n + e\alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nC2n + e\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nC3n, (15)

A3n =  - 2\alpha ne
 - 2\alpha nC1n + e\alpha n(\alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n  - \beta n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n)C2n + e\alpha n(\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)C3n,

где

Ain =
1

\| Yn\| 2

1\int 
0

\varphi i (\eta )Yn (\eta ) d\eta , i = 1, 2, 3. (16)

Определитель этой системы

\Delta = e2\alpha n
\bigl( 
\beta n  - e - 3\alpha n (3\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)

\bigr) 
.

Предположим, что \Delta = 0, тогда существуют постоянные C\ast 
1 , C\ast 

2 , C\ast 
3 , одновременно не все

равные нулю, удовлетворяющие системе

C\ast 
1 + C\ast 

2 = 0,

e - 2\alpha nC\ast 
1 + e\alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nC

\ast 
2 + e\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nC

\ast 
3 = 0,

 - 2\alpha ne
 - 2\alpha nC\ast 

1 + e\alpha n(\alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n  - \beta n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n)C
\ast 
2 + e\alpha n(\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)C

\ast 
3 = 0.

Отсюда следует, что функция

Vn(x) = C\ast 
1 e

 - 2\alpha nx + e\alpha nx
\bigl( 
C\ast 

2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C\ast 
3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx

\bigr) 
является решением краевой задачи (5), но по доказанной лемме должно быть

C\ast 
1 e

 - 2\alpha nx + C\ast 
2 e

\alpha nx \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C\ast 
3 e

\alpha nx \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx \equiv 0,

но это невозможно в силу линейной независимости функций e - 2\alpha nx, e\alpha nx \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx, e
\alpha nx \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx.

Значит, \Delta \not = 0.

Согласно лемме система уравнений (15) имеет единственное решение вида

C1n =
1

\Delta 

\bigl( 
\beta ne

2\alpha nA1n  - e\alpha n(\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)A2n + e\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nA3n

\bigr) 
,

C2n =
1

\Delta 

\bigl( 
 - e - \alpha n (3\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)A1n+

+e\alpha n(\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n + \beta n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n)A2n  - e\alpha n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nA3n),

C3n =
1

\Delta 

\bigl( 
e - \alpha n (3\alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n  - \beta n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n)A1n+

+ e\alpha n
\bigl( 
 - 2\alpha ne

 - 3\alpha n  - \alpha n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n + \beta n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta n
\bigr) 
A2n +e\alpha n

\bigl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta n  - e - 3\alpha n

\bigr) 
A3n

\bigr) 
.

Если ряд (14) и его производные uxxx, uyy сходятся равномерно по обеим переменным в
области D, то он дает классическое решение задачи B1. Докажем равномерную сходимость
ряда (14) в области D. Из (14) имеем
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\bigm| \bigm| u(x, y)\bigm| \bigm| \leq \infty \sum 
n=1

\bigl( 
| C1n| e - 2\alpha nx + | C2n| e\alpha nx + | C3n| e\alpha nx

\bigr) 
| Y (y)| .

Оценим первое слагаемое:

| C1n| e - 2\alpha nx \leq e - 2\alpha nxe2\alpha n

e2\alpha n
\bigm| \bigm| \Delta \bigm| \bigm| \bigl\{ 

| \alpha n| | A1n| + e - \alpha n (| \alpha n| + | \beta n| ) | A2n| + e - \alpha n | A3n| 
\bigr\} 
\leq 

\leq (| A1n| + | A2n| + | A3n| )M1,

аналогично

| C2n| e\alpha nx \leq (| A1n| + | A2n| + | A3n| )M2,

| C3n| e\alpha nx \leq (| A1n| + | A2n| + | A3n| )M3.

Тогда получим

\bigm| \bigm| u(x, y)\bigm| \bigm| \leq \infty \sum 
n=1

(| A1nYn(y)| + | A2nYn(y)| + | A3nYn(y)| ). (17)

Оценим выражение
\bigm| \bigm| AinYn(y)

\bigm| \bigm| :
| AinYn(y)| \leq 

| Yn(y)| 
\| Yn\| 2

1\int 
0

\varphi i (\eta )Yn (\eta ) d\eta .

Учитывая
| Yn(y)| \leq | \alpha \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\mu ny  - \beta 

\surd 
\mu n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\surd 
\mu ny| \leq | \alpha | + | \beta | \surd \mu n,

получаем

| AinYn(y)| \leq 
\bigl( 
| \alpha | + | \beta | \surd \mu n

\bigr) 2
\| Yn\| 2

1\int 
0

\varphi i (\eta ) d\eta .

Выражение

\bigl( 
| \alpha | + | \beta | \surd \mu n

\bigr) 2
\| Yn\| 2

при n \rightarrow \infty , т. е. при \mu n \rightarrow \infty , ограничено, так как из (11)

следует, что \bigl( 
| \alpha | + | \beta | \surd \mu n

\bigr) 2
\| Yn\| 2

=
\alpha 2 + 2 | \alpha \beta | \surd \mu n + \beta 2\mu n

\| Yn\| 2
\rightarrow 2.

Отсюда заключаем, что начиная с некоторого номера n выполняется неравенство

| Ain| | Y (y)| < B

1\int 
0

| \varphi i (\eta )| d\eta , i = 1, 3,

где B > 2. Интегрируя по частям и принимая во внимание условие (16), получаем оценки

| \varphi i| \leq Ni
| \varphi \prime \prime \prime 

in| 
n3

, i = 1, 3.
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Тогда

| AinYn| \leq 2Ni
| \varphi \prime \prime \prime 

in| 
n3

, i = 1, 3. (18)

Оценка (17) с учетом (18) принимает вид

| u(x, y)| \leq 2M4Ni

\infty \sum 
n=1

| \varphi \prime \prime \prime 
in| 
n3

< \infty , i = 1, 3.

Отсюда следует, что ряд (14) сходится абсолютно и равномерно. Докажем равномерную сходи-

мость
\partial 2u

\partial y2
. Из (14) имеем

\partial 2u

\partial y2
=

\infty \sum 
n=1

\bigl( 
C1ne

 - 2\alpha nx + C2ne
\alpha nx \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C3ne

\alpha nx \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx
\bigr) 
Y \prime \prime 
n (y),

где \bigm| \bigm| Y \prime \prime 
n (y)

\bigm| \bigm| \leq  - \mu n

\bigl( 
\alpha \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\surd 
\mu ny  - \beta 

\surd 
\mu n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\surd 
\mu ny

\bigr) 
=  - \mu nYn(y).

Тогда

\partial 2u

\partial y2
=

\infty \sum 
n=1

\bigl( 
C1ne

 - 2\alpha nx + C2ne
\alpha nx \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\beta nx+ C3ne

\alpha nx \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\beta nx
\bigr) 
( - \mu n)Yn(y),

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial 2u

\partial y2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| = \infty \sum 
n=1

\bigl( 
| C1n| e - 2\alpha nx + | C2n| e\alpha nx + | C3n| e\alpha nx

\bigr) 
| \mu n| | Yn(y)| \leq 

\leq M4

\infty \sum 
n=1

\bigl( 
| A1nYn(y)| + | A2nYn(y)| + | A3nYn(y)| 

\bigr) 
| \mu n| .

Учитывая \mu n = O(n2), получаем \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial 2u

\partial y2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 2M4Ni

\infty \sum 
i=1

| \varphi \prime \prime \prime 
in| 
n

.

Используя неравенства Коши – Буняковского и Бесселя [20], имеем\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial 2u

\partial y2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 2M4Ni

\sqrt{}    \infty \sum 
i=1

| \varphi \prime \prime \prime 
in| 

2

\sqrt{}    \infty \sum 
i=1

1

n2
\leq 2M4Ni

\sqrt{} 
2 \| \varphi \prime \prime \prime 

in\| 
2

\sqrt{} 
\pi 2

6
= 2M4Ni

\pi \surd 
3

\bigm\| \bigm\| \varphi \prime \prime \prime 
in

\bigm\| \bigm\| < \infty ,

где

\infty \sum 
i=1

\bigm| \bigm| \varphi \prime \prime \prime 
in

\bigm| \bigm| 2 = 2
\bigm\| \bigm\| \varphi \prime \prime \prime 

in

\bigm\| \bigm\| 2
L2(0,1)

, i = 1, 3,
n\sum 

i=1

1

n2
=

\pi 2

6
.

Учитывая уравнения (2), для
\partial 3u

\partial x3
тоже получаем аналогичную оценку. Отсюда заключаем, что\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial 3u

\partial x3

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| и

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \partial 2u

\partial y2

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| сходятся абсолютно и равномерно.

Теорема существования доказана.
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