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Аналог теоремы Шварца о спектральном
анализе на гиперболической плоскости
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Аннотация. Пусть D — открытый единичный круг в комплексной
плоскости. Показано, что всякое инвариантное относительно взве-
шенных конформных сдвигов подпространство в C(D) содержит ра-
диальную собственную функцию соответствующего инвариантного
дифференциального оператора. Эта функция выражается через ги-
пергеометрическую функцию Гаусса и является обобщением сфери-
ческой функции в круге D, рассматриваемом как гиперболическая
плоскость с соответствующей римановой структурой.
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1. Введение

Известная теорема Л. Шварца о спектральном анализе утвержда-
ет, что всякое ненулевое инвариантное относительно сдвигов подпро-
странство в C(R1) содержит экспоненту eλx при некотором λ ∈ C
(см. [1]). В [1] Л. Шварц предположил, что при n ≥ 2 любое не-
нулевое подпространство в C(Rn) с аналогичным свойством должно
содержать функцию

x→ e(λ,x) (1.1)

при некотором λ ∈ Cn, где (·, ·) — скалярное произведение в Cn. Во-
прос оставался открытым более двадцати пяти лет. Наконец, в 1975
году Д.И. Гуревич [2] опроверг указанную гипотезу Л. Шварца. Бо-
лее точно, он доказал существование шести распределений µ1, . . . , µ6
с компактными носителями на Rn, n ≥ 2, таких, что пространство
U ⊂ C∞(Rn) решений системы уравнений свертки

f ∗ µi = 0, i = 1, . . . , 6,
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является ненулевым, но не содержит функцию вида (1.1) ни при ка-
ком λ ∈ Cn.

Вопрос о том, при каких дополнительных условиях справедливы
аналоги теоремы Л. Шварца для C(Rn) и других пространств непре-
рывных функций рассматривался многими авторами (см., например,
обзор [3] с обширной библиографией, а также [4–6]). Один из наи-
более существенных результатов в этом направлении был получен
Л. Брауном, Б. М. Шрейбером и Б. А. Тейлором [7]. Они доказа-
ли, что любое ненулевое подпространство U в C(Rn), инвариантное
относительно сдвигов и вращений, содержит радиальную функцию

x→ (λ |x|)1−
n
2 Jn

2
−1(λ |x|), (1.2)

где λ — некоторое комплексное число, |x| — евклидова норма ве-
ктора x ∈ Rn, Jν — функция Бесселя первого рода с индексом ν.
Данный результат согласуется со сформулированной выше теоремой
Л. Шварца следующим образом. Экспонента eλx является собствен-

ной функцией оператора дифференцирования
d

dx
на вещественной

прямой, порождающего алгебру всех дифференциальных операторов
с постоянными коэффициентами на R1. Такие операторы, очевидно,
коммутируют со сдвигами в R1. Аналогично, функция (1.2) является
радиальной собственной функцией оператора

∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2n
(1.3)

в Rn, который порождает алгебру всех дифференциальных операто-
ров с постоянными коэффициентами в Rn, коммутирующих со всеми
движениями Rn. (Напомним, что движением Rn называется неодно-
родное линейное преобразование, сохраняющее расстояние между то-
чками этого пространства и его ориентацию.) Помимо значительного
самостоятельного интереса, теорема Л. Брауна, Б. М. Шрейбера и
Б. А. Тейлора имеет существенные приложения в интегральной гео-
метрии, например, к известной проблеме Помпейю (см. [3]). Можно
без преувеличения сказать, что с момента опубликования работы [7]
начался новый, современный этап в исследовании этой старой про-
блемы. За подробностями мы отсылаем читателя к обзорам [3,8,9] и
к монографиям [4–6], содержащим доказательства наиболее сильных
результатов, связанных с преобразованием Помпейю и его обобщени-
ями.

В работах [10, 11] рассматривались аналоги теоремы Л. Брауна,
Б. М. Шрейбера и Б. А. Тейлора для некомпактных симметрических
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пространств X = G/K ранга один (см., например, [12]). В них пока-
зано, что всякое ненулевое подпространство U в C(X), инвариантное
относительно группы G, содержит сферическую функцию

x→ φλ(x),

то есть, инвариантную относительно подгруппы K ⊂ G собственную
функцию оператора Лапласа–Бельтрами L на X. Отметим, что опе-
ратор L является естественным аналогом оператора (1.3) для про-
странств X и соответственно порождает всю алгебру дифференци-
альных операторов с постоянными коэффициентами на X, инвари-
антных относительно группы G. Подобные результаты для прост-
ранств Деймека–Риччи, а также для группы Гейзенберга установле-
ны в [13,14].

Доказательства основных результатов из цитируемых выше работ
основаны на методах классического гармонического анализа и суще-
ственно используют инвариантность рассматриваемой задачи отно-
сительно соответствующей группы преобразований. В ряде случаев,
когда такая инвариантность нарушена, подобные методы становятся
неприменимыми. Это относится, в частности, к ситуации, когда рас-
сматриваются преобразования с весом, часто возникающие в зада-
чах интегральной геометрии. Отметим, что до настоящего времени
не было известно какого-либо аналога теоремы Шварца для сдвигов
с весовыми множителями на симметрических пространствах.

В последнее десятилетие авторы данной работы разработали но-
вый подход к рассматриваемым проблемам, который основан на при-
менении операторов с трансмутационным свойством (см. [5, 6, 15]).
Это позволило получить окончательные результаты в ряде задач, в
частности, локальные варианты цитируемых выше результатов (см.
[5, 6]). В данной работе, на основе развития техники трансмутацион-
ных отображений, получен первый весовой аналог теоремы Шварца
для соответствующих подпространств непрерывных функций на ги-
перболической плоскости.

Точная формулировка и обсуждение основного результата содер-
жатся в § 2. В §§ 3–6 доказываются некоторые вспомогательные ут-
верждения и развивается необходимый аппарат, связанный с обоб-
щенным сферическим преобразованием и трансмутационными ото-
бражениями. Доказательство основной теоремы 2.1 приводится в § 7.

2. Формулировка основного результата

Всюду в дальнейшем, G — группа конформных автоморфизмов
единичного круга D = {z ∈ C : |z| < 1}. Для любых g ∈ G, z ∈ D
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через gz обозначается образ точки z при отображении g. Пусть α ∈ R.
Для z, ζ ∈ D положим

W (ζ, z, α) = exp
(
2iα arg (1− z ζ)

)
, (2.4)

где символом arg обозначается главное значение аргумента. Введем
α -сдвиг функции f ∈ C(D) по правилу

fg,α(z) = f(g−1z)W (g0, z, α), z ∈ D, g ∈ G. (2.5)

Рассмотрим дифференциальный оператор Lα, действующий на про-
странстве C2(D) следующим образом

Lα = 4(1− |z|2)2 ∂2

∂z∂z
− 4α(1− |z|2)

(
z
∂

∂z
− z

∂

∂z

)
− 4α2|z|2Id, (2.6)

где Id — тождественный оператор. Далее будет показано, что опера-
тор Lα инвариантен относительно α -сдвигов (2.5) (см. § 4). Пусть

Hλ,α(z) = (1− |z|2)
1−iλ

2 F

(
α+

1− iλ

2
,
1− iλ

2
− α; 1 ; |z|2

)
, z ∈ D,

(2.7)
где λ ∈ C и F — гипергеометрическая функция Гаусса. Используя
формулы дифференцирования для гипергеометрической функции
(см. [16, формулы 2.8(25), 2.8(26)]), из (2.6) и (2.7) получаем

(LαHλ,α)(z) = −(λ2 + 4α2 + 1)Hλ,α(z). (2.8)

Основным результатом данной работы является следующая тео-
рема.

Теорема 2.1. Пусть α ∈ R и U — ненулевое подпространство в
C(D), инвариантное относительно всех сдвигов

f → fg,α, g ∈ G.

Тогда Hλ,α ∈ U при некотором λ ∈ C.

Доказательство теоремы 2.1 основано на развитии методов, пре-
дложенных авторами в [15], и заключается в следующем. Группа G
является группой движений гиперболической плоскости H2, реали-
зованной в виде диска D с соответствующей римановой структурой
(см. [17, введение, § 4]). Рассматриваемая задача сводится к изучению
операторов обобщенной свертки, имеющих вид

f →
∫
H2

f(z)K(g−1z)W (g0, z, α) dµ(z), g ∈ G, (2.9)
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где K ∈ C(H2) — радиальная функция с компактным носителем и
dµ — инвариантная относительно группы G мера на H2.

Для исследования операторов (2.9) вводятся трансмутационные
операторы, устанавливающие гомеоморфизм между пространством
гладких радиальных функций на H2 и пространством чётных фун-
кций из C∞(R1). В некотором обобщенном смысле эти операторы
коммутируют с оператором обобщенной свёртки, что позволяет прои-
звести дальнейшую редукцию рассматриваемой задачи к одномерно-
му случаю. Наконец, в этом случае используется уже известное на-
личие спектрального анализа в C∞(R1) (см. [1]).

Реализация указанного подхода требует развития аппарата, свя-
занного с изучением обобщенных сферических функций на H2 и со-
ответствующих сферических преобразований на пространстве ради-
альных функций из C∞(H2) с компактными носителями. Необходи-
мый вспомогательный материал и соответствующие результаты изло-
жены в §§ 3–6.

Относительно других аспектов теории операторов свёртки на гру-
ппах, см., например, [6, часть 2, гл. 8], [11].

3. Основные обозначения

Как известно, для любого g ∈ G существуют и определяются одно-
значно числа τ, z ∈ C, такие, что |τ | = 1, |z| < 1 и

gw = τ
w − z

1− zw
(3.10)

при всех w ∈ D. Отображения (3.10) являются движениями в модели
Пуанкаре гиперболической плоскости H2, реализованной в виде круга
D (см., например, [17, введение, § 4]). Гиперболическое расстояние d
между точками z1, z2 ∈ H2 в этой модели определяется равенством

d(z1, z2) =
1

2
ln

|1− z1z2|+ |z2 − z1|
|1− z1z2| − |z2 − z1|

.

В частности,

d(z, 0) =
1

2
ln

1 + |z|
1− |z|

и |z| = th d(z, 0), z ∈ H2.

Расстояние d и гиперболическая мера dµ на H2, определенная равен-
ством

dµ(z) =
i

2

dz ∧ dz
(1− |z|2)2

,
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инвариантны относительно группы G.
Для r > 0 символом Br будем обозначать открытый гиперболи-

ческий круг радиуса r с центром в нуле, т.е.

Br = {z ∈ H2 : d(0, z) < r}.

Для r ≥ 0 обозначим Br = {z ∈ H2 : d(0, z) ≤ r}.
Пусть D(H2) (соответственно D(R1)) — множество всех функций

с компактными носителями из C∞(H2) (соответственно C∞(R1)) со
стандартной топологией (см., например, [17, гл. 2, § 2, п. 2]). Для
функции f ∈ D(H2) положим

r(f) = min {r > 0 : supp f ⊂ Br},

где supp f — носитель f . Для f ∈ D(R1) определим величину r(f)
равенством

r(f) = min {r > 0 : supp f ⊂ [−r, r]}.
Символами C♮(H2), C∞

♮ (H2) и D♮(H2) будем обозначать соответствен-
но пространства радиальных функций из C(H2), C∞(H2) и D(H2) с
индуцированной топологией. Аналогично, символы C∞

♮ (R1) и D♮(R1)

обозначают пространства четных функций из C∞(R1) и D(R1) соо-
тветственно. Для f ∈ C♮(H2) определим функцию f0 на [0,+∞) по-
средством равенства

f0(|z|) = f(z), z ∈ H2. (3.11)

Как обычно, символом ĥ будем обозначать преобразование Фурье
функции h ∈ L1(R1), то есть

ĥ(λ) =

+∞∫
−∞

h(t)e−iλtdt, λ ∈ R1.

Если h1, h2 ∈ L1(R1), то определена свертка h1 ∗ h2 ∈ L1(R1) и при
этом

ĥ1 ∗ h2 = ĥ1ĥ2. (3.12)

Приведем теперь некоторые тождества для функции W (ζ, z, α),
необходимые в дальнейшем.

Лемма 3.1. Пусть ζ, z ∈ D, g ∈ G. Тогда

W (ζ, z, α) =W (−ζ,−z, α) =W (z, ζ,−α) =W (z, ζ, α), (3.13)

W (g0, ζ, α)W (z, g0, α) =W (g−1ζ, g−1z, α)W (z, ζ, α). (3.14)

В частности,
W (g0, gz, α) =W (z, g−10, α). (3.15)
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Доказательство. Равенства в (3.13) сразу следуют из (2.4). Для до-
казательства (3.14) запишем действие g в виде

gz =
az + b

bz + a
, где a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1. (3.16)

Тогда g0 = b/a,

g−1z =
az − b

−bz + a
,

и (3.14) получается непосредственным вычислением. Полагая в (3.14)
ζ = 0 и заменяя g на g−1, приходим к (3.15).

Соотношение (3.14) показывает, что суперпозиция α -сдвигов пре-
образуется по формуле

(fg,α)h,α =W (g0, h−10, α)fhg,α, h, g ∈ G.

4. Инвариантный оператор Lα

Наша дальнейшая цель — установить инвариантность оператора
Lα относительно α -сдвигов (2.5). Доказательство этого факта удобно
разбить на несколько лемм. Будем считать, что действие элемента
g ∈ G на точку z ∈ H2 записано в виде (3.16). Для удобства положим

uα(z) =W (g0, z, α) = exp
(
2iα arg

(
1− a b

|a|2
z
))
.

Напомним также, что оператор Лапласа–Бельтрами LH2 на гипербо-
лической плоскости имеет вид

LH2 = 4(1− |z|2)2 ∂2

∂z ∂z
(4.17)

(см. [17, введение]).

Лемма 4.1. Имеет место равенство

LH2(uα)(z) = −4α2|a|2|b|2
(

1− |z|2

|a|2 − abz̄

)2

uα−1(z). (4.18)

Доказательство. Используя соотношения

∂uα
∂z

= − α ā b̄

|a|2 − abz̄
uα−1(z),

∂uα
∂z̄

=
αa b

|a|2 − abz̄
uα(z), (4.19)

находим

∂2uα
∂z∂z̄

=
αa b

|a|2 − abz̄

∂uα
∂z

= − α2|a|2|b|2

(|a|2 − abz̄)2
uα−1(z).

Отсюда и из (4.17) следует (4.18).
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Лемма 4.2. Пусть Φ(z) = f(g−1z)uα(z). Тогда

∂Φ

∂z
=
∂f

∂z
(g−1z)

uα(z)

(a− b̄z)2
− αāb̄ f(g−1z)

uα−1(z)

|a|2 − abz̄
, (4.20)

∂Φ

∂z̄
=
∂f

∂z̄
(g−1z)

uα(z)

(ā− bz̄)2
+ αab f(g−1z)

uα(z)

|a|2 − abz̄
. (4.21)

Доказательство. Поскольку g−1 — голоморфное отображение, име-
ем

∂

∂z
(f ◦ g−1) =

∂f

∂z
(g−1z)

∂g−1

∂z
=
∂f

∂z
(g−1z)

1

(a− b̄z)2
, (4.22)

∂

∂z̄
(f ◦ g−1) =

∂f

∂z̄
(g−1z)

∂g−1

∂z̄
=
∂f

∂z̄
(g−1z)

1

(ā− bz̄)2
. (4.23)

Из равенств (4.22), (4.23), (4.19) получим (4.20) и (4.21).

Лемма 4.3. Пусть a1(z) = −4α2|z|2, a2(z) = −4α(1− |z|2). Тогда

a1(g
−1z) = a1(z) +

4α2|a|2(1− |z|2)
||a|2 − abz̄|2

(
2z(Re(ab)− |b|2Rez)

−|b|2(1− |z|2)
)
, (4.24)

(a− b̄z)2a2(g
−1z)g−1(z) =

4αab(1− |z|2)2

|a|2 − abz̄
+ a2(z)z, (4.25)

(ā− bz̄)2a2(g
−1z)g−1(z) =

4α āb̄(1− |z|2)2

|a|2 − āb̄z
+ a2(z)z̄. (4.26)

Доказательство. Соотношения (4.24)–(4.26) получаются непосред-
ственным вычислением с использованием равенства |a|2−|b|2 = 1.

Следующее утверждение дает отмеченную выше инвариантность
Lα относительно α -сдвигов.

Лемма 4.4. Оператор Lα обладает обобщенным свойством инвари-
антности относительно действия группы G:

Lα(f(g
−1z)uα(z)) = (Lαf)(g

−1z)uα(z). (4.27)
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Доказательство. По формуле для вычисления оператора Лапласа–
Бельтрами от произведения функций (см. [17, гл.2, § 2, формула (17)])
имеем

LH2((f ◦ g−1)uα) = (f ◦ g−1)LH2(uα) + uαLH2(f ◦ g−1)

+ 4(1− |z|2)2
(
∂uα
∂z

∂

∂z̄
(f ◦ g−1) +

∂uα
∂z̄

∂

∂z
(f ◦ g−1)

)
.

Поскольку g−1 является движением H2, имеем

LH2(f ◦ g−1) = (LH2f) ◦ g−1.

Тогда из (4.18)–(4.21) находим

LH2((f ◦ g−1)uα) = uα(LH2f) ◦ g−1 − 4α2|a|2|b|2
(

1− |z|2

|a|2 − abz̄

)2

× uα−1(z) f(g
−1z) + 4(1− |z|2)2

×

(
αab uα(z)

(|a|2 − abz̄)(a− b̄z)2
∂f

∂z
(g−1z)− α āb̄ uα−1(z)

(|a|2 − abz̄)(ā− bz̄)2
∂f

∂z̄
(g−1z)

)
.

(4.28)

Полагая

A1 = −4α2|z|2Id, A2 = −4α(1− |z|2)
(
z
∂

∂z
− z̄

∂

∂z̄

)
, (4.29)

и используя лемму 4.2, получаем

A1((f ◦ g−1)uα)(z) = a1(z)uα(z) f(g
−1z), (4.30)

A2((f ◦ g−1)uα)(z) = a2(z)

(
z uα(z)

(a− b̄z)2
∂f

∂z
(g−1z)− z̄ uα(z)

(ā− b̄z)2
∂f

∂z̄
(g−1z)

− α z

|a|2 − ab z̄

(
āb̄uα−1(z) + ab uα(z)

)
f(g−1z)

)
. (4.31)

Соотношения (4.28)–(4.31) дают

Lα

(
(f ◦ g−1)uα

)
= uα(LH2f) ◦ g−1 + c1(z) f(g

−1z)+

+c2(z)
∂f

∂z
(g−1z) + c3(z)

∂f

∂z̄
(g−1z),

(4.32)

где

c1(z) = a1(z)uα(z)− 4α2|a|2|b|2
(

1− |z|2

|a|2 − abz̄

)2

uα−1(z)

− α z a2(z)

|a|2 − abz̄
(āb̄ uα−1(z) + ab uα(z)),
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c2(z) =
4αab(1− |z|2)2uα(z)
(|a|2 − abz̄)(a− b̄z)2

+
z a2(z)uα(z)

(a− b̄z)2
,

c3(z) =
−4α āb̄(1− |z|2)2uα−1(z)

(|a|2 − abz̄)(ā− bz̄)2
− z̄ a2(z)uα(z)

(ā− bz̄)2
.

С другой стороны,

(Lαf)(g
−1z)uα(z) = uα(z) (LH2f)(g−1z) + uα(z) a1(g

−1z) f(g−1z)

+uα(z) a2(g
−1z)g−1(z)

∂f

∂z
(g−1z)− uα(z) a2(g

−1z)g−1(z)
∂f

∂z̄
(g−1z).

(4.33)

Сравнивая (4.32) с (4.33), из леммы 4.3 видим, что имеет место соо-
тношение (4.27).

5. ”α” -свёртка и обобщенное сферическое преобразо-
вание на H2

Предположим, что f1, f2 ∈ C♮(H2) и что хотя бы одна из фун-
кций f1, f2 имеет компактный носитель. Введем ”α” -свёртку f1×f2
следующим образом:

(f1×f2)(z) =
∫
H2

f2(ζ) f1

(
z − ζ

1− ζz

)
W (z, ζ, α) dµ(ζ), z ∈ H2. (5.34)

Из (5.34) и инвариантности меры dµ следует, что f1×f2 ∈ C♮(H2) и

f1×f2 = f2×f1.

Кроме того, используя (3.14), получаем

(f1)g,α×f2 = (f1×f2)g,α

для любого g ∈ G.
Далее, если fi ∈ C♮(H2), i = 1, 2, 3, и хотя бы две из функций fi

имеют компактные носители, то из (5.34) имеем

(f1×f2)×f3 = f1×(f2×f3).

Лемма 5.1. Пусть f1, f2 ∈ C♮ ∩ C2(H2) и хотя бы одна из функций
f1, f2 имеет компактный носитель. Тогда

Lα(f1×f2) = f1×Lαf2 = (Lαf1)×f2. (5.35)
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Доказательство. Соотношение (5.34) может быть переписано в виде

(f1×f2)(z) =
∫
G

f1(g0) f2(g
−1z)W (g0, z, α) dg, (5.36)

где dg — мера Хаара на G, нормированная условием∫
G

f(g0)dg =

∫
D

f(z)dµ(z), f ∈ D(D)

(см. [17, введение, § 4, п. 3]). Тогда первое равенство в (5.35) проверя-
ется непосредственным вычислением с использованием (5.36) и (2.6).
Второе равенство в (5.35) следует из первого в силу коммутативности
”α” -свертки.

Далее, пусть функция f ∈ C♮(H2) имеет компактный носитель.
Для λ ∈ C введем обобщенное сферическое преобразование

F(f)(λ) =

∫
H2

f(z)Hλ,α(z)dµ(z), (5.37)

где, как и ранее, α ∈ R — фиксировано. При α = 0 это преобразование
совпадает с классическим сферическим преобразованием f̃ функции
f на H2 (см. [17, введение, § 4, п.2]).

Лемма 5.2. Пусть функции f1 и f2 класса C♮(H2) имеют компа-
ктные носители. Тогда

F(f1×f2) = F(f1)F(f2). (5.38)

Доказательство. Из равенства (5.37) и ассоциативности ”α” -сверт-
ки находим

F(f1×f2)(λ) =
∫
H2

(f1×f2)(z)Hλ,α(z) dµ(z) =

∫
H2

f1(z)F (z) dµ(z),

(5.39)
где

F (z) = Hλ,α×f2. (5.40)

Используя лемму 5.1 и (2.8), получаем

LαF = (LαHλ,α)×f2 = −(λ2 + 4α2 + 1)F. (5.41)

Равенство (5.40) показывает, что функция F является непрерывной в
нуле. Сопоставляя этот факт с соотношением (5.41), заключаем, что

F (z) = F (0)Hλ,α(z) = F(f2)Hλ,α(z) (5.42)
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(см. [17, введение, доказательство леммы 3.7]). Тогда из (5.39) имеем

F(f1×f2)(λ) = F(f2)

∫
H2

f1(z)Hλ,α(z) dµ(z) = F(f1)F(f2),

что и требовалось.

Рассмотрим функцию

a(λ) =
Γ
(
iλ−2α+1

2

)
Γ
(
iλ+2α+1

2

)
22α+1−iλ Γ(iλ)

, λ ∈ C. (5.43)

Из свойств гамма-функции следует, что функция a(λ) является меро-
морфной в C. Пусть P — множество особых точек функции a(−λ) в
полуплоскости {λ ∈ C : Imλ > 0}. Отметим, что при α = 0 множество
P является пустым. Положим

τ(λ) = −i res
z=λ

(a(z) a(−z)), λ ∈ P.

Получим теперь формулу обращения для преобразования F . Встре-
чающиеся ниже суммы с пустым множеством индексов суммирования
считаются равными нулю.

Лемма 5.3. Пусть f ∈ D♮(H2). Тогда

f(z) =
24α

π2

∞∫
0

F(f)(λ)Hλ,α(z) |a(λ)|2dλ

+
24α+1

π

∑
λ∈P

τ(λ)F(f)(λ)Hλ,α(z),

(5.44)

при этом интеграл в равенстве (5.44) сходится абсолютно.

Доказательство. Пусть α ≥ 0. Из формулы Стирлинга и (5.43) по-
лучаем, что

|a(λ)| ≤ c1(1 + |λ|)1/2, (5.45)

где c1 > 0 не зависит от λ. Кроме того, при z ∈ H2, t = arth |z| имеем

Hλ,α(z) =
2 3/2

π

t∫
0

(ch2t− ch2ξ)−
1
2F

(
2α,−2α;

1

2
;
cht− chξ

2cht

)
cosλξ dξ

(5.46)
(см. [5, предложение 7.3]). Положим h(t, ξ) = ch2t−cht при 0 < ξ < t/2
и h(t, ξ) = 2(t−ξ) sh t при t/2 ≤ ξ < t. Применяя теорему Лагранжа о
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среднем, получаем оценку h(t, ξ) ≤ ch2t− ch2ξ. Тогда из разложения
функции F в гипергеометрический ряд вытекает, что

|Hλ,α(z)| ≤ c2

t∫
0

(h(t, ξ))−1/2dξ ≤ c3, (5.47)

где c2, c3 > 0 зависят только от α. Далее имеем

F(f)(λ) = 2π

r(f)∫
0

ρ

(1− ρ2)2
f0(ρ)Hλ,α(ρ) dρ, (5.48)

где Hλ,α(ρ) = Hλ,α(z) при ρ = |z|, z ∈ H2 (см. (3.11)). Интегрируя
в (5.48) по частям с использованием [16, формулы 2.8(25), 2.8(26)],
для любого m ∈ N имеем равенство

F(f)(λ) =
(
(1−iλ−2α)(1−iλ+2α−2)

)−mF
(
(dD)mf0(ρ)

)
(λ), (5.49)

где дифференциальные операторы d и D действуют на функцию h ∈
C1(0, 1) следующим образом

(d h)(ρ) =
(1− ρ2)2−α

ρ

d

dρ

(
ρh(ρ)

(1− ρ2)1−α

)
,

(Dh)(ρ) = (1− ρ2)α+1 d

dρ

(
h(ρ)

(1− ρ2)α

)
.

Учитывая, что f ∈ D♮(H2), из (5.47) и (5.49) заключаем, что функция
F(f)(λ) убывает при λ→ +∞ быстрее любой отрицательной степени
λ. Отсюда и из оценок (5.45) и (5.47) следует, что интеграл в (5.44)
сходится абсолютно. Далее, пусть

φλ,α(t) = F

(
2α+ 1− iλ

2
,
2α+ 1 + iλ

2
; 1; −sh2t

)
,

△α(t) = 24α+2 sht cht.

Учитывая [16, формула 2.9(3)], равенство (5.37) для функции f мо-
жно записать в виде

F(f)(λ) =

∞∫
0

Φ(t)φλ,α(t)△α(t) dt,

где
Φ(t) = 2−4α−1π f0(tht)(cht)

−2α.

Отсюда, используя [18, теорема 2.3], получаем (5.44).
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Следствие 5.1. Пусть f ∈ C♮(H2) и имеет компактный носитель.
Тогда, если F(f)(λ) = 0 при всех λ > 0, то f = 0.

Доказательство. Пусть φ ∈ D♮(H2). Используя лемму 5.2, имеем

F(f × φ)(λ) = F(f)(λ)F(φ)(λ) = 0

при всех λ > 0. В силу аналитичности функции F(f ×φ) по λ после-
днее равенство выполнено при всех λ ∈ C. Поскольку f ×φ ∈ D♮(H2),
из леммы 5.3 следует, что f×φ = 0 в H2. Отсюда и из произвольности
φ заключаем, что f = 0.

Пусть f ∈ D♮(H2). Как уже отмечалось при доказательстве лем-
мы 5.3, F(f)(λ) = O(λ−γ) при λ → +∞ для любого фиксированного
γ > 0. Кроме того, из соотношения (5.46) следует, что функция F(f)
является целой и удовлетворяет оценке

|F(f)(λ)| ≤ cer(f)|Imλ|

с постоянной c > 0, не зависящей от λ. Тогда из теоремы Пэли–
Винера следует (см. [19, теорема 7.3.1]), что существует функция
Λ(f) ∈ D♮(R1) такая, что Λ̂(f) = F(f) и Λ(f) = 0 вне отрезка
[−r(f), r(f)].

6. Трансмутационное отображение A

Для f ∈ D♮(H2), t ∈ R1 положим

A(f)(t) =
22α

π2

∞∫
0

F(f)(λ)|a(λ)|2 cos(λt)dλ

+
24α+1

π

∑
λ∈P

τ(λ)F(f)(λ) cos(λt).

(6.50)

Из доказательства леммы 5.3 видно, что функция A(f) принадлежит
C∞
♮ (R1). Для продолжения отображения A : D♮(H2) → C∞(R1) на

пространство C∞
♮ (H2) потребуется следующая лемма.

Лемма 6.1. Пусть f ∈ D♮(H2), r ∈ (0,+∞). Тогда следующие ут-
верждения эквивалентны:

(i) f = 0 в Br;

(ii) A(f) = 0 на (−r; r).
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Доказательство. Из (5.44), (6.50) и (5.46) имеем

f0(thρ) =
2 3/2

π

ρ∫
0

A(f)(t) (ch2ρ− ch2t)−
1
2F

(
2α,−2α;

1

2
;
chρ− cht

2chρ

)
dt

(6.51)
для любого ρ > 0. Если f = 0 в Br, отсюда получаем

ρ∫
0

A(f)(t)K(ρ, t)(ρ− t)−
1
2dt = 0

для некоторой функции K ∈ C∞(R2). В силу четности функции
A(f)(t) из данного интегрального уравнения следует (см. [20, гл.3,
§4, теорема 4.6]), что A(f)(t) = 0 на (−r, r). Тем самым, убеждаем-
ся в справедливости импликации (i) ⇒ (ii). Обратная импликация
очевидна ввиду равенства (6.51).

Утверждение леммы 6.1 позволяет продолжить оператор A на
пространство C∞

♮ (H2) по формуле

A(f)(t) = A(fη)(t), f ∈ C∞
♮ (H2), t ∈ R1, (6.52)

где η — произвольная функция класса D♮(H2), равная единице в B|t|+ε

при некотором ε > 0. Тогда A(f) ∈ C∞
♮ (R1) и

A(f |Br) = A(f)|(−r,r) для любого r > 0.

Теорема 6.1. Имеют место следующие утверждения.

(i) Если f1 ∈ C∞
♮ (H2), f2 ∈ D♮(H2), то имеет место трансмута-

ционное соотношение

A(f1×f2) = A(f1) ∗ Λ(f2).

(ii) Если λ ∈ C, то
A(Hλ,α)(t) = cosλt.

(iii) Преобразование A осуществляет гомеоморфизм между
C∞
♮ (H2) и C∞

♮ (R1).

Доказательство. Определение оператора A на пространстве C∞
♮ (H2)

показывает (см. (6.52)), что утверждение (i) достаточно установить
для f1 ∈ D♮(H2). Однако в этом случае оно является простым след-
ствием соотношений (6.50), (5.38) и (3.12). Далее, из (6.52) вытекает,
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что равенство (6.51) выполнено для любой функции f ∈ C∞
♮ (H2).

Из (6.51) и интегрального представления (5.46) имеем

ρ∫
0

(A(Hλ,α)(t)− cos(λt)) (ch2ρ− ch2t)−
1
2

×F
(
2α,−2α;

1

2
;
chρ− cht

2chρ

)
dt = 0

для любого ρ > 0. Как и в доказательстве леммы 6.1, отсюда следу-
ет (ii).

Для доказательства (iii) найдем обратный оператор A−1. Для F ∈
D♮(R1) положим

B(F )(z) =
1

π

∞∫
0

F̂ (λ)Hλ,α(z) dλ, z ∈ H2. (6.53)

Пусть f1 ∈ D♮(R1), f2 ∈ D♮(H2). Используя соотношения (6.53), (3.12)
и (5.42), находим

(B(f1)×f2)(z) =
1

π

∞∫
0

f̂1(λ) (Hλ,α×f2)(z) dλ

=
1

π

∞∫
0

f̂1(λ)F(f2)(λ)Hλ,α(z) dλ

=
1

π

∞∫
0

f̂1(λ) Λ̂(f2)(λ)Hλ,α(z) dλ = B(f1 ∗ Λ(f2))(z).

(6.54)

Далее, из (6.53), (5.46) и формулы обращения для косинус-преобра-

зования Фурье имеем равенство

B(F )(z) =
2 3/2

π

arth ρ∫
0

F (t) (ch2ρ− ch2t)−
1
2

×F
(
2α,−2α;

1

2
;
chρ− cht

2chρ

)
dt.

Из последнего равенства следует, что если F ∈ D♮(R1) и r > 0, то
F = 0 на (−r, r) тогда и только тогда, когда B(F ) = 0 в Br (см.
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доказательство леммы 6.1). Продолжим оператор B на пространство
C∞
♮ (R1) по формуле

B(F )(z) = B(Fη)(z), F ∈ C∞
♮ (R1), z ∈ H2,

где η — произвольная функция из D♮(R1), равная единице в некото-
рой окрестности отрезка [−arth |z|, arth |z|]. Из вышесказанного сле-
дует, что такое продолжение не зависит от η. При этом B(F ) ∈
C∞
♮ (H2), B(F |(−r,r)) = B(F )|Br для любого r > 0 и равенство (6.54)

выполнено для f1 ∈ C∞
♮ (R1), f2 ∈ D♮(H2). Повторяя теперь рассу-

ждения из [5, доказательство теоремы 9.5], получаем, что B = A−1 и
выполнено утверждение (iii).

7. Доказательство основного результата

Перейдем к доказательству теоремы 2.1. Пусть f ∈ U , f ̸= 0. Для
любого g ∈ G рассмотрим функцию

Φg(z) =

π∫
−π

fg,α(ze
iφ)dφ, z ∈ H2. (7.55)

Приближая интеграл в (7.55) римановыми суммами локально рав-
номерно относительно переменной z и используя инвариантность U
относительно группы поворотов, заключаем, что Φg ∈ U . Из (7.55)
вытекает, что

Φg(ze
it) = Φg(z) (7.56)

для любого t ∈ R1. Кроме того, поскольку f ̸= 0 и

Φg(0) =

π∫
−π

fg,α(0)dφ = 2πf(g−10),

получаем, что Φg(0) ̸= 0 при некотором g ∈ G. Отсюда и из (7.56)
следует, что существует ненулевая радиальная функция u ∈ U . Да-
лее, из определения α -свертки следует, что существует радиальная
функция v ∈ D(H2) такая, что u×v ̸= 0. Как и выше, приближая
интеграл в равенстве

(u×v)(z) =
∫
H2

v(ζ)u

(
z − ζ

1− ζz

)
W (z, ζ, α) dµ(ζ) (7.57)

римановыми суммами, имеем u×v ∈ U . Кроме того, из (7.57) следует,
что функция u×v радиальна и принадлежит классу C∞(H2). Таким
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образом, существует ненулевая функция w ∈ U ∩ C∞
♮ (H2). По тео-

реме 6.1 (iii), A(w) ∈ C∞
♮ (R1) и A(w) ̸= 0. Кроме того, замыкание

множества
{A(w) ∗ ψ, ψ ∈ D♮(R1)}

в пространстве C∞(R1) совпадает с образом замыкания в C∞(H2)
множества

{w×φ, φ ∈ D♮(H2)}

при отображении A. Докажем, что в этом образе содержится функция
cosλt при некотором λ ∈ C. Учитывая четность косинуса и функции
A(w), достаточно доказать, что cosλt ∈ A, где A — замыкание мно-
жества

{A(w) ∗ ψ, ψ ∈ D(R1)}

в пространстве C∞(R1). По теореме Шварца о спектральном анализе
в C∞(R1) (см. [1]), множество A содержит экспоненту eiλt при неко-
тором λ ∈ C. Принимая во внимание инвариантность A относительно
отражений t→ −t„ имеем аналогичное утверждение и для функции,
cosλt. Применяя теперь теорему 6.1 (ii), (iii), отсюда получаем, что
Hλ,α ∈ U . Таким образом, теорема 2.1 доказана.
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