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Об оценках в весовом пространстве L2,γ(R2),
γ = exp(−x2 − y2), значений различных
поперечников классов функций двух

переменных

Сергей Б. Вакарчук, Михаил Б. Вакарчук

(Представлена В. П. Моторным)

Аннотация. Для классов функций двух переменныхW2(Ωm,γ ,Ψ)=
{f ∈ L2,γ(R2) : Ωm,γ(f, t) 6 Ψ(t) ∀t ∈ (0, 1)}, m ∈ N, где Ωm,γ –
обобщенный модуль непрерывности m-го порядка, Ψ – мажоранта,
найдены оценки сверху и снизу различных поперечников – колмого-
ровского, бернштейновского, проекционного, гельфандовского, ли-
нейного, ортопоперечника – в метрике пространства L2,γ(R2). Ука-
зано условие на мажоранту, при котором удается вычислить точные
значения перечисленных экстремальных характеристик оптимиза-
ционного содержания. Аналогичная по смыслу задача рассмотрена
и для классов W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ) = Lr,02,γ(D,R
2) ∩W r

2 (Ωm,γ ,Ψ), r,m ∈ N,(
D = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
− 2x ∂

∂x
− 2y ∂

∂y
– дифференциальный оператор

)
,

состоящих из функций f ∈ Lr,02,γ(R
2), коэффициенты Фурье–Эрмита

которых ci0(f) = c0j(f) = c00(f) = 0 ∀i, j ∈ N, а r-тые итерации
Drf = D(Dr−1f) (D0f ≡ f) принадлежат пространству L2,γ(R2) и
удовлетворяют неравенству Ωm,γ(D

rf, t) 6 Ψ(t) ∀t ∈ (0, 1). На ука-
занных классах найдены оценки (в том числе и точные) верхних гра-
ней коэффициентов Фурье–Эрмита. Приведены конкретизации по-
лученных точных результатов и дан ряд комментариев, касающихся
их.
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1. Введение

Различные аспекты аппроксимации в среднем на всей веществен-
ной оси R алгебраическими полиномами с весом Чебышева–Эрмита

Статья поступила в редакцию 11.02.2020

ISSN 1810 – 3200. c⃝ Iнститут прикладної математики i механiки НАН України



96 Об оценках в весовом пространстве L2,γ(R2)...

исследовались в разное время в работах С. З. Рафальсона, Г. Фрой-
да, В. А. Абилова, В. М. Федорова, Д. В. Алексеева, Х. Н. Мхаскара,
З. Дициана, В. Тотика, Ф. В. Абиловой, С. Б. Вакарчука, А. В. Шва-
чко, М. Б. Вакарчука и других (см., например, [1–11]). В двумерном
случае задачи подобного содержания изучались, напрмер, В. А. Аби-
ловым, Ф. В. Абиловой, М. Г. Есмаганбетовым, С. Б. Вакарчуком,
А. В. Швачко и другими [12–17].

Следует отметить, что при изучении целого рядя задач теории
приближения довольно эффективным является подход, связанный с
построением различных обобщенных характеристик гладкости. Это
позволяет с несколько иных позиций подойти к решению ряда изве-
стных проблем, а также на более высоком качественном уровне ре-
шать некоторые классические экстремальные задачи теории аппро-
ксимации, имеющие оптимизационные содержание. Так, в случае ап-
проксимации функций алгебраическими полиномами в этом направ-
лении следует указать, например, работы М. К. Потапова, В. М. Фе-
дорова, Д. В. Алексеева, В. А. Абилова и других (см., например,
[18–19, 4–5, 8, 12, 14, 20]); в случае приближения 2π-периодических
функций – работы Дж. Бомана, Х. С. Шапиро, С. Н. Васильева,
А. Г. Бабенко, А. Н. Козко, А. В. Рождественского, К. В. Руновс-
кого, С. Б. Вакарчука и других (см., например, [21–28]) и, наконец, в
случае аппроксимации функций в среднем на R целыми функциями
экспоненциального типа – статьи С. Н. Васильева, С. Ю. Артамонова,
С. Б. Вакарчука [29–35].

Данная работа продолжает указанную тематику, поскольку в ней
рассмотрен ряд вопросов, связанных с аппроксимацией функций двух
переменных на всей плоскости R2 алгебраическими полиномами с ве-
сом Чебышева–Эрмита, а также получены оценки различных попе-
речников классов функций, в определении которых участвуют обоб-
щенные характеристики гладкости Ωm,γ , m ∈ N, введенные ранее
в [12,14].

2. Необходимые понятия и обозначения

2.1. Под L2(R2), где R2 := R × R = {(x, y) : −∞ < x, y < ∞},
понимаем пространство измеримых на плоскости R2 вещественных
функций, суммируемых на R2 с квадратом. Символом L2,γ(R2), где
γ(x, y) := exp(−x2 − y2), обозначим множество функций f : R2 → R,
для которых γ1/2f ∈ L2(R2). Линейное множество L2,γ(R2) превраща-
ется в полное гильбертово пространство с введением в нем скалярного
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произведения

(f, g)γ :=

∫∫
R2

γ(x, y)f(x, y)g(x, y)dxdy; f, g ∈ L2,γ(R2),

и нормы
∥f∥2,γ := ∥f∥L2,γ(R2) = (f, f)1/2γ .

Рассмотрим в L2,γ(R2) оператор обобщенного сдвига

Fh : L2,γ(R2) → L2,γ(R2), h ∈ (0, 1),

имеющий вид [12,14]

Fhf(x, y) :=
1

π

∫∫
R2

f(x
√

1− h2+hu, y
√
1− h2+hv)γ(u, v)dudv. (2.1)

Используя (2.1), запишем для f ∈ L2,γ(R2) обобщенные конечные
разности первого и высших порядков, определенные почти всюду на
R2:

∆h(f ;x, y) := Fhf(x, y)− f(x, y) = (Fh − I)f(x, y),

∆m
h (f ;x, y) := ∆h(∆

m−1
h (f);x, y) = (Fh − I)mf(x, y)

=

m∑
j=0

(−1)m−j
(
m

j

)
Fh,jf(x, y), m = 2, 3, ...,

где I – единичные оператор в L2,γ(R2); Fh,jf(x, y) := Fh ◦F j−1
h f(x, y),

j = 1,m, Fh,0f(x, y) ≡ f(x, y).
Величину

Ωm,γ(f, t) := sup{∥∆m
h (f)∥2,γ : 0 < h 6 t}, 0 < t < 1, (2.2)

согласно [8], будем называть обобщенным модулем непрерывности m-
го порядка функции f ∈ L2,γ(R2).
2.2. Рассмотрим далее дифференциальный оператор [12,14]

D :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 2x

∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Как и в работе [14], под Lr2,γ(D,R2), r ∈ N, понимаем класс, состоя-
щий из функций f ∈ L2,γ(R2), каждая из которых имеет обобщенные

частные производные ∂kf
∂xi∂yj

, где i + j = k, k = 1, 2r; i, j ∈ Z+,

принадлежащие пространству L2,γ(R2). При этом полагаем Drf =
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D(Dr−1f), где r ∈ N, и D0f ≡ f . Очевидно, что для функции f ∈
Lr2,γ(D,R2) справедливо включение Drf ∈ L2,γ(R2). В случае r = 0

под L0
2,γ(D,R2) будем понимать пространство L2,γ(R2).

Пусть Ψ(t), t ∈ [0, 1], есть монотонно возрастающая, непрерыв-
ная функция, такая, что Ψ(0) = 0. Всюду далее её будем называть
мажорантой. Через W r

2 (Ωm,γ ,Ψ), r ∈ Z+, m ∈ N, обозначим клас-
сы, состоящие из функций f ∈ Lr2,γ(D,R2), для которых при любом
значении t ∈ (0, 1) выполняется неравенство Ωm,γ(D

rf, t) 6 Ψ(t). В
случае r = 0 полагаем W2(Ωm,γ ,Ψ) :=W 0

2 (Ωm,γ ,Ψ).
Через Pn−1, n ∈ N, обозначим подпространство алгебраических

полиномов вида

pn−1(x, y) :=

n−1∑
i+j=0(i,j∈Z+)

aijx
iyj ,

Отметим, что dimPn−1 = n(n+ 1)/2.
Наилучшее приближение функции f ∈ L2,γ(R2) элементами под-

пространства Pn−1 в L2,γ(R2) обозначим следующим образом:

En−1(f)2,γ := inf{∥f − pn−1∥2,γ : pn−1 ∈ Pn−1}, n ∈ N.

Для множества N ⊂ L2,γ(R2) полагаем

En−1(N)2,γ := sup{En−1(f)2,γ : f ∈ N}.

Пусть {Hi(x)Hj(y)}i,j∈Z+ есть ортонормированная в R2 с весом γ
система полиномов Эрмита, где

Hk(t) =
(−1)k√
k!2k

√
π
et

2 dke−t
2

dtk
, t ∈ R, k ∈ Z+.

В смысле сходимости в метрике пространства L2,γ(R2) имеет место
представление функции f ∈ L2,γ(R2) в виде двойного ряда Фурье–
Эрмита

f(x, y) =
∑

i+j>0(i,j∈Z+)

cij(f)Hi(x)Hj(y), (2.3)

где

cij(f) =

∫∫
R2

γ(x, y)f(x, y)Hi(x)Hj(y)dxdy (2.4)

есть коэффициенты Фурье–Эрмита функции f . Символом Sn−1(f),
n ∈ N, обозначим треугольную частную сумму (n − 1)-го порядка
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ряда Фурье–Эрмита (2.3) функции f ∈ L2,γ(R2), т.е.

Sn−1(f ;x, y) :=

n−1∑
i+j=0(i,j∈Z+)

cijHi(x)Hj(y).

Отметим [14], что для f ∈ L2,γ(R2) и n ∈ N имеет место следующее
соотношение:

En−1(f)2,γ = ∥f − Sn−1(f)∥2,γ =
{ ∑
i+j>n(i,j∈Z+)

c2ij(f)
}1/2

. (2.5)

3. Оценки значений поперечников классов функций
W2(Ωm,γ,Ψ) и W r,0

2 (Ωm,γ,Ψ); r,m ∈ N, в пространстве
L2,γ(R2)

3.1. Напомним определения поперечников, которые будем рассма-
тривать далее. Пусть B – единичный шар в пространстве L2,γ(R2);
Ln ⊂ L2,γ(R2) – n-мерное подпространство; Ln ⊂ L2,γ(R2) – под-
пространство коразмерности n; V : L2,γ(R2) → Ln есть непрерыв-
ный линейный оператор; V ⊥ : L2,γ(R2) → Ln есть непрерывный опе-
ратор линейного проектирования; {vj}nj=1 – ортонормированная си-
стема функций в пространстве L2,γ(R2); N – выпуклое центрально-
симметричное подмножество из L2,γ(R2). Тогда величины

bn(N;L2,γ(R2)) = sup
{
sup {ρ > 0 : ρB ∩ Ln+1 ⊂ N} : Ln+1 ⊂ L2,γ(R2)

}
,

dn(N;L2,γ(R2))

=inf
{
sup {inf {∥f − g∥2,γ : g∈Ln} : f ∈ N} : Ln ⊂ L2,γ(R2)

}
,

δn(N;L2,γ(R2))

= inf
{
inf
{
sup {∥f − V (f)∥2,γ : f ∈ N} : V L2,γ(R2) ⊂ Ln

}
: Ln ⊂ L2,γ(R2)

}
,

dn(N;L2,γ(R2)) = inf
{
inf {∥f∥2,γ : f ∈ N ∩ Ln} : Ln ⊂ L2,γ(R2)

}
,

Πn(N;L2,γ(R2))

=inf
{
inf
{
sup

{
∥f−V ⊥(f)∥2,γ : f ∈N

}
: V ⊥L2,γ(R2) ⊂ Ln

}
: Ln⊂L2,γ(R2)

}
,

φn(N;L2,γ(R2))=inf
{
sup
{
∥f−

n∑
j=1

(f, vj)vj∥2,γ : f ∈N
}
: {vj}nj=1⊂L2,γ(R2)

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линей-
ным, гельфандовским и проекционным поперечниками подмножества
N в пространстве L2,γ(R2), а φn называют ортопоперечником (или
Фурье-поперечником) N в L2,γ(R2) (см., например, [36–37]). Так как
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L2,γ(R2) с введенным в нем скалярным произведением является гиль-
бертовым пространством, то между перечисленными экстремальны-
ми характеристиками имеют место следующие соотношения:

bn(N;L2,γ(R2)) 6 dn(N;L2,γ(R2)) 6 dn(N;L2,γ(R2))

= Πn(N;L2,γ(R2)) = δn(N;L2,γ(R2)) = φn(N;L2,γ(R2)). (3.6)

3.2.

Теорема 1. Пусть n,m ∈ N; k = 0, n и функция Ψ является мажо-
рантой. Тогда имеют место следующие неравенства:

1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
6 pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

6 En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ))2,γ 6
(
2

n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
, (3.7)

где pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) – любой из рассмотренных вы-
ше поперечников.

Доказательство. Пусть f – произвольная функция из класса
W2(Ωm,γ ,Ψ). Согласно (2.5) для любого ν ∈ Z+ существует един-
ственное неотрицательное значение λν,f , зависящее от f и ν, для ко-
торого выполняется равенство

E2
n−1(f)2,γ =

n+ν∑
i+j=n(i,j∈Z+)

c2ij(f) + λν,f . (3.8)

Если функция f не принадлежит Pn ни при каком n ∈ Z+, то из
соотношений (2.5) и (3.8) следует, что {λν,f}ν∈Z+ является невозра-
стающей последовательностью положительных чисел, для которой
lim
ν→∞

λν,f = 0. В случае, когда функция f является элементом под-
пространства Pl, где l > n, и имеет хотя бы один отличный от нуля
коэффициент cij(f) при xiyj , где i+ j = l; i, j ∈ Z+, то из (3.8) следу-
ет, что последовательность неотрицательных чисел {λν,f}ν∈Z+ будет
иметь нулевые элементы λν,f = 0 для всех целых чисел ν > l − n.

Согласно [14] для обобщенной конечной разности m-го порядка
функции f ∈ L2,γ(R2) в смысле сходимости в метрике пространства
L2,γ(R2) имеет место равенство

∆m
h (f ;x, y) =

∑
i+j∈N(i,j∈Z+)

cij(f)
(
(1− h2)(i+j)/2 − 1

)m
Hi(x)Hj(y),
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где m ∈ N, 0 < h < 1. Следовательно,

∥∆m
h (f)∥22,γ =

∑
i+j∈N(i,j∈Z+)

(
1− (1− h2)(i+j)/2

)2m
c2ij(f).

Согласно (2.2) отсюда получаем

Ωm,γ(f, t) =
{ ∑
i+j∈N(i,j∈Z+)

(
1− (1− t2)(i+j)/2

)2m
c2ij(f)

}1/2
. (3.9)

Произвольным образом выберем числовую последовательность
{τν}ν∈Z+ так, чтобы выполнялись два следующих условия: 1) τν ∈
(0, 1/(n+ ν)], ν ∈ Z+; 2) последовательность является строго убыва-
ющей. Очевидно, что тогда lim

ν→∞
τν = 0.

Для любого значения ν ∈ Z+ с учетом (3.9) имеем

n+ν∑
i+j=n(i,j∈Z+)

c2ij(f) =
n+ν∑

i+j=n(i,j∈Z+)

c2ij(f)

(
1− (1− τ2ν )

(i+j)/2
)2m(

1− (1− τ2ν )
(i+j)/2

)2m
6 1(

1− (1− τ2ν )
n/2
)2m n+ν∑

i+j=n(i,j∈Z+)

(
1− (1− τ2ν )

(i+j)/2
)2m

c2ij(f)

6
Ω2
m,γ(f, τν)(

1− (1− τ2ν )
n/2
)2m . (3.10)

Тогда из (3.8) и (3.10) получаем

E2
n−1(f)2,γ 6

Ω2
m,γ(f, τν)(

1− (1− τ2ν )
n/2
)2m + λν,f . (3.11)

Переходя в правой части неравенства (3.11) к верхнему пределу
при ν → ∞, для произвольной функции f ∈W2(Ωm,γ ,Ψ) имеем

E2
n−1(f)2,γ 6 lim

ν→∞

{ Ω2
m,γ(f, τν)(

1− (1− τ2ν )
n/2
)2m + λν,f

}

6 lim
ν→∞

Ψ2(τν)(
1− (1− τ2ν )

n/2
)2m 6 lim

t→0+

Ψ2(t)(
1− (1− t2)n/2

)2m . (3.12)

Далее воспользуемся формулой

1− βn = (1− β)qn(β), n ∈ N,
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где

qn(β) :=

n−1∑
j=0

βj . (3.13)

Поскольку в нашем случае β = (1− t2)1/2, где 0 < t < 1, то

(
1− (1− t2)n/2

)m
=
t2mqmn

(
(1− t2)1/2

)
(1 + (1− t2)1/2)m

. (3.14)

С учетом (3.13) и (3.14) соотношение (3.12) примет вид

En−1(f)2,γ 6
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (3.15)

Оценки сверху рассматриваемых экстремальных характеристик
класса W2(Ωm,γ ,Ψ) получаем, используя формулы (3.6) и (3.15)

pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))6dn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

6 dn(n+1)/2(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) 6 En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ))2,γ

6
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
, (3.16)

где pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) – любой из рассмотренных ра-
нее поперечников класса W2(Ωm,γ ,Ψ) в пространстве L2,γ(R2).

Перейдем к получению оценок снизу. Для этого рассмотрим в под-
пространстве алгебраических полиномов Pn, dimPn = (n+1)(n+2)/2,
шар σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂) := ρ̂B ∩ Pn = {pn ∈ Pn : ∥pn∥2,γ 6 ρ̂}, где

ρ̂ :=
1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
, (3.17)

и покажем, что он принадлежит классу W2(Ωm,γ ,Ψ).
Пусть pn – произвольный полином, принадлежащий

σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂). Тогда, согласно (3.9) и (3.17), (3.13)–(3.14), для лю-
бого значения τ ∈ (0, 1) имеем

Ωm,γ(pn, τ) =
{ n∑
i+j=1(i,j∈Z+)

(
1− (1− τ2)(i+j)/2

)2m
c2ij(pn)

}1/2

6
(
1−(1−τ2)n/2

)m{ n∑
i+j=1(i,j∈Z+)

c2ij(pn)
}1/2

6
(
1−(1−τ2)n/2

)m∥pn∥2,γ
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6
(
1− (1− τ2)n/2

)m 1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m

=
τ2mqmn ((1− τ2)1/2)

(1 + (1− τ2)1/2)mnm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m

6 τ2m

(1 + (1− τ2)1/2)m
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
. (3.18)

Полагая во втором сомножителе правой части соотношения (3.18)
t = τ и используя определение нижней грани числового множества,
получаем

Ωm,γ(pn, τ) 6 Ψ(τ) ∀τ ∈ (0, 1).

Следовательно, σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂) ⊂W2(Ωm,γ ,Ψ). Тогда для любого k =
0, n, исходя из определения и свойств берншейновского поперечника,
имеем

bn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) > bn(n+3)/2(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

> bn(n+3)/2(σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂);L2,γ(R2)) > ρ̂

=
1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
. (3.19)

Требуемый результат (3.7) получаем из формул (3.16), (3.19) и
(3.6). Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Пусть n,m ∈ N; k = 0, n и мажоранта Ψ удовлетво-
ряет условию

inf
0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
= 2m lim

t→0+

Ψ(t)

t2m
. (3.20)

Тогда справедливы следующие равенства:

pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) = En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ))2,γ

=
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
, (3.21)

где pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) есть любой из перечисленных
ранее поперечников.

3.3. В работе В. А. Абилова и М. В. Абилова [12] было показано,
что для коэффициентов Фурье–Эрмита произвольной функции f ∈
Lr2,γ(D,R2), r ∈ N, выполняются равенства

cij(f) = (−1)r
1

2r(i+ j)r
cij(D

rf); i, j ∈ N. (3.22)
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Исходя из (3.22), обозначим через Lr,02,γ(D,R2), r ∈ N, классы, состоя-
щие из функций f ∈ Lr2,γ(D,R2), для коэффициентов Фурье–Эрмита
которых ci0(f) = c0j(f) = c00(f) = 0, где i, j ∈ N – любые числа.

Пусть f ∈ Lr,02,γ(D,R2). Тогда, используя (3.22), запишем

Drf(x, y) =
∑

i+j∈N\{1}(i,j∈N)

cij(D
rf)Hi(x)Hj(y)

=
∑

i+j∈N\{1}(i,j∈N)

(−1)r2r(i+ j)rcij(f)Hi(x)Hj(y), (3.23)

где равенство понимается в смысле сходимости в метрике пространс-
тва L2,γ(R2).

Из (2.5) и (3.23) для f ∈ Lr,02,γ(D,R2) и любого n ∈ N\{1} получаем

En−1(D
rf)2,γ = 2r

{ ∑
i+j>n(i,j∈N)

(i+ j)2rc2ij(f)
}1/2

.

Тогда при n ∈ N\{1} для функции f ∈ Lr,02,γ(D,R2), с учетом (2.5),
(3.22) и последнего равенства, справедливо соотношение

En−1(f)2,γ =
{ ∑
i+j>n(i,j∈N)

c2ij(f)
}1/2

6 1

(2n)r

{ ∑
i+j>n(i,j∈N)

(2(i+ j))2rc2ij(f)
}1/2

=
1

(2n)r

{ ∑
i+j>n(i,j∈N)

c2ij(D
rf)
}1/2

=
1

(2n)r
En−1(D

rf)2,γ . (3.24)

Исходя из (3.22) и (3.24), рассмотрим классы функций

W r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ) := Lr,02,γ(D,R

2) ∩W r
2 (Ωm,γ ,Ψ); m, r ∈ N.

Теорема 2. Пусть m, r ∈ N; n ∈ N\{1}; k = 0, n и функция Ψ
является мажорантой. Тогда имеют место неравенства

2−r

nm+r
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
6pn(n+1)/2+k(W

r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

6 En−1(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ))2,γ 6 2m−r

nm+r
lim

t→0+

Ψ(t)

t2m
, (3.25)

где pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) – любой из рассмотренных ра-

нее поперечников.



С. Б. Вакарчук, М. Б. Вакарчук 105

Доказательство. Пусть f является произвольной функцией, при-
надлежащей классу W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ). Из его определения следует, что
функция Drf является элементом класса W2(Ωm,γ ,Ψ), поскольку для
любого t ∈ (0, 1) будет справедливо неравенство Ωm,γ(D

rf, t) 6 Ψ(t).
Тогда, исходя из (3.15), имеем

En−1(D
rf)2,γ 6

(
2

n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (3.26)

Используя (3.24) и (3.26), для произвольной функции
f ∈W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ) запишем

En−1(f)2,γ 6 2m−r

nm+r
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (3.27)

Из (3.6) и (3.27) при k = 0, n получаем следующие оценки сверху:

pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) 6 dn(n+1)/2(W

r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

6 En−1(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ))2,γ 6 2m−r

nm+r
lim

t→0+

Ψ(t)

t2m
. (3.28)

Перейдем к получению оценок снизу рассматриваемых экстре-
мальных характеристик оптимизационного содержания класса
W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ) в метрике пространства L2,γ(R2). Исходя из опреде-
ления и свойств бернштейновского поперечника, при k = 0, n, где
n ∈ N\{1}, имеем

bn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) > bn(n+3)/2(W

r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

> sup{ρB ∩ Pn ⊂W r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ) : ρ > 0}. (3.29)

Далее полагаем B0 := {f ∈ B : ci0(f) = c0j(f) = c00(f) = 0 ∀i, j ∈ N}.
Тогда ρB0 ∩Pn = {pn ∈ Pn : ci0(pn) = c0j(pn) = c00(pn) = 0; i, j = 1, n,
∥pn∥2,γ 6 ρ}. С учетом этого из (3.29) при n ∈ N\{1} получаем

bn(n+3)/2(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

> sup{ρB0 ∩ Pn ⊂W r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ) : ρ > 0}. (3.30)

Обозначим

ρ̃ :=
2−r

nm+r
inf

0<t<1

((1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
(3.31)

и σ̃0(n+1)(n+2)/2(ρ̃) := ρ̃B0∩Pn и покажем, что это множество принадле-
жит классуW r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ). Поскольку для произвольного полинома pn
принадлежащего σ̃0(n+1)(n+2)/2(ρ̃), с учетом (3.22) имеем

Drpn(x, y) =

n∑
i+j=2(i,j∈N)

cij(D
rpn)Hi(x)Hj(y)
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=

n∑
i+j=2(i,j∈N)

(−1)r(2(i+ j))rcij(pn)Hi(x)Hj(y), n ∈ N\{1},

то в силу (3.31) получаем

∥Drpn∥2,γ = 2r
{ n∑
i+j=2(i,j∈N)

(i+ j)2rc2ij(pn)
}1/2

6 (2n)r
{ n∑
i+j=2(i,j∈N)

c2ij(pn)
}1/2

= (2n)r∥pn∥2,γ

6 (2n)rρ̃ =
1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
, n ∈ N\{1}. (3.32)

Для произвольного элемента pn ∈ σ̃0(n+1)(n+2)/2(ρ̃) и любого τ ∈
(0, 1) на основании (3.9), (3.32) и (3.13)–(3.14) запишем

Ωm,γ(D
rpn, τ) =

{ n∑
i+j=2(i,j∈N)

(1− (1− τ2)(i+j)/2)2mc2ij(D
rpn)

}1/2

6(1− (1− τ2)n/2)m
{ n∑
i+j=2(i,j∈N)

c2ij(D
rpn)

}1/2

= (1− (1− τ2)n/2)m∥Drpn∥2,γ

6 (1− (1− τ2)n/2)m
1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m

6 τ2m

(1 + (1− τ2)n/2)m
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
, n ∈ N\{1}. (3.33)

Полагая во втором сомножителе правой части соотношения (3.33)
t = τ , для любого значения τ ∈ (0, 1) имеем Ωm,γ(D

rpn, τ) 6 Ψ(τ).
Следовательно, σ̃0(n+1)(n+2)/2(ρ̃) ⊂ W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ). Учитывая данный
факт, из (3.30) имеем

bn(n+3)/2(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) > ρ̃. (3.34)

Используя (3.6), свойства бернштейновского поперечника и (3.31),
(3.34), для k = 0, n, где n ∈ N\{1}, запишем

pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

> bn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))
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> bn(n+3)/2(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2))

> 2−r

nm+r
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
. (3.35)

Требуемое соотношение (3.25) получаем из (3.28) и (3.35). Теорема
2 доказана.

Следствие 2. Если m, r ∈ N; n ∈ N\{1}; k = 0, n и мажоранта Ψ
удовлетворяет условию (3.20), то справедливы равенства

pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) = En−1(W

r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ))2,γ

=
2m−r

nm+r
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
, (3.36)

где pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ);L2,γ(R2)) – любой из рассмотренных ра-

нее поперечников.

4. Вычисление на классах функций W2(Ωm,γ,Ψ) и
W r,0

2 (Ωm,γ,Ψ), r,m ∈ N, верхних граней
коэффициентов Фурье–Эрмита

В 1910 году Лебег впервые ввел в рассмотрение модуль непре-
рывности для 2π-периодических функций и в терминах этой хара-
ктеристики гладкости получил оценки сверху их коэффициентов Фу-
рье [38]. Вопросы вычисления верхних граней коэффициентов Фурье
на различных классах 2π-периодических функций в последующем
рассматривались, например, в работах А. В. Ефимова, Н. П. Корней-
чука, А. Ф. Тимана, С. А. Теляковского, В. И. Бердышева и многих
других.

В случае аппроксимации непериодических функций одного пере-
менного классическими ортогональными полиномами с весом пове-
дение коэффициентов Фурье на ряде классов функций изучалось
в работах В. А. Абилова, Б. А. Халиловой и других (см., напри-
мер, [11, 39, 40]). С нашей точки зрения данный вопрос представляет
определенный интерес и для функций двух переменных.

Теорема 3. Пусть n,m ∈ N, функция Ψ – мажоранта и i+ j = n,
где i, j ∈ Z+. Тогда имеют место неравенства

1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
6 sup

f∈W2(Ωm,γ ,Ψ)
cij(f)

6
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (4.37)
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Доказательство. Из формул (2.5) и (3.7) для любых i, j ∈ Z+ таких,
что i+ j = n, n ∈ N, получаем оценку сверху

sup
f∈W2(Ωm,γ ,Ψ)

cij(f) 6 En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ))2,γ 6
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (4.38)

Для получения оценки снизу рассматриваемой экстремальной ха-
рактеристики воспользуемся функцией f̂(x, y) := ρ̂H1(x)Hn−1(y), где
величина ρ̂ определена формулой (3.17). Поскольку f̂ ∈ L2,γ(R2) и

∥f̂∥2,γ = ρ̂∥H1(x)Hn−1(y)∥2,γ = ρ̂,

то функция f̂ является элементом множества σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂), опреде-
ленного в ходе доказательства теоремы 1. Учитывая, что
σ(n+1)(n+2)/2(ρ̂) принадлежит классу W2(Ωm,γ ,Ψ) и используя фор-
мулу (3.17), для i, j ∈ Z+, где i + j = n, n ∈ N, запишем оценку
снизу

sup
f∈W2(Ωm,γ ,Ψ)

cij(f) > c1,n−1(f̂) = ρ̂

=
1

nm
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
. (4.39)

Требуемый результат (4.37) получаем из соотношений (4.38) и
(4.39), чем и завершаем доказательство теоремы 3.

Следствие 3. Если n,m ∈ N; i+ j = n, где i, j ∈ Z+, и мажоранта
Ψ удовлетворяет условию (3.20), то выполняется равенство

sup
f∈W2(Ωm,γ ,Ψ)

cij(f) =
( 2
n

)m
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (4.40)

Теорема 4. Пусть m, r ∈ N; n ∈ N\{1}, функция Ψ – мажоранта и
i+ j = n, где i, j ∈ N. Тогда выполняются следующие соотношения:

2−r

nm+r
inf

0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ(t)

t2m
6 sup

f∈W r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ)

cij(f)

6 2m−r

nm+r
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
.

Доказательство данной теоремы не приводится, поскольку оно
практически дословно повторяет рассуждения теоремы 3 с той
лишь разницей, что при получении оценки сверху используется соо-
тношение (3.25), а при нахождении оценки снизу – функция f̃(x, y) :=
ρ̃H1(x)Hn−1(y), n ∈ N\{1}, где величина ρ̃ определяется формулой
(3.31).
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Следствие 4. Если m, r ∈ N; n ∈ N\{1}; i + j = n, где i, j ∈ N, и
мажоранта Ψ удовлетворяет условию (3.20), то выполняется ра-
венство

sup
f∈W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ)

cij(f) =
2m−r

nm+r
lim
t→0+

Ψ(t)

t2m
. (4.41)

5. Примеры конкретизации полученных точных
результатов

Символом C̃+([0, 1]) обозначим класс непрерывных на отрезке [0,1]
функций, которые являются неубывающими и принимают на указан-
ном точечном множестве только положительные значения. Для прои-
звольного класса N ⊂ L2,γ(R2) под pm(N;L2,γ(R2)), m ∈ N, понимаем
любой из перечисленных ранее поперечников.
5.1. Рассмотрим семейство мажорант

Ψ0,m(η, t) :=
t2mη(t)

(1 + (1− t2)1/2)m
,

где m ∈ N, η ∈ C̃+([0, 1]). Очевидно, что в данном случае условие
(3.20) выполняется, так как

inf
0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ0,m(η, t)

t2m
= 2m lim

t→0+

Ψ0,m(η, t)

t2m
= η(0). (5.42)

Исходя из (3.21), (4.40) и (5.42), для n,m ∈ N, k = 0, n; i+ j = n, где
i, j ∈ Z+, получаем

pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ0,m(η));L2,γ(R2))=En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ0,m(η)))2,γ

= sup
f∈W2(Ωm,γ ,Ψ0,m(η))

cij(f) =
1

nm
η(0).

Если же m, r ∈ N, n ∈ N\{1}, k = 0, n; i+ j = n, где i, j ∈ N, то в силу
(3.36), (4.41) и (5.42) запишем

pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ0,m(η));L2,γ(R2))

= En−1(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ0,m(η)))2,γ

= sup
f∈W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ0,m(η))

cij(f) =
2−r

nm+r
η(0).

5.2. Далее рассмотрим семейство мажорант

Ψ1,m(η, t) :=
( (1 + t2)m − 1

1 + (1− t2)1/2

)m
η(t),
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где m ∈ N, η ∈ C̃+([0, 1]). В данном случае условие (3.20) также
выполняется, поскольку

inf
0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ1,m(η, t)

t2m
= 2m lim

t→0+

Ψ1,m(η, t)

t2m
= mmη(0).

(5.43)
Тогда, используя (3.21), (4.40) и (5.43), для n,m ∈ N, k = 0, n; i+ j =
n, где i, j ∈ Z+, имеем

pn(n+1)/2+k(W2(Ωm,γ ,Ψ1,m(η));L2,γ(R2))=En−1(W2(Ωm,γ ,Ψ1,m(η)))2,γ

= sup
f∈W2(Ωm,γ ,Ψ1,m(η))

cij(f) =
(m
n

)m
η(0).

В случае m, r ∈ N, n ∈ N\{1}, k = 0, n; i+j = n, где i, j ∈ N, из (3.36),
(4.41) и (5.43) получаем

pn(n+1)/2+k(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ1,m(η));L2,γ(R2))

= En−1(W
r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ1,m(η)))2,γ

= sup
f∈W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ1,m(η))

cij(f) =
2−rmm

nm+r
η(0).

5.3. Рассмотрим еще одно из возможных семейств мажорант

Ψ2,m(η, t) :=
( (at − 1)2

1 + (1− t2)1/2

)m
η(t),

где m ∈ N, константа a ∈ (1,∞) и функция η ∈ C̃+([0, 1]). Так как и
в данном случае условие (3.20) имеет место, а именно

inf
0<t<1

(1 + (1− t2)1/2)mΨ2,m(η, t)

t2m
= 2m lim

t→0+

Ψ2,m(η, t)

t2m
= η(0) ln2m(a),

то, используя необходимые соотношения из пунктов 3.2, 3.3 и 4, несло-
жно получить точные значения рассмотренных в пункте 3.1 попере-
чников классов функций W2(Ωm,γ ,Ψ2,m(η)) и W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ2,m(η)), где
r,m ∈ N, а также записать точные значения коэффициентов Фурье–
Эрмита для указанных классов.

6. Несколько комментариев по ходу статьи

В заключение статьи укажем ряд, с нашей точки зрения, важных
моментов, связанных с решаемой нами задачей.
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6.1. Соотношение (3.24), необходимое для нахождения оценок сверху
и снизу в теореме 2, справедливо лишь на классах Lr,02,γ(D,R2), r ∈ N,
и получено с помощью (3.22).

Отметим, что равенства (3.22), ранее доказанные В. А. Абиловым
и М. В. Абиловым в работе [12], справедливы только при i, j ∈ N,
а для коэффициентов Фурье–Эрмита ci0(f) и c0j(f), где i, j ∈ N и
f ∈ Lr2,γ(D,R2), r ∈ N, они не имеют места. В связи с этим для f ∈
Lr2,γ(D,R2), r ∈ N, не удается оценить сверху величины En−1(f)2,γ ,
n ∈ N, представленные в виде (2.5), через En−1(D

rf)2,γ (как это было
сделано для f ∈ Lr,02,γ(D,R2) в пункте 3.3), поскольку формула (2.5), в
частности, содержит слагаемые c2i0(f) и c20j(f), где натуральные числа
i > n, j > n.

Исходя из сказанного, были рассмотрены более узкие, чем
W r

2 (Ωm,γ ,Ψ), классы функций W r,0
2 (Ωm,γ ,Ψ) := Lr,02,γ(D,R2) ∩

W r
2 (Ωm,γ ,Ψ) и для них сформулированы теорема 2 и следствие 2 из

неё.
6.2. Определенный интерес представляет сравнение полученных на-
ми результатов (3.21) и (3.36), связанных с вычислением точных зна-
чений различных поперечников в L2,γ(R2), с основным результатом
статьи М. Г. Есмаганбетова [14] (теорема 2).

6.2.1. Так, если мажоранта Ψ удовлетворяет условию (3.20), то
при m, r ∈ N, k = 0, n и n ∈ N\{1} для рассматриваемых здесь попе-
речников классов W r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ) найдены их точные значения (3.36).
Ранее, в пункте 2.2, были рассмотрены классы W2(Ωm,γ ,Ψ), m ∈ N,
для которых при любых n ∈ N и k = 0, n вычислены точные значе-
ния поперечников, если мажоранта Ψ удовлетворяет тому же условию
(3.20).

Исходя из изложенного в пункте 3.3, под W 0,0
2 (Ωm,γ ,Ψ), m ∈ N,

будем понимать классы функций L0
2,γ(R2) ∩W2(Ωm,γ ,Ψ). Очевидно,

что класс W 0,0
2 (Ωm,γ ,Ψ) принадлежит W2(Ωm,γ ,Ψ), m ∈ N. Исходя

из проведенных в пунктах 3.2 и 3.3 рассуждений, можно убедиться
в том, что равенство (3.36) имеет место и в случае r = 0, т.е для
классов W 0,0

2 (Ωm,γ ,Ψ), но уже при всех значениях n ∈ N.
6.2.2. Используя введенные ранее обозначения, запишем классы

функций, рассмотренные в [14], а именно W r
2 (Ωm,γ ,Ψ; t) := {f ∈

Lr2,γ(D,R2) : Ωm,γ(D
rf, t) 6 Ψ(t)}, где t ∈ (0, 1) есть произвольная

фиксированная точка, m ∈ N, r ∈ Z+, Ψ – мажоранта.
Очевидно, что введенные в пункте 3.3 классыW r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ),m, r ∈
N, намного уже, чем W r

2 (Ωm,γ ,Ψ; t), поскольку, в частности, в нашем
случае выполнение неравенства Ωm,γ(D

rf, t) 6 Ψ(t) требуется не в
какой-то отдельно взятой точке t ∈ (0, 1), а для всех значений ар-
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гумента 0 < t < 1. Именно этим фактом, в отличие от [14], и объя-
сняется появление условия (3.20) на мажоранту Ψ, без выполнения
которого невозможно найти точные значения различных поперечни-
ков рассматриваемых классов.

6.2.3. И, наконец, основной результат [14], с использованием пре-
дложенной нами символики, можно представить следующим обра-
зом:

pn(n+1)/2+k(W
r
2 (Ωm,γ ,Ψ; t);L2,γ(R2)) =

Ψ(t)

(2n)r(1− (1− t2)n/2)m
,

(6.44)
где n,m ∈ N, r ∈ Z+, k = 0, n, а pn(n+1)/2+k(W

r
2 (Ωm,γ ,Ψ; t);L2,γ(R2))

есть любой из поперечников, перечисленных в пункте 3.1.
Однако, при r ∈ N, в силу пункта 6.1 и из приведенных в [14] схем

доказательств теорем 1 (вспомогательной) и 2 (основной), равенство
(6.44) будет иметь место при любом значении n ∈ N\{1} лишь в более
"узком" случае, а именно для классовW r,0

2 (Ωm,γ ,Ψ; t) := Lr,02,γ(D,R2)∩
W r

2 (Ωm,γ ,Ψ; t), m ∈ N, а не для W r
2 (Ωm,γ ,Ψ; t).
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