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Поведiнка розв‘язкiв iз загостренням для
квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь

Євгенiя О. Євгеньєва

(Представлена I. I. Скрипнiком)

Анотацiя. У роботi вивчається квазiлiнiйне параболiчне рiвняння
(|u|q−1u)t − ∆p u = 0 у багатовимiрнiй областi (0, T ) × Ω з умовою
u(t, x) = f(t, x) на (0, T ) × ∂Ω, коли гранична функцiя f вибухає за
скiнчений час T , тобто f(t, x) → ∞ при t → T . За структурної умови
p > q > 0 та за умови степеневого характеру загострення граничної
функцiї f здобуто оцiнки слабких розв’язкiв задачi, дослiджено по-
ведiнку розв’язкiв при переходi вiд випадку p > q до p = q. Також
у роботi описано загальний пiдхiд методу енергетичних оцiнок до
вивчення таких задач.
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1. Вступ

У роботi розглядається початково-крайова задача:

(|u|q−1u)t −∆p u = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, p, q > 0, (1.1)

u(0, x) = u0 в Ω, u0 ∈ Lq+1(Ω), (1.2)

u(t, x)
∣∣∣
∂Ω

= f(t, x) → ∞ при t→ T, (1.3)

де ∆p u =
∑n

i=1

(
|∇xu|p−1uxi

)
xi

, T > 0 будемо називати часом заго-
стрення, Ω – обмежена зв’язна область в Rn (n > 1) з C2–гладкою
межею ∂Ω.
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Функцiя f визначає сингулярнi граничнi данi. Будемо вважати,
що вона допускає продовження в область (0, T ) × Ω та задовольняє
умовам:

f(t, ·) ∈ Cloc([0, T );L
q+1(Ω)) ∩ Lp+1

loc ([0, T );W 1,p+1(Ω));

ft(t, ·) ∈ L1
loc([0, T );L

q+1(Ω)) ∩ L
p+1

p−q+1

loc ([0, T );L
p+1

p−q+1 (Ω)).
(1.4)

Основною особливiстю задачi (1.1)–(1.3) є загострення (blow-up) гра-
ничної функцiї (f(t, x) → ∞ при t→ T ). Характер цього загострення
при t→ T буде описано функцiєю:

F (t) := sup
0<τ<t

∫
Ω
|f(τ, x)|q+1dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇xf(τ, x)|p+1dxdτ

+

(∫ t

0

(∫
Ω
|f(τ, x)|q+1dx

) 1
q+1

dτ

)q+1

.

(1.5)

Введемо тепер означення слабких розв’язкiв задачi.

Означення 1.1. Функцiю u ∈ Cloc([0, T );L
q+1(Ω)) будемо називати

слабким розв’язком задачi (1.1)–(1.3), якщо виконано умови:

i) u(t, ·)− f(t, ·) ∈ Lp+1
loc ([0, T );

◦
W 1,p+1(Ω));

ii) (|u(t, ·)|q−1u(t, ·))t ∈ L
p+1
p

loc

(
[0, T );

( ◦
W 1,p+1(Ω)

)∗)
;

iii) для довiльної функцiї η ∈ Lp+1((0, τ);
◦
W 1,p+1(Ω)) для довiльного

τ < T виконується iнтегральна тотожнiсть:∫ τ

0
⟨(|u|q−1u)t, η⟩dx+

∫ τ

0

∫
Ω

n∑
i=1

(∇xu)
p−1uxiηxidxdt = 0, (1.6)

де через ⟨·, ·⟩ позначається операцiя спарювання елементiв з

просторiв
( ◦
W 1,p+1(Ω)

)∗
та

◦
W 1,p+1(Ω)

iv) виконується початкова умова (1.2) у наступному сенсi:

lim
t→0

∥u(t, ·)− u0(·)∥Lq+1(Ω) = 0.

Зауважимо, що питання iснування слабких розв’язкiв задачi (1.1)–
(1.3) в областi (0, T0) × Ω для довiльного значення T0 < T детально
вивчається в роботi [1]. Всюди далi розв’язки будуть розумiтися в
термiнах означення 1.1.

Головним феноменом задач типу (1.1)–(1.3) є властивiсть локалi-
зацiї розв’язкiв.
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Означення 1.2. Множина Ωs, визначена таким чином:

Ωs = Ωs(u) = {x : lim sup
t→T

u(t, x) = ∞}, (1.7)

називається областю сингулярностi (blow-up set) розв’язку. При цьо-
му, якщо Ωs ⊂ Ω, то розв’язок u задачi (1.1)–(1.3) називається ло-
калiзованим.

Параболiчнi рiвняння з сингулярними граничними даними почали
активно дослiджувати у 1960-х роках у контекстi вивчення процесу
керованого термоядерного синтезу. Розглядалася задача (1.1)–(1.3)
з умовами p = 1, q < 1, оскiльки вона досить добре описує про-
цес нагрiву термоядерного палива. У роботi [20] така задача була
вперше детально вивчена. З кiнця 1970-х рокiв дослiдження локалi-
зованих граничних даних стало позицiонуватись як окремий напря-
мок якiсної теорiї параболiчних рiвнянь. Було вивчено лiнiйну задачу
(p = q = 1) [19], знайдено умови локалiзацiї для неї, тобто умови на
граничну функцiю f , за яких розв’язок u буде локалiзованим. Усi
основнi результати щодо iснування та неiснування локалiзацiї грани-
чної функцiї та формування областi сингулярностi зiбранi у моногра-
фiї [18]. Фiзичний змiст таких задач включає в себе вивчення сильно
нестацiонарних процесiв, для яких характерне явище локалiзацiї те-
пла, магнiтного поля та iнших величин на визначених дiлянках сере-
ди.

Усi дослiдження в цьому напрямку були отриманi чисельно або
за допомогою бар’єрної технiки (див. [18]). Цей метод є досить ефе-
ктивним та полягає у побудовi спецiальних автомодельних розв’язкiв
рiвняння та їх аналiзi, але не є унiверсальним, бо може бути застосо-
ваний лише до задач, якi допускають автомодельнiсть.

На початку 2000-х рокiв був запропонований метод енергетичних
оцiнок для вивчення локалiзованих граничних даних. Цей метод ба-
зується на принципi Сен-Венану [2–4], що був сформульований у 1850-
х роках та вiдiграє важливу роль у теорiї пружностi. Вiн полягає в
оцiнцi поведiнки енергетичних iнтегралiв у сiмействi внутрiшнiх пi-
добластей, дiаметр яких прямує до 0. Першi iнтегральнi оцiнки для
елiптичних рiвнянь високого порядку за допомогою принципу Сен-
Венана були отриманi R.A. Toupin [24] та J.K. Knowles [9]. Рiвняння
другого порядку вивчались у роботах [10–12]. Систематичне узагаль-
нення iдей апрiорних оцiнок належить О.А. Олейник, Г.А. Iосiф’яну,
Є.В. Радкевичу, В.О. Кондратьєву [14–17]. Метод енергетичних оцi-
нок, що є комбiнацiєю описаних пiдходiв, був застосований для до-
слiдження умов локалiзацiї задачi (1.1)–(1.3) при p > q у роботi [21],
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а для дослiдження умов локалiзацiї розв’язкiв для рiвнянь високого
порядку — у серiї робiт [5–8]. Основнi результати цих робiт зiбранi у
монографiї [13, частина 3].

Приведемо основнi результати, отриманi методом енергетичних
оцiнок, для рiвняння (1.1) з p, q > 0. У [13, роздiл 6.5] показано, що
у випадку p < q локалiзацiя розв’язку завжди має мiсце, незалежно
вiд характеру загострення граничної функцiї f . Бiльш того, область
сингулярностi Ωs буде завжди залишатись на межi ∂Ω.

У роботах [7, 21], [13, роздiл 6.3] дослiджується випадок p > q,
що включає в себе рiвняння пористого середовища. Доведено, що ло-
калiзацiя розв’язку u має мiсце за умови на характер загострення
граничної функцiї F :

F (t) = ω(T − t)
− q+1

p−q ∀ t 6 T, ω > 0. (1.8)

При цьому, якщо ω = ω(t) → 0 при t → T , то область Ωs = ∂Ω. А
якщо ω = ω(t) → ∞ при t → T , то розв’язок не є локалiзованим i
Ωs = Ω. Точнiсть отриманого результату пiдтверджується, зокрема,
на випадку рiвняння пористого середовища (p = 1, q < 1). Так, у
[18, глава 3] локалiзована гранична функцiя для рiвняння пористого
середовища описується таким чином:

f(t) = C(T − t)
− 1

1−q ∀ t 6 T, C > 0, (1.9)

що, як неважко перевiрити, вiдповiдає характеру загострення (1.8).
У [5, 6], [13, роздiл 6.4] дослiджено випадок p = q, що є найбiльш

складним для вивчення, оскiльки у загальному випадку рiвняння не
допускає автомодельнiсть. За допомогою методу енергетичних оцi-
нок отримано умови локалiзацiї, а саме, показано, що за умови на
характер загострення F :

F (t) = exp
(
ω(T − t)

− 1
p
)

∀ t 6 T, ω > 0 (1.10)

локалiзацiя має мiсце. Бiльш того, якщо ω = ω(t) → 0 при t → T , то
область сингулярностi не виходить за межу областi Ωs = ∂Ω, а якщо
ω = ω(t) → ∞ при t→ T , то ефект локалiзовацiї не виникає i Ωs = Ω.
Точнiсть отриманого результату для лiнiйного випадку (p = q = 1)
легко доводиться, оскiльки для лiнiйного рiвняння можна записати
явний розв’язок, що дає змогу знайти умови локалiзацiї [19]. Для
нелiнiйного випадку (p = q ̸= 1) точнiсть була доведена у [5, 6], а
саме, було знайдено асимптотичну поведiнку розв’язку u. Для цього
розглянемо одновимiрний випадок (n = 1) та зробимо у рiвняннi (1.1)
замiну:

u(t, x) = ev(t,x),
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що приводить до рiвняння з оператором Гамiльтона–Якобi з дифу-
зiйним доданком:

vt = |vx|p+1 + p−1∆p v. (1.11)

У [5] показано, що дифузiйний доданок p−1∆p v не впливає на асим-
птотичну поведiнку розв’язку рiвняння (1.11), а тому дослiджувати-
мемо рiвняння:

Vt = |Vx|p+1 . (1.12)

Розв’язок рiвняння (1.12) будемо шукати у виглядi:

V∗(t, x) = (T − t)
− 1

p θ(x),

де θ > 0 має задовольняти рiвняння:∣∣θ′∣∣p+1 − p−1θ = 0.

Звiдки знаходимо, що θ(x) =
(
1− x

x0

) p+1
p

+
, де x0 > 0 – “розмiр” областi

сингулярностi. Отже маємо, що для рiвняння (1.1) з умовою p = q
в одновимiрнiй областi критичною граничною функцiєю, при якiй
виникає локалiзацiя, є f(t, 0) = exp

(
(T − t)

− 1
p
)
, що вiдповiдає умовi

(1.10).
В останнi роки в роботах [22,23,25–28] метод енергетичних оцiнок

був удосконалений для вивчення поведiнки розв’язкiв задачi (1.1)–
(1.3) бiля областi сингулярностi при наближеннi до часу загострення
T . Було дослiджено задачу (1.1)–(1.3) у випадку p > q та p = q. Осо-
бливiсть цих дослiджень полягає у тому, що рiст граничної функцiї f
уповiльнюється за допомогою малого параметра збурення. Цей при-
йом дозволяє вивчати випадок, коли область сингулярностi лежить
на межi, а також дозволяє прослiдкувати процес розповсюдження
областi сингулярностi всередину областi задачi. А саме, у роботi [22]
було розглянуто задачу (1.1)–(1.3) у випадку p = q та за умови на
характер загострення:

F (t) = exp
(
ω(T − t)

− 1
p+µ
)

∀ t 6 T, ω > 0, (1.13)

де µ > 0 – параметр збурення. Аналогiчне дослiдження було прове-
дено у [23, 27] для випадку p > q за умов на характер загострення,
близьких до (1.8):

F (t) = ω(T − t)
−
(

q+1
p−q

+µ
)

∀ t 6 T, ω > 0, µ > 0. (1.14)
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У [25] дослiджено випадок p = q за умови степеневого характеру
загострення граничної функцiї, а саме:

F (t) = ω(T − t)−α ∀ t 6 T, ω > 0, α > 0. (1.15)

Зрозумiло, що оскiльки критичним для випадку p = q є експонен-
цiальне загострення (1.10), то при степеневому загостреннi область
сингулярностi завжди лежить на границi, без обмежень зверху на
додатнiй параметр α.

Умови (1.14) та (1.15) мають однакову структуру, а отже можуть
бути порiвнянi. Основною задачею даної роботи є саме порiвняння
результатiв, отриманих у роботах [23] та [25], дослiдження поведiнки
розв’язкiв при переходi вiд випадку p > q до p = q, а також узагальне-
ння методу енергетичних оцiнок для дослiдження задачi (1.1)–(1.3).

2. Основний результат

У роботi буде розглянуто задачу (1.1)–(1.3) зi структурною умо-
вою на параметри нелiнiйностi:

p > q > 0. (2.1)

У попереднiх роботах [25] та [23] отримано результати при сте-
пеневому загостреннi для задачi (1.1)–(1.3) за умов p = q та p > q
окремо (див. вступ). Однак при глибшому дослiдженнi виявилося,
що цi результати можна представити у виглядi одного твердження,
тим самим узагальнити метод енергетичних оцiнок, розглядаючи за-
гальний випадок p > q. Цей висновок є вагомим, оскiльки рiвняння
(1.1) з умовами p = q та p > q є принципово рiзними та зазвичай
потребують рiзних пiдходiв до їх вивчення.

Основний результат роботи представлено у наступнiй теоремi.

Теорема 2.1. Нехай u – довiльний слабкий розв’язок задачi (1.1)–
(1.3) з умовами (1.4) та структурною умовою (2.1) у сенсi означе-
ння 1.1. Нехай також гранична функцiя f задана таким чином, що
характер її загострення F , визначений у (1.5), має вигляд:

F (t) = ω0(T − t)−α ∀ t < T, ω0 > 0,
1

p
< α < ᾱ,

ᾱ :=
q + 1

p− q
, якщо p > q,

ᾱ := ∞, якщо p = q.

(2.2)
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Тодi iснує стала G > 0 i значення ŝ > 0, що залежать лише вiд вi-
домих параметрiв задачi, такi, що для розв’язку u справедлива рiв-
номiрна за t 6 T енергетична оцiнка:

E(t, s) + h(τ, s) 6 Gω
q+1

q+1−α(p−q)

0 s−ν ∀ t 6 T, s ∈ (0, ŝ), (2.3)

де ν = n(p−q)
q+1−α(p−q) +

q+1
q+1−α(p−q) α(p+ 1).

Тут функцiї h(t, s), E(t, s) є параметризованими енергетичними
функцiями, що залежать вiд вiдстанi s довiльної точки x до межi
областi ∂Ω, а саме:

E(t, s) :=

∫ t

0

∫
Ω(s)

|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ,

h(t, s) := sup
06τ<t

∫
Ω(s)

|u(τ, x)|q+1dx ∀ s ∈ (0, sΩ), ∀ t ∈ (0, T ),

(2.4)

де сiмейство пiдобластей Ω(s) визначається спiввiдношенням:

Ω(s) := {x ∈ Ω : d(x) > s}, s ∈ (0, sΩ), (2.5)

а значення sΩ визначає “радiус” цiєї областi. Це таке число, для якого
функцiя d(·) ∈ C2(Ω \ Ω(s)) ∀s 6 sΩ i, вiдповiдно, межа ∂Ω(s) є C2–
гладким многовидом для всiх 0 < s 6 sΩ.

Наслiдок 2.1. Нехай u – довiльний слабкий розв’язок задачi (1.1)–
(1.3) з умовою p = q у сенсi означення 1.1. Тодi за умов теореми 2.1
справедлива наступна оцiнка:

E(t, s) + h(t, s) 6 Gω0s
−α(p+1) ∀ t < T, ∀ s ∈ (0, ŝ). (2.6)

Оцiнка (2.3) дозволяє прослiдкувати перехiд вiд випадку p > q до
p = q. Легко бачити, що розв’язки рiвняння при p > q швидше заго-
стрюються бiля границi, бiльш того, вони “вибухають” та формують
зону сингулярностi при α = q+1

p−q . При цьому, чим бiльше рiзниця мiж
параметрами p та q, тим швидше “вибухає” розв’язок.

3. Доведення теореми 2.1

Iз означення (2.4) випливає, що енергетичнi функцiї E(t, s), h(t, s)
для розв’язку u є незростаючими функцiями аргументу s при довiль-
ному t 6 T . Крiм того, в силу (1.8) та (1.10), з умови теореми 2.1
випливає, що

E(t, s) + h(τ, s) <∞ ∀ s > 0, ∀ t 6 T. (3.1)
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Зафiксуємо тепер числа

ξ ∈ (0, 1); α1 ∈ (p−1, α). (3.2)

В силу (3.1) маємо двi альтернативи: або

E(T, s) + h(T, s) 6 2ω0T
−α1ξ−α ∀ s > 0, (3.3)

або iснує таке значення s̄ ∈ (0, sΩ), де sΩ з (2.5), що

E(T, s) + h(T, s) > 2ω0T
−α1ξ−α ∀ s ∈ (0, s̄). (3.4)

Почнемо аналiз з випадку (3.4). Для довiльної точки s̃ ∈ (0, s̄) ви-
значимо скiнчену зростаючу послiдовнiсть {tj} = {tj(s̃)}, j = 1, 2, ...,
t0 = 0 за допомогою неперервної функцiї Γs̃(·) : [0, t′] → [t1, T ], що
визначається спiввiдношенням:(
Γs̃(t)−t

)−α
=

ξα

ω0Tα−α1

(
E(Γs̃(t), s̃)−E(t, s̃)+ sup

t<τ<Γs̃(t)
h(τ, s̃)

)
. (3.5)

Значення t1 = t1(s̃) = Γs̃(0) визначається рiвнiстю:

t−α1 =
ξα

ω0Tα−α1
(E(t1, s̃) + h(t1, s̃)) , (3.6)

а t′ визначається зi спiввiдношення:

(T − t′)−α =
ξα

ω0Tα−α1

(
E(T, s̃)− E(t′, s̃) + sup

t′<τ<T
h(τ, s̃)

)
. (3.7)

В силу означення (3.6) i припущення (3.4) маємо

(E(t1, s̃) + h(t1, s̃)) t
α
1 =

ω0T
α−α1

ξα

<
1

2
(E(T, s̃) + h(T, s̃))Tα ∀s̃ ∈ (0, s̄].

(3.8)

Таким чином, в силу строгої монотонностi функцiї Rs̃(t) := (E(t, s̃)+
+ sup0<τ<t h(τ, s̃))t

α маємо, що t1(s̃) < T ∀s̃ ∈ (0, s̄]. Вiдмiтимо також,
що в силу (3.1) з означення (3.7) випливає:

t′ = t′(s̃) < T ∀s̃ ∈ (0, s̄]. (3.9)

Тож, можемо зробити висновок, що функцiя Γs̃(·) визначає строго
монотонну зростаючу послiдовнiсть {tj} спiввiдношенням:

tj := Γs̃(tj−1), j = 1, 2, ..., j0 = j0(s̃) <∞ :

tj0 = Γs̃(tj0−1) > t′, tj0−1 6 t′. (3.10)
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За послiдовнiстю {tj} з (3.10) визначимо послiдовнiсть iнтервалiв
∆j = ∆j(s̃) = tj − tj−1, j = 1, 2, ..., j0, для яких в силу означення
(3.5) має мiсце спiввiдношення:

∆−α
j =

ξα

ω0Tα−α1

(
E(tj , s̃)− E(tj−1, s̃) + sup

tj−1<τ<tj

h(τ, s̃)
)
. (3.11)

Покажемо тепер, що послiдовнiсть {∆j} є квалiфiковано спадною. В
силу леми 4.1 має мiсце оцiнка:

E(t, s) + h(t, s) 6 ω0(T − t)−α ∀ t < T, ∀ s ∈ (0, sΩ). (3.12)

В силу (3.12) з означення (3.5) функцiї Γs̃(t) випливає нерiвнiсть:

∆−α
j =

ξα

ω0Tα−α1

(
E(tj , s̃)− E(tj−1, s̃) + sup

tj−1<τ<tj

h(τ, s̃)
)

6 ξαT−(α−α1)(T − tj)
−α ∀j 6 j0.

Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що T > 1, тодi отримає-
мо:

∆j > ξ−1T 1−α1
α (T − tj) > ξ−1(T − tj) > ξ−1∆j+1 ⇒

∆j+1 6 ξ∆j ∀j 6 j0, (3.13)

де ∆j0+1 := T − tj0 . Спiввiдношення (3.13) назвемо властивiстю ква-
лiфiкованої монотонностi послiдовностi {∆j}. За сформованою по-
слiдовнiстю {tj} визначимо пошаровi енергетичнi функцiї Ej i hj за
допомогою спiввiдношень:

Ej(s) :=

∫ tj

tj−1

∫
Ω(s)

|∇xu(t, x)|p+1dxdt,

hj(s) := sup
tj−16t<tj

∫
Ω(s)

|u(t, x)|p+1dx ∀ j 6 j0, ∀ s ∈ (0, sΩ).

(3.14)

В силу леми 4.2 енергетичнi функцiї Ej i hj задовольняють систе-
му (4.2), (4.3). Аналiзуючи цю систему, встановимо оцiнки для енер-
гетичних функцiй E(t, s), h(t, s). Для цього спочатку введемо ваговi
енергетичнi функцiї:

Aj(s) := ∆α1
j Ej(s), Hj(s) := ∆α1

j hj(s), j = 1, 2, ..., j0. (3.15)
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Для них система (4.2), (4.3) приймає вигляд:

Aj(s) +Hj(s) 6 C1Hj−1(s) + C2∆
ν1−α1µ1
j

(
−A′

j(s)
)1+µ1

+ C3∆
ν2−α1µ2
j

(
−A′

j(s)
)1+µ2 ∀ s ∈ (s̃, s̄),

Hj(s) 6 (1 + γ)ξα1Hj−1(s) + C4γ
−(ν1+µ1)∆ν1−α1µ1

j

(
−A′

j(s)
)1+µ1

+ C5γ
− 1

q∆ν2−α1µ2
j

(
−A′

j(s)
)1+µ2 ,

(3.16)
де C1 = C1ξ

α1 , H0(s) = ∆α1
0 h0(s), ∆0 = ξ−1∆1. Накладемо тепер

першу умову на вибiр сталої ξ, а саме, покладемо ξ < (1 + γ)−α
−1
1 .

При цьому, в силу (3.13) маємо:

λj := (1+ γ)

(
∆j

∆j−1

)α1

6 λ := (1+ γ)ξα1 < 1, j = 1, 2, ..., j0. (3.17)

Легко перевiрити спiввiдношення:

λjλj−1...λi+1∆
νk−α1µk
i = (1 + γ)j−i∆νk−α1µk

j

(
∆j

∆i

)(1+µk)α1−νk

∀ j > i, k = 1, 2.

Враховуючи це, проiтеруємо нерiвностi (3.16). У результатi отримає-
мо:

Aj(s) +Hj(s) 6 C1(1 + γ)j−1

(
∆j

∆0

)α1

H0(s)

+∆ν1−α1µ1
j C6γ

−(ν1+µ1)

[
j∑
i=1

(1 + γ)j−i
(
∆j

∆i

)(1+µ1)α1−ν1 (
−A′

j(s)
)1+µ1]

+∆ν2−α1µ2
j C7γ

− 1
q

[
j∑
i=1

(1 + γ)j−i
(
∆j

∆i

)(1+µ2)α1−ν2 (
−A′

j(s)
)1+µ2]

∀ j 6 j0, ∀ s ∈ (s̃, s̄),
(3.18)

де C6 = max
{
C2γ

(ν1+µ1), C1C4λ
−1
}
, C7 = max

{
C3γ

1
q , C1C5λ

−1
}

. Вве-
демо далi новi енергетичнi функцiї

U
(1)
j (s) :=

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

(Ai(s) +Hi(s)),

U
(2)
j (s) :=

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ2

(
∆j

∆i

)α1− ν2
1+µ2

(Ai(s) +Hi(s)), j = 1, ..., j0.

(3.19)
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Очевиднi спiввiдношення:

U
(1)
j (s)−Aj(s)−Hj(s) = θ1,j U

(1)
j−1(s), U

(1)
0 (s) = 0,

U
(2)
j (s)−Aj(s)−Hj(s) = θ2,j U

(2)
j−1(s), U

(2)
0 (s) = 0, j = 1, 2, ..., j0,

(3.20)
де

θ1,j := (1 + γ)
1

1+µ1

(
∆j

∆j−1

)α1− ν1
1+µ1 6 θ1 := (1 + γ)

1
1+µ1 ξ

α1− ν1
1+µ1 < 1,

θ1,j := (1 + γ)
1

1+µ2

(
∆j

∆j−1

)α1− ν2
1+µ2 6 θ2 := (1 + γ)

1
1+µ2 ξ

α1− ν2
1+µ2 < 1,

(3.21)
За допомогою умов (3.21) накладаються бiльш жорсткi кiнцевi вимо-
ги на вибiр сталої ξ. Очевидно, що Hj(s), j = 1, 2, ..., j0 є абсолютно
неперервними монотонно незростаючими функцiями. Тому з нерiвно-
стей (3.18), в силу спiввiдношень (3.20) випливає справедливiсть для
майже всiх s ∈ (s̃, s̄) спiввiдношень:

U
(1)
j (s) 6 C1λ

j−1H0(s) + θ1U
(1)
j−1(s)

+ C6γ
−(ν1+µ1)∆ν1−α1µ1

j

(
− d

ds
U

(1)
j (s)

)1+µ1

+ C7γ
− 1

q∆ν2−α1µ2
j

(
− d

ds
U

(2)
j (s)

)1+µ2

, j = 1, 2, ..., j0, (3.22)

U
(2)
j (s) 6 C1λ

j−1H0(s) + θ2U
(2)
j−1(s)

+ C6γ
−(ν1+µ1)∆ν1−α1µ1

j

(
− d

ds
U

(1)
j (s)

)1+µ1

+ C7γ
− 1

q∆ν2−α1µ2
j

(
− d

ds
U

(2)
j (s)

)1+µ2

, j = 1, 2, ..., j0. (3.23)

Оцiнимо зверху значення U
(1)
j (s̃). В силу (3.15) i означення (3.11)

iнтервалiв {∆j} = {∆j(s̃)} ∀j 6 j0 маємо

U
(1)
j (s̃) =

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

∆α1
i (Ei(s̃) + hi(s̃))

= ω0ξ
−αTα−α1

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α1− ν1
1+µ1

∆
−(α−α1)
i ∀ j 6 j0.

(3.24)
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Звiдси випливає, що

U
(1)
j (s̃) = ω0ξ

−αTα−α1∆
−(α−α1)
j

j∑
i=1

(1 + γ)
j−i

1+µ1

(
∆j

∆i

)α− ν1
1+µ1

6 ω0ξ
−αTα−α1∆

−(α−α1)
j

j∑
i=1

(
θ1ξ

α−α1
)j−1

6 G1ω0(1− θ1ξ
α−α1)−1∆

−(α−α1)
j ∀ j 6 j0,

(3.25)

де G1 = ξ−αTα−α1 . Аналогiчно отримуємо оцiнку для U (2)
j (s̃):

U
(2)
j (s̃) 6 G1ω0(1− θ2ξ

α−α1)−1∆
−(α−α1)
j ∀ j 6 j0. (3.26)

Введемо тепер функцiї Uj(s) := U
(1)
j (s) + U

(2)
j (s). Нерiвностi (3.26) i

(3.25) породжують “початкову” умову для них:

Uj(s̃) 6 G2ω0∆
−(α−α1)
j ∀ j 6 j0, (3.27)

де G2 = G1

(
(1− θ1ξ

α−α1)−1 + (1− θ2ξ
α−α1)−1

)
. Додаючи нерiвностi

(3.22) i (3.23) та враховуючи монотонне незростання функцiй U (1)
j (s) i

U
(2)
j (s), отримаємо диференцiальну нерiвнiсть вiдносно функцiй Uj(s)

для випадку p > q:

Uj(s) 6 2max

{
C6γ

−(ν1+µ1)∆
µ1

(
q+1
p−q

−α1

)
j

(
−U ′

j(s)
)1+µ1 ,

C7 γ
− 1

q ∆
µ2

(
q+1
p−q

−α1

)
j

(
−U ′

j(s)
)1+µ2}+ 2C1λ

j−1H0(s) + θUj−1(s)

для майже всiх s ∈ (s̃, s̄), θ = max(θ1, θ2).
(3.28)

У випадку p = q ця диференцiальна нерiвнiсть приймає наступний
вигляд:

Uj(s) 6 2C1λ
j−1H0(s) + θUj−1(s) + C6γ

− 1
p+1∆

1
p+1

j (−U ′
j(s))

∀ s ∈ (s̃, s̄) (3.29)

Застосовуючи лему 4.4 для системи диференцiальних нерiвностей
(3.29), (3.27) та лему 4.3 для (3.28), (3.27), отримаємо наступну оцiн-
ку:

Uj(s) 6 2G3 ω
γ1
0 ψ(s− s̃) ∀ s : s̃ < s < s2 := min{s1, s̄}, ∀ j 6 j0(s̃).

(3.30)
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де ψ(s) := s
− (n(p−q)+(q+1)(p+1))(α−α1)

q+1−α(p−q) , γ1 =
q+1−α1(p−q)
q+1−α(p−q) ,

G3 =
(
C6(α−α1)(p+1)

e(1−θ)

)(α−α1)(p+1)
G2 у випадку p = q та

G3 =
(
q+1−α(p−q)
q+1−α1(p−q)

) 1+µ1
µ1

(
(α−α1)(p−q)
q+1−α1(p−q)

) (1+µ1)(α−α1)(p−q)
µ1(q+1−α(p−q))

µ̄1µ̄
q+1−α1(p−q)
q+1−α(p−q)

2

×
(
C6

1−θ

) (α−α1)(p−q)
µ1(q+1−α(p−q))

G
q+1−α1(p−q)
q+1−α(p−q)

2 у випадку p > q, при цьому

µ̄1 =
(

µ1
1+µ1

) 1+µ1
µ1 , µ̄2 =

(
µ2

1+µ2

) (1+µ1)(1+µ2)
µ1µ2 .

Далi, згадуючи означення (3.19) i (3.15), виводимо за допомогою
(3.30) оцiнку:

Ej(s) + hj(s) 6 2−1∆−α1
j Uj(s) 6 G3ω

γ1
0 ψ(s− s̃)∆−α1

j

∀ s ∈ (s̃, s2), j 6 j0. (3.31)

Тепер оцiнимо енергетичнi функцiї E(t, s) i h(t, s). Для цього зафi-
ксуємо довiльне значення i 6 j0 та просумуємо нерiвностi (3.31) за j
вiд 1 до i. В силу (3.11) i (3.13) отримуємо

E(ti, s) + sup
0<τ<ti

h(τ, s) 6 G3ω
γ1
0 ψ(s− s̃)

i∑
j=1

∆−α1
j

6 G3ω
γ1
0 ψ(s− s̃)∆−α1

i

i∑
j=1

(ξα1)j−1

6 G3ω
γ1
0 ψ(s− s̃)∆−α1

i (1− ξα1)−1

= G4ω
γ2
0 ψ(s− s̃) (Ei(s̃) + hi(s̃))

α1
α ∀ s ∈ (s̃, s2),

де γ2 =
(q + 1)(α− α1)

α(q + 1− α(p− q))
, G4 = ξα1(1− ξα1)−1T− (α−α1)α1

α G3.

(3.32)

Наступний крок доведення – отримання оцiнки типу (3.32) для до-
вiльної точки t < T . Для цього вiдмiтимо, що функцiя Γs̃(·), що визна-
чена в (3.5), неперервно, монотонно та взаємнооднозначно вiдображає
будь-який вiдрiзок [tj−1, tj ] на [tj , tj+1] ∀ j 6 j0 − 1. Зафiксуємо до-
вiльну точку t̄ ∈ [t1, T ). Нехай для визначеностi t̄ := t̄k ∈ (tk, tk+1]
при деякому k 6 j0. Тодi єдиним чином вiдновлюється послiдовнiсть
{t̄i}, i 6 k − 1 така, що:

t̄i+1 = Γs̃(t̄i) ∀ i 6 k − 1, t̄i ∈ (ti, ti+1], t̄0 ∈ (0, t1].
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За допомогою цiєї послiдовностi визначаються новi зсуви {∆i}:

∆
−α
i := (t̄i− t̄i−1)

−α =
ξα

ω0Tα−α1

(
E(t̄i, s̃)−E(t̄i−1, s̃)+ sup

t̄i−1<t<t̄i

h(t, s̃)
)
.

(3.33)
Аналогiчно (3.13) перевiряється квалiфiкована монотоннiсть послi-
довностi {∆i} : ∆i+1 < ξ∆i ∀ i 6 k − 1. За зсувами {∆i} визначимо
вiдповiднi енергетичнi функцiї Ei(s) i hi(s). Далi повторюємо обчи-
слення (3.15)–(3.32). В силу того, що t̄ = t̄k є довiльною точкою з
iнтервалу (0, T ], отримуємо оцiнку для довiльного t 6 T :

E(t, s) + h(t, s) 6 G4ω
(q+1)(α−α1)

α(q+1−α(p−q))

0 (s− s̃)
− (n(p−q)+(q+1)(p+1))(α−α1)

q+1−α(p−q)

× (E(t, s̃) + h(t, s̃))
α1
α ∀ t 6 T, ∀ s, s̃ : 0 < s̃ < s < s3. (3.34)

Тепер, застосовуючи лему 4.5, отримаємо оцiнку:

E(t, s) + sup
0<τ<t

h(τ, s) 6 2
α3(n(p−q)+(q+1)(p+1))
α1(α−α1)(q+1−α(p−q))G

α
α−α1
4 ω

q+1
q+1−α(p−q)

0

× s
− n(p−q)

q+1−α(p−q)
+ q+1

q+1−α(p−q)
α(p+1) ∀ t 6 T, ∀ s ∈ (0, s3). (3.35)

Таким чином, теорема 2.1 доведена. 2

4. Додаток

Лема 4.1. [13, роздiл 6.2, Лема 6.2.1] Нехай u – довiльний слабкий
розв’язок задачi (1.1)–(1.3). Тодi справедлива оцiнка:

sup
0<τ<t

∫
Ω
|u(τ, x)|q+1dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇xu(τ, x)|p+1dxdτ 6 CF (t)

∀ t ∈ (0, T ), (4.1)

де C > 0 — стала, що залежить лише вiд вiдомих параметрiв зада-
чi, а функцiя F визначена спiввiдношенням (1.5).

Лема 4.2. [13, роздiл 6.2, Лема 6.2.3] Нехай u – довiльний слабкий
розв’язок задачi (1.1)–(1.3) зi структурною умовою (2.1). Тодi для
майже всiх s ∈ (0, sΩ) справедлива система диференцiальних нерiв-
ностей:

Ej(s)+hj(s) 6 C1hj−1(s)+C2∆
ν1
j

(
−E′

j(s)
)1+µ1+C3∆

ν2
j

(
−E′

j(s)
)1+µ2 ,

(4.2)
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hj(s) 6 (1 + γ)hj−1(s) + C4γ
−(ν1+µ1)∆ν1

j

(
−E′

j(s)
)1+µ1 +

+ C5γ
− 1

q∆ν2
j

(
−E′

j(s)
)1+µ2 , j = 1, 2, ..., j0,

(4.3)
для довiльного γ : 0 < γ < 1. Додатнi сталi C1 < ∞, C2 < ∞, C3 <
∞ залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв задачi i не залежать
вiд γ, функцiї Ej та hj визначенi у (3.14),

ν1 =
(1− θ)(q + 1)

q(p+ 1) + θ(p− q)
, µ1 =

(1− θ)(p− q)

q(p+ 1) + θ(p− q)
,

θ =
n(p− q) + q + 1

n(p− q) + (q + 1)(p+ 1)
< 1, ν2 =

q + 1

q(p+ 1)
, µ2 =

p− q

q(p+ 1)
.

Лема 4.3. [13, роздiл 9.2, Леми 9.2.1–9.2.6] Нехай деяке сiмейство
невiд’ємних абсолютно неперервних монотонно незростаючих фун-
кцiй {Mj(s)}, j 6 j0 6 ∞, задовольняє для майже всiх s ∈ (0, s0),
s0 > 0, системi диференцiальних нерiвностей:

Mj(s)6λMj−1(s) + (1− λ)max
{
k
(1)
j (−M ′

j(s))
1+γ1 ; k

(2)
j (−M ′

j(s))
1+γ2

}
,

Mj(0) 6 Kj ∀ j ∈ N, M0(s) := 0,
(4.4)

де γ2 > γ1 > 0, λ = const ∈ (0, 1), k(1)j = c1ε
γ1
j , k(2)j = c2ε

γ2
j ,

Kj = c3ε
−(1−δ)
j , c1, c2, c3 > 0 – деякi сталi, δ ∈ (0, 1), {εj} – довiль-

на монотонно спадна послiдовнiсть додатних чисел. Тодi для Mj(s)
справедлива рiвномiрна оцiнка:

Mj(s) 6 max

{
B1s

− (1+γ1)(1−δ)
δγ1 , B2

}
∀ s ∈ (0, s0), ∀ j 6 j0, (4.5)

де B1, B2 – додатнi сталi, що залежать вiд c1, c2, c3, δ, γ1, γ2, та
не залежать нi вiд j0, нi вiд послiдовностi {εj}.

Лема 4.4. [25] Нехай деяке сiмейство невiд’ємних абсолютно не-
перервних монотонно незростаючих функцiй {Mj(s)}, j ∈ N, задо-
вольняє систему диференцiальних нерiвностей:

Mj(s) 6 λMj−1(s) + (1− λ)kj(−M ′
j(s)) ∀ s > s̄,

Mj(s̄) 6 expKj ∀ j ∈ N, M0(s) := 0,
(4.6)

де λ ∈ (0, 1), а послiдовнiсть {kj} прямує монотонно до 0 при j → ∞.
Нехай також

Kj = f(kj) = a+ b ln(k−1
j ). (4.7)

Тодi для розв’язкiв Mj(s) справедлива рiвномiрна апрiорна оцiнка:

Mj(s) 6 N(s) := bbea−b(s− s̄)−b ∀ j ∈ N, ∀ s > s̄. (4.8)



Є. О. Євгеньєва 293

Лема 4.5. [29] Нехай деяка неперервна невiд’ємна незростаюча фун-
кцiя f : [0,∞) → R1 задовольняє спiввiдношення:

f(s+ δ) 6 aδ−ρf(s)λ ∀ s > 0, δ > 0, (4.9)

де числа a > 0, ρ > 0, λ > 0. Тодi для функцiї f справедлива унiвер-
сальна апрiорна оцiнка:

1) якщо λ < 1, то f(s) 6 2
ρ

λ(1−λ)2 a
1

1−λ s−
ρ

1−λ ∀ s > 0;

2) якщо λ = 1, то f(s) 6 f(0) exp
(
1− (ae)

− 1
ρ s
)

∀ s > 0;

3) якщо λ > 1, то f(s0) = 0, s0 = 2
λ

λ−1
(
af(0)λ−1

) 1
ρ .
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