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Анотацiя. Доведено теореми про компактнi класи гомеоморфiзмiв з
гiдродинамiчним нормуванням, якi є розв’язками рiвняння Бельтра-
мi, характеристики яких мають компактний носiй i задовольняють
певнi обмеження теоретико-множинного типу. Як наслiдок, отрима-
но результати про компактнi класи розв’язкiв вiдповiдних задач Дi-
рiхле в деякiй жордановiй областi.
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1. Вступ

Дана стаття присвячена вивченню рiвняння Бельтрамi i задачi Дi-
рiхле для нього, якi активно вивчаються низкою авторiв (див., напр.,
[1–7]).

Вiдносно нещодавно отримано результати щодо компактностi сi-
мей розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi, а також вiдповiдної задачi Дiрiхле
для нього (див., напр., [5] i [7]). Зокрема, отримано компактнiсть цих
розв’язкiв з умовами нормування f(0) = 0, f(1) = 1 i f(∞) = ∞,
характеристики яких задовольняють обмеження iнтегрального, або
теоретико-множинного типу. Окремо вивчалася задача Дiрiхле для
рiвняння Бельтрамi. Зокрема, встановлено iснування вiдкритих дис-
кретних розв’язкiв цiєї задачi, а також теореми компактностi їх сiмей
в одиничному крузi (див., напр., [5] i [6]). Метою даної публiкацiї є
отримання нових умов компактностi класiв розв’язкiв рiвняння Бель-
трамi i задачi Дiрiхле в випадку, коли їх характеристики задовольня-
ють теоретико-множиннi обмеження на дилатацiї. Зокрема, доведено

Стаття надiйшла в редакцiю 27.12.2020

ISSN 1810 – 3200. c⃝ Iнститут прикладної математики i механiки НАН України



320 Про компактнiсть класiв розв’язкiв задачi Дiрiхле...

компактнiсть класiв розв’язкiв рiвняння Бельтрамi з так званим гi-
дродинамiчним нормуванням, тобто, коли цi розв’язки ведуть себе
близько до тотожних вiдображень в околi нескiнченно вiддаленої то-
чки. Аналогiчнi результати отримано для розв’язкiв задачi Дiрiхле у
довiльнiй обмеженiй жордановiй областi.

Скрiзь далi вiдображення f : D → C областi D ⊂ C вважається
таким, що зберiгає орiєнтацiю, зокрема, якщо f – гомеоморфiзм i
z ∈ D – яка-небудь його точка диференцiйовностi, то якобiан цьо-
го вiдображення в точцi z невiд’ємний. Для комплекснозначної фун-
кцiї f : D → C, заданiй в областi D ⊂ C, що має частиннi похiднi
по x i y при майже всiх z = x + iy, покладемо fz = (fx + ify) /2 i
fz = (fx − ify) /2. Комплексною дилатацiєю вiдображення f в точцi
z називається функцiя µ : D → C, визначена рiвнiстю µ(z) = µf (z) =
fz/fz при fz ̸= 0 i µ(z) = 0 в iншому випадку. Максимальною дила-
тацiєю вiдображення f в точцi z називається наступна функцiя:

Kµ(z) = Kµf (z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ (z)|

. (1.1)

Якщо задана вимiрна за Лебегом функцiя µ : D → D, D = {z ∈ C :
|z| < 1}, то не прив’язуючись до якого-небудь вiдображення f буде-
мо називати величину, що обчислюється за допомогою рiвностi (1.1),
максимальною дилатацiєю вiдповiдної функцiї µ. Зауважимо, що яко-
бiан вiдображення f в точцi z ∈ D можна обчислити за допомогою
рiвностi

J(z, f) = |fz|2 − |fz|2 ,

що можна перевiрити прямими обчисленнями. Неважко бачити, що
Kµf (z) =

|fz |+|fz |
|fz |−|fz | у всiх точках z ∈ D вiдображення f, що має частин-

нi похiднi в точцi z, де якобiан J(z, f) не дорiвнює нулю. Рiвнянням
Бельтрамi будемо називати диференцiальне рiвняння виду

fz = µ(z) · fz , (1.2)

в якому µ = µ(z) – задана невiдома функцiя. Регулярним розв’язком
рiвняння (1.2) в областi D ⊂ C ми будемо називати гомеоморфiзм
f : D → C класу W 1,1

loc (D) такий, що J(z, f) ̸= 0 при майже всiх
z ∈ D. У подальшому, в розширеному просторi Rn = Rn∪{∞}, n > 2,
використовується сферична (хордальна) метрика h(x, y) = |π(x) −
π(y)|, де π – стереографiчна проекцiя Rn на сферу Sn(12en+1,

1
2) в

Rn+1, а саме,

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
,
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h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√

1 + |y|2
, x ̸= ∞ ̸= y (1.3)

(див., напр., [8, означення 12.1]). У подальшому

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y) (1.4)

– хордальний дiаметр множини E ⊂ Rn. Як звично, сiм’я F вiдобра-
жень f : D → C буде називатися нормальною, якщо з кожної по-
слiдовностi fn ∈ F, n = 1, 2, . . . , можна видiлити пiдпослiдовнiсть
fnk

, k = 1, 2, . . . , яка збiгається локально рiвномiрно до деякого вiд-
ображення f : D → C в метрицi h. Якщо додатково f ∈ F, сiм’я F
називається компактною.

Множина A ⊂ D називається iнварiантно опуклою, якщо множи-
на g(A) є опуклою для будь-якого дробово-лiнiйного автоморфiзму g
одиничного круга.

Нехай D – область в Rn. Будемо говорити, що функцiя φ : D → R,
що є локально iнтегровною в деякому околi точки x0 ∈ D, має скiн-
ченне середнє коливання в точцi x0 (пишемо: φ ∈ FMO(x0)), якщо

lim sup
ε→0

1

Ωnεn

∫
B(x0, ε)

|φ(x)− φε| dm(x) < ∞ , (1.5)

де Ωn – об’єм одиничної кулi в Rn, φε = 1
Ωnεn

∫
B(x0, ε)

φ(x) dm(x) (див.,

напр., [9, розд. 2]). Зауважимо, що коли виконується умова (1.5) мо-
жлива ситуацiя, коли φε → ∞ при ε→ 0. Також будемо говорити, що
φ : D → R – функцiя скiнченного середнього коливання в областi
D, пишемо φ ∈ FMO(D), якщо φ має скiнченне середнє коливання в
кожнiй точцi x0 ∈ D.

Нехай M(z) ⊂ D, z ∈ C – деяка система множин (тобто, при
кожному z0 ∈ C символ M(z0) позначає деяку множину в D). По-
значимо через MM множину всiх комплексних вимiрних функцiй
µ : C → D, таких що µ(z) ∈ M(z) при майже всiх z ∈ C. Нехай
K – компакт в C, M(z) – система множин в D. Позначимо через
FM (K) клас усiх регулярних розв’язкiв f : C → C рiвняння (1.2) з
комплексними коефiцiєнтами µ, рiвними нулю зовнi K такими, що

f(z) = z + o(1) при z → ∞ , (1.6)

при цьому µ ∈ MM . Для множини M(z) покладемо

QM (z) =
1 + qM (z)

1− qM (z)
, qM (z) = sup

ν∈M(z)
|ν| . (1.7)



322 Про компактнiсть класiв розв’язкiв задачi Дiрiхле...

Одним з основних результатiв статтi є наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай M(z), z ∈ C – сiм’я iнварiантно опуклих ком-
пактних множин, i нехай функцiя QM є iнтегровною на K i задо-
вольняє принаймнi одну з умов: або QM ∈ FMO(C), або для кожного
z0 ∈ C iснує δ0 = δ(z0) > 0 таке, що

δ0∫
0

dt

tqMz0
(t)

= ∞ , (1.8)

де qMz0
(t) = 1

2π

2π∫
0

QM (z0 + teiθ) dθ. Тодi сiм’я вiдображень FM (K) є

компактною в C.

Перейдемо тепер до розгляду питання про компактнiсть класiв
розв’язкiв задачi Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi. Розглянемо насту-
пну задачу Дiрiхле:

fz = µ(z) · fz , (1.9)

lim
ζ→z

Re f(ζ) = φ(z) ∀ z ∈ ∂D , (1.10)

де φ : ∂D → R – наперед задана неперервна функцiя. Надалi вва-
жаємо, що D – деяка однозв’язна жорданова область у C. Розв’язок
задачi (1.9)–(1.10) будемо вважати регулярним, якщо виконано одно
з двох: або f(z) = const в D, або f – вiдкрите дискретне вiдображення
класу W 1,1

loc (D), таке що J(z, f) ̸= 0 при майже всiх z ∈ D.
Зафiксуємо точку z0 ∈ D i функцiю φ. Нехай M(z) ⊂ D, z ∈ D –

деяка система множин. Нехай Fφ,M,z0(D) позначає клас усiх регуляр-
них розв’язкiв f : D → C задачi Дiрiхле (1.9)–(1.10), якi задоволь-
няють умову Im f(z0) = 0 таких, що µ ∈ MM . Як i ранiше, визна-
чимо функцiю QM (z) спiввiдношенням (1.7), причому вважатимемо
QM (z) ≡ 1 при z ∈ C \D. Наступне твердження узагальнює [5, тео-
рема 2] на випадок довiльних однозв’язних жорданових областей.

Теорема 1.2. Нехай D – деяка однозв’язна жорданова область у C,
i нехай функцiя φ у (1.10) неперервна. Припустимо, що M(z), z ∈ D,
– сiм’я iнварiантно опуклих компактних множин, i нехай функцiя
QM є iнтегровною в D i задовольняє принаймнi одну з умов: або
QM ∈ FMO(D), або для кожного x0 ∈ D iснує δ0 = δ(x0) > 0 таке,
що

δ0∫
0

dt

tqMx0
(t)

= ∞ , (1.11)
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де qMx0
(t) = 1

2π

2π∫
0

QM (x0+ te
iθ) dθ. Тодi сiм’я вiдображень Fφ,M,z0(D)

є компактною в D.

2. Про збiжнiсть гомеоморфiзмiв з модульними
умовами

Нехай D – область в Rn, n > 2, M(Γ) – конформний модуль сiм’ї
кривих Γ в Rn (див., напр., [8, гл. 6]). Покладемо

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| < r} ,

Bn := B(0, 1), Sn−1 := S(0, 1), Ωn = m(Bn), ωn−1 = Hn−1(Sn−1),

де Hn−1 позначає (n− 1)-вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn. Якщо n = 2,
покладемо D := B(0, 1). Нехай, крiм того,

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} .

Для заданих множин E, F ⊂ Rn i областi D ⊂ Rn позначимо через
Γ(E,F,D) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn таких, що γ(a) ∈ E, γ(b) ∈
F i γ(t) ∈ D при t ∈ [a, b]. Вiдображення f : D → Rn називається
кiльцевим Q-вiдображенням у точцi x0 ∈ D, якщо спiввiдношення

M(f(Γ(S(x0, r1), S(x0, r2), A ∩D)))

6
∫

A∩D

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (2.1)

виконано для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0 :=
sup
x∈D

|x− x0|, i кожної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) → [0,∞]

такої, що
r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (2.2)

Наступна важлива лема випливає з [10, теореми 4.1 i 4.2].

Лема 2.1. Нехай D – область в Rn, n > 2, Q : D → [1,∞] – ви-
мiрна за Лебегом функцiя. Нехай, крiм того, fk, k = 1, 2, . . . – послi-
довнiсть гомеоморфiзмiв областi D в Rn, якi задовольняють умо-
ви (2.1)–(2.2) в кожнiй точцi x0 областi D, що збiгається локально
рiвномiрно в D до деякого вiдображення f : D → Rn по хордаль-
нiй метрицi h. Припустимо, що функцiя Q задовольняє принаймнi
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одну з двух умов: або Q ∈ FMO(D), або для кожного x0 ∈ D iснує
δ0 = δ(x0) > 0 таке, що

δ0∫
0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞ , (2.3)

де qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q(x) dHn−1, а Hn−1 позначає (n−1)-вимiрну

мiру Хаусдорфа. Тодi вiдображення f є або гомеоморфiзмом f : D →
Rn, або сталою c ∈ Rn.

Згiдно [11], область D в Rn називається областю квазiекстре-
мальної довжини, скор. QED-областю, якщо знайдеться число A >
1 таке, що для всiх континуумiв E i F у D виконується нерiвнiсть

M(Γ(E,F,Rn)) 6 A ·M(Γ(E,F,D)) . (2.4)

Наступне твердження встановлено в [12, лема 3.2].

Лема 2.2. Нехай D, D ′ – областi в Rn, n > 2, b0 ∈ D, b ′0 ∈ D ′, i не-
хай fk, k = 1, 2, . . . , – сiм’я гомеоморфiзмiв областi D на D ′ з умовою
нормування fk(b0) = b ′0, k = 1, 2, . . . . Припустимо, що кожне вiдобра-
ження fk, k = 1, 2, . . . задовольняє спiввiдношення (2.1) в довiльнiй
точцi x0 ∈ D i деякою вимiрною функцiєю Q : D → [1,∞] такою,
що виконано принаймнi одну з двох умов: або Q ∈ FMO(D), або для
кожного x0 ∈ D iснує δ0 = δ(x0) > 0 таке, що виконується (2.3).
Нехай область D є локально зв’язною на своїй межi, а D ′ є QED-
областю, яка мiстить не менше одної скiнченної межової точки.
Тодi кожне fk, k = 1, 2, . . . , продовжується до неперервного вiдобра-
ження fk : D → D ′ i, крiм того, сiм’я продовжених вiдображень
fk, k = 1, 2, . . . , є одностайно неперервною в D.

3. Компактнiсть розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi з
гiдродинамiчним нормуванням

Доведення теореми 1.1.
I. Передусiм доведемо, що сiм’я FM (K) є одностайно неперервною.

Зафiксуємо f ∈ FM (K), довiльний компакт C ⊂ C i покладемо f̃ =
1

f(1/z) . (Якщо f(1/w0) = 0, то ми вважаємо, що f̃(w0) := ∞). Оскiльки
f(z) = z + o(1) при z → ∞, то lim

z→∞
f(z) = ∞. Тодi покладаючи

f̃(0) := 0, отримаємо гомеоморфiзм f̃ , визначений в деякому околi
нуля. У подальшому покладемо f(∞) := ∞. Оскiльки f(z) = z+ o(1)
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при z → ∞, iснує окiл U початку координат i функцiя ε : U → C такi,
що f(1/z) = 1/z+ ε(1/z), де z ∈ U i ε(1/z) → 0 при z → 0. Отже, при
достатньо малому ∆z ∈ C ми будемо мати, що

f̃(∆z)− f̃(0)

∆z
=

1

∆z
· 1

1/(∆z) + ε(1/∆z)
=

1

1 + (∆z) · ε(1/∆z)
→ 1

при z → 0. Сказане доводить, що iснує f̃ ′(0), при цьому, f̃ ′(0) = 1.
Оскiльки зовнi K функцiя µ дорiвнює нулю, вiдображення f є кон-
формним в деякому околi V := C \ B(0, 1/r0) точки нескiнченнiсть,
причому, число 1/r0 залежить тiльки вiд K i K ⊂ B(0, 1/r0). Без
обмеження загальностi можна вважати, що також i компакт C за-
довольняє умову C ⊂ B(0, 1/r0). В такому випадку, вiдображення
f̃ = 1

f(1/z) є конформним у кулi B(0, r0), при цьому вiдображення

F (z) := 1
r0

· f̃(r0z) є гомеоморфiзмом одиничного круга в C i задо-
вольняє умови F (0) = 0, F ′(0) = 1. За теоремою Кебе про 1/4 (див.
напр., [1, теорема, розд. 1.3 гл. 1]) F (D) ⊃ B(0, 1/4); тодi

f̃(B(0, r0)) ⊃ B(0, r0/4) . (3.1)

Зi спiввiдношення (3.1) випливає, що

(1/f)(C \B(0, 1/r0)) ⊃ B(0, r0/4) . (3.2)

З урахуванням (3.2) покажемо, що

f(C \B(0, 1/r0)) ⊃ C \B(0, 4/r0) . (3.3)

Дiйсно, нехай y ∈ C \ B(0, 4/r0), тодi 1
y ∈ B(0, r0/4). Зi спiввiдно-

шення (3.2) 1
y = (1/f)(x), x ∈ C \ B(0, 1/r0). Тодi y = f(x), x ∈

C \B(0, 1/r0), що i доводить (3.3).
Оскiльки f – гомеоморфiзм у C, зi спiввiдношення (3.3) випли-

ває, що f(B(0, 1/r0)) ⊂ B(0, 4/r0). Покладемо ∆ := h(C \ B(0, 4/r0)),
де h(C \ B(0, 4/r0)) – хордальний дiаметр множини C \ B(0, 4/r0).
За [13, теорема 3.1] кожне вiдображення f є так званим кiльцевим
Q-гомеоморфiзмом в C при Q = Kµ(z), де µ визначається зi спiв-
вiдношення (1.2), а Kµ визначено в (1.1). Зауважимо, що Q 6 QM (z)
майже скрiзь. В таком випадку, сiм’я вiдображень FM (K) є одностай-
но неперервною в B(0, 1/r0) за [14, теореми 7.5, 7.6]. Нехай тепер fn ∈
FM (K), n = 1, 2, . . . . За теоремою Арцела-Асколi (див., напр., [8, тео-
рема 20.4]) iснує пiдпослiдовнiсть fnk

(z) послiдовностi fn, k = 1, 2, . . . ,
а також неперервне вiдображення f : B(0, 1/r0) → C такi, що fnk

локально рiвномiрно збiгається до вiдображення f у B(0, 1/r0) при
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k → ∞. Зокрема, оскiльки компакт C належить B(0, 1/r0), послiдов-
нiсть fnk

збiгається до f рiвномiрно на C. Оскiльки компакт C був
обраний довiльним, ми встановили, що сiм’я вiдображень fnk

збiгає-
ться до вiдображення f локально рiвномiрно.

II. Для завершення доведення теореми 1.1 залишилось встанови-
ти, що f ∈ FM (K). Передусiм доведемо, що граничне вiдображення
f задовольняє умову f(z) = z + o(1) при z → ∞. Зауважимо, що
сiм’я вiдображень Fnk

(z) := 1
r0

· 1
fnk

( 1
r0z

)
є компактною в одиничному

крузi (див. [1, теорема 1.2 гл. I]). Без обмеження загальностi можна
вважати, що сама послiдовнiсть Fnk

є локально рiвномiрно збiжною
в D. Тодi функцiя F (z) = 1

r0
· 1
f( 1

r0z
)

знову належить до класу S, що

складається з конформних вiдображень F одиничного круга, якi за-
довольняють умови F (0) = 0, F ′(0) = 1. Розпишемо розклад в ряд
Тейлора функцiй Fnk

i F в околi нуля. Будемо мати:

Fnk
(z) = z + ckz

2 + z2 · εk(z) , k = 1, 2, . . . , (3.4)

F (z) = z + c0z
2 + z2 · ε0(z) , (3.5)

де εk(z) i ε0(z) прямують до нуля при z → 0. Зi спiввiдношень (3.4) i
(3.5) випливає, що

fnk
(t) =

r0t
2

r0t+ ck + εk

(
1
r0t

) ,

fnk
(t)− t = −

ck + εk

(
1
r0t

)
r0 +

ck
t +

εk

(
1

r0t

)
t

, k = 1, 2, . . . , (3.6)

f(t) =
r0t

2

r0t+ c0 + ε0

(
1
r0t

) , f(t)− t = −
c0 + ε0

(
1
r0t

)
r0 +

c0
t +

ε0
(

1
r0t

)
t

. (3.7)

Зокрема, з другого спiввiдношення у (3.6) переходом до границi при
t→ ∞ випливає, що fnk

(t)−t→ − ck
r0
. Оскiльки за умовою fnk

(t)−t→
0 при t→ ∞, маємо: ck = 0. За теоремою Вейерштрасса про збiжнiсть
коефiцiєнтiв ряду Тейлора (див., напр., [15, Теорема 1.1.I]) маємо:
ck = 0 → c0 при k → ∞. Отже, c0 = 0 в (3.7), тобто, вiдображення f
також має гiдродинамiчне нормування: f(z) = z + o(1) при z → ∞.

Тепер покажемо, що f – гомеоморфiзм комплексної площини. По-
кладемо µk := µfnk

. За [13, теорема 3.1] кожне вiдображення fnk
є

кiльцевим Q-гомеоморфiзмом в кожнiй точцi z0 ∈ C при Q = Kµk(z).
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З огляду на лему 2.1 має мiсце наступна альтернатива: або f – го-
меоморфiзм з D у C, або f – стала в C. За доведеним на кроцi I f
є гомеоморфiзмом в деякому околi нескiнченностi, отже, f – гомео-
морфiзм всiєї комплексної площини, який приймає тiльки скiнченнi
комплекснi значення.

Тодi за [16, теорема 3.1 i зауваження 3.1] f ∈ W 1,1
loc (C). Покаже-

мо, що f є регулярним розв’язком рiвняння (1.2) з деяким µ, тобто,
J(z, f) ̸= 0 при майже всiх z ∈ C. Оскiльки за умовою вiдображення
fnk

є регулярними, крiм того, Kµk(z) 6 QM (z) майже скрiзь, крiм то-
го, QM є iнтегровною в K, маємо: J(fnk

, z) ̸= 0 при майже всiх z ∈ C,
gnk

:= f −1
nk

∈ W 1,2
loc , причому, (gnk

)w = 0 у майже всiх точках w, де
J(gnk

, w) = 0 (див. [17, теорема 1.3]). Отже, gnk
мають N -властивiсть

Лузiна (див., напр., [18, теорема 1] або [19, наслiдок B]). Позначимо
∂g = gw i ∂g = gw. Нехай C0 – довiльний компакт у f(D). Оскiль-
ки fnk

збiгаються до f локально рiвномiрно в C i f – гомеоморфiзм,
то gnk

також збiгаються локально рiвномiрно в f(D) до вiдображе-
ння g := f −1 (див., напр., [10, лема 3.1]). Зокрема, звiдси випливає,
що вiдображення gnk

визначенi на C0 при всiх достатньо великих
k > k0 = k0(C0). Оскiльки gnk

збiгаються рiвномiрно на C0 до g при
k → ∞, маємо:

|gnk
(w)| 6 |g(w)|+ 1 (3.8)

при всiх w ∈ C0 i достатньо великих k∈N. Покладемо A := sup
w∈C0

|g(w)|.

Зауважимо, що за теоремою Кантора про обмеженiсть неперервного
вiдображення на компактi C0 виконується нерiвнiсть A < ∞. Отже,
з огляду на (3.8),

gnk
(C0) ⊂ B(0, A+ 1) . (3.9)

Розглянемо спочатку випадок, коли J(gnk
, w) ̸= 0 при майже всiх

w ∈ C0. Будемо мати:

|∂gnk
(w)|2 =

(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
· |∂gnk

(w)| 2(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
= J(w, gnk

) · 1

1−
∣∣∣∣∂gnk

(w)

∂gnk
(w)

∣∣∣∣2
,

зокрема,

|∂gnk
(w)|2 = J(w, gnk

) · 1

1−
∣∣∣∣∂gnk

(w)

∂gnk
(w)

∣∣∣∣2
. (3.10)

Оскiльки gnk
є гомеоморфiзмами класу W 1,1

loc (D), якi мають N -влас-
тивiсть Лузiна, для них має мiсце замiна змiнних в iнтегралi (див.,
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напр., [20, теорема 3.2.5]). Зауважимо, що µgnk
(w) = −µk(gnk

(w)) =

−µk(f −1
nk

(w)), див. напр., [21, (4).C.I]. В такому випадку, з огляду
на (3.9) i (3.10), ми будемо мати, що∫

C0

|∂gnk
(w)|2 dm(w)

=

∫
C0

(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
· |∂gnk

(w)| 2dm(w)(
|∂gnk

(w)| 2 − |∂gnk
(w)| 2

)
=

∫
C0

J(w, gnk
) · 1

1−
∣∣∣∣∂gnk

(w)

∂gnk
(w)

∣∣∣∣2
dm(w) =

∫
gnk

(C0)

dm(z)

1− |µk(z)|2

(3.11)

6
∫

B(0,A+1)

Q ′(z) dm(z) <∞ .

З (3.11) випливає, що∫
C0

|∂gnk
(w)|2 dm(w) 6

∫
B(0,A+1)

Q ′(z) dm(z) <∞ , (3.12)

де Q ′(z) ≡ QM (z) при z ∈ K i Q ′(z) ≡ 1 в протилежному випадку.
Зауважимо, що спiввiдношення (3.12) виконується також i у випадку,
коли J(gnk

, w) = 0 на множинi додатної мiри в C0, бо, як вже було
зауважено вище, (gnk

)w = 0 у майже всiх точках w, де J(gnk
, w) = 0

(див. [17, теорема 1.3]). З (3.11) випливає, що g ∈ W 1,2
loc (див. [22, ле-

ма III.3.5]). Тодi g має N -властивiсть за теоремою Малого–Мартiо,
див., напр., [19, наслiдок B]. У свою чергу, f має майже всюди неви-
роджений якобiан за теоремою Пономарьова (див. [18, теорема 1]).

Отже, f є регулярним розв’язком рiвняння (1.2) при деякiй фун-
кцiї µ : C → D. За теоремою Герiнга-Лехто вiдображення f є майже
всюди диференцiйовним (див. [23, теорема III.3.1]). Тому за теоре-
мою 16.1 у [10] µ(z) = 0 при всiх z ∈ C \ K. Нарештi, µ ∈ MM

за [7, лема 1]. Отже, f ∈ FM (K). 2

4. Одностайна неперервнiсть сiмей вiдображень з
оберненою нерiвнiстю Полецького

В цьому роздiлi ми маємо справу з вiдображеннями f : D → Rn
областi D ⊂ Rn, n > 2. Нижче ми наводимо деякi результати з [24],
що є необхiдним для доведення ключових теорем наступного роздiлу.
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Нехай, як i ранiше, M(Γ) – конформний модуль сiм’ї кривих Γ
в Rn (див., напр., [8, гл. 6]). Якщо f : D → Rn – задане вiдобра-
ження, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 < d0 = sup

y∈f(D)
|y − y0|, то через

Γf (y0, r1, r2) позначимо сiм’ю всiх кривих γ в областi D таких, що
f(γ) ∈ Γ(S(y0, r1), S(y0, r2), A(y0, r1, r2)). Нехай Q : Rn → [0,∞] – ви-
мiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що f задовольняє обер-
нену нерiвнiсть Полецького в точцi y0 ∈ f(D), якщо спiввiдношення

M(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫

A(y0,r1,r2)∩f(D)

Q(y) · ηn(|y − y0|) dm(y) (4.1)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (4.2)

Нагадаємо, що вiдображення f : D → D ′ називається замкненим,
якщо будь-яку замкнену множину A ⊂ D вiдображення f перево-
дить у замкнену множину f(A) ⊂ D ′ (де замкненiсть розумiється
вiдносно областей D i D ′, вiдповiдно). Можна показати, що будь-якi
гомеоморфiзми мiж областями D i D ′ є замкненими вiдображеннями.

Для областей D,D ′ ⊂ Rn, точок a ∈ D, b ∈ D ′ i вимiрної за Лебе-
гом функцiї Q : D → [0,∞], що дорiвнює нулю зовнi областi D, позна-
чимо через Sa,b,Q(D,D

′) сiм’ю всiх вiдкритих, дискретних i замкне-
них вiдображень f областi D на D ′, що задовольняють умову (4.1)
для кожного y0 ∈ f(D), таких що f(a) = b. Наступне твердження
доведено в [24, теорема 7.1].

Лема 4.1. Припустимо, що область D має слабо плоску межу, жо-
дна iз зв’язних компонент якої не вироджена. Нехай Q ∈ L1(D).
Якщо область D ′ локально зв’язна на своїй межi, то кожне вiдобра-
ження f ∈ Sa,b,Q(D,D

′) має неперервне продовження f : D → D ′,
причому, f(D) = D ′ i, крiм того, сiм’я Sa,b,Q(D,D ′) усiх продовже-
них вiдображень f : D → D ′ є одностайно неперервною в D.

5. Компактнiсть сiмей розв’язкiв задачi Дiрiхле

Доведення теореми 1.2.
I. Нехай fm, m = 1, 2, . . . – довiльна послiдовнiсть сiм’ї Fφ,M,z0(D).

Згiдно теореми Стойлова про факторизацiю (див., напр., [25, п. 5 (III),
гл. V]), для вiдображення fm справедливе зображення

fm = φm ◦ gm , (5.1)
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де gm – деякий гомеоморфiзм, а φm – аналiтична функцiя. За ле-
мою 1 в [26] вiдображення gm належить класу Соболєва W 1,1

loc (D) i
має скiнченне спотворення. Бiльше того, згiдно [21, (1), п. C, гл. I]
для майже всiх z ∈ D отримаємо:

fmz = φmz(gm(z))gmz, fmz = φmz(gm(z))gmz . (5.2)

Отже, за спiввiдношенням (5.2), J(z, gm) ̸= 0 для майже всiх z ∈ D,
крiм того, Kµfm

(z) = Kµgm (z).

II. Доведемо, що межа областi gm(D) мiстить не менше двох то-
чок. Припустимо супротивне. Тодi або gm(D) = C, або gm(D) =
C \ {a}, де a ∈ C. Нехай спочатку gm(D) = C. Тодi за теоремою Пiка-
ра φm(gm(D)) є всiєю площиною, за виключенням, можливо, однi-
єї точки ω0 ∈ C. З iншого боку, при кожному m = 1, 2, . . . фун-
кцiя um(z) := Re fm(z) = Re (φm(gm(z))) неперервна на компактi
D за умовою (1.10) i з огляду на неперервнiсть функцiї φ. Отже,
iснує Cm > 0 таке, що |Re fm(z)| 6 Cm, але це суперечить тому,
що φm(gm(D)) мiстить всi точки комплексної площини крiм, можли-
во, однiєї. Випадок gm(D) = C \ {a}, a ∈ C, є неможливим, оскiльки
gm(D) має бути однозв’язною областю в C як образ однозв’язної обла-
стi D при гомеоморфiзмi gm, m = 1, 2, . . . .

Отже, межа областi gm(D) мiстить не менше двох точок. Тодi
за теоремою Рiмана про вiдображення можна перетворити область
gm(D) на одиничний круг D за допомогою конформного вiдображен-
ня ψm. Нехай z0 ∈ D – точка з умови теореми. За допомогою допомi-
жного конформного вiдображення

ψ̃m(z) =
z − (ψm ◦ gm)(z0)
1− z(ψm ◦ gm)(z0)

одиничного круга на себе можна вважати, що (ψm ◦ gm)(z0) = 0. Тодi
з (5.1) випливає, що

fm = φm ◦ gm = φm ◦ψ−1
m ◦ψm ◦ gm = Fm ◦Gm , m = 1, 2, . . . , (5.3)

де Fm := φm ◦ ψ−1
m , Fm : D → C, i Gm = ψm ◦ gm. Очевидно, функцiя

Fm є аналiтичною, а Gm – регулярний гомеоморфiзм класу Соболєва
в областi D. Зокрема, ImFm(0) = 0 для всiх m ∈ N.

III. Зауважимо що∫
D

KµGm
(z) dm(z) 6

∫
D

QM (z) dm(z) <∞ , (5.4)
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оскiльки за умовою µ(z) ∈ M(z) при майже всiх z ∈ D, крiм того,
при майже всiх z ∈ D виконано нерiвнiсть KµGm

(z) 6 QM (z), а фун-
кцiя QM (z) не залежить вiд iндексу m = 1, 2, . . . i iнтегровна в D за
умовою.

IV. Доведемо, що кожне вiдображення Gm, m = 1, 2, . . . , має не-
перервне продовження на ∂D, крiм того, сiм’я продовжених вiдобра-
жень Gm, m = 1, 2, . . . , є одностайно неперервною вD. Дiйсно, оскiль-
ки KµGm

(z) 6 QM (z) при майже всiх z ∈ D, KµGm
∈ L1(D). З огляду

на це, за [27, теорема 3] (див. також [13, теорема 3.1]) кожне вiдобра-
ження Gm, m = 1, 2, . . . , є так званим кiльцевим QM -гомеоморфiзмом
в D. Тодi бажаний висновок є твердженням леми 2.2.

V. Доведемо також, що гомеоморфiзми G−1
m , m = 1, 2, . . . , про-

довжується по неперервностi на ∂D i сiм’я вiдображень {G−1
m }∞m=1

є одностайно неперервною в D. Оскiльки за доведеним у пунктi IV
вiдображення Gm, m = 1, 2, . . . , є кiльцевими KµGm

(z)-гомеоморфiз-
мами в D, оберненi до них вiдображення G−1

m задовольняють спiв-
вiдношення (4.1) (в цьому випадку, D у (4.2) вiдповiдає одиничному
кругу D, f 7→ Gm, Q 7→ KµGm

(z), вiдповiдно, областi f(D) у (4.1) вiд-
повiдає D). Оскiльки G−1

m (0) = z0 для всiх m = 1, 2, . . . , неперервне
продовження кожного вiдображення G−1

m на ∂D, а також одностайна
неперервнiсть сiм’ї вiдображень {G−1

m }∞m=1 на D є результатом ле-
ми 4.1.

VI. Оскiльки за доведеним в пунктi IV сiм’я {Gm}∞m=1 є одно-
стайно неперервною в D, за критерiєм Арцела-Асколi iснує зростаю-
ча пiдпослiдовнiсть номерiв mk, k = 1, 2, . . . , така що послiдовнiсть
Gmk

збiгається рiвномiрно в D при k → ∞ до деякого неперервно-
го вiдображення G : D → C (див., напр., [8, теорема 20.4]). Нехай
G : = G|D. За лемою 2.1 має мiсце альтернатива: або G – гомеомор-
фiзм областi D у C, або G – стала в C. Доведемо, що другий ви-
падок неможливий. Скористаємося пiдходом, застосованим при до-
веденнi другої частини теореми 21.9 в [8]. Припустимо супротивне:
нехай Gmk

(x) → c = const при k → ∞. Оскiльки Gmk
(z0) = 0 при

всiх k = 1, 2, . . . , маємо: c = 0. З огляду на пункт V сiм’я вiдображень
G−1
m , m = 1, 2, . . . , є одностайно неперервною в D. Тодi для довiльної

точки z ∈ D

h(z,G−1
mk

(0)) = h(G−1
mk

(Gmk
(z)), G−1

mk
(0)) → 0

при k → ∞, що неможливо, бо z – довiльна точка областi D. Отри-
мана суперечнiсть вказує на те, що G : D → C – гомеоморфiзм.
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VII. За доведеним у пунктi V сiм’я вiдображень {G−1
m }∞m=1 є одно-

стайно неперервною в D. Отже, за критерiєм Арцела-Асколi (див.,
напр., [8, теорема 20.4]) ми також можемо вважати, що послiдовнiсть
G

−1
mk

(y), k = 1, 2, . . . , збiгається рiвномiрно в D до декого неперервно-
го вiдображення F̃ : D → D при k → ∞. Встановимо, що F̃ = G

−1
.

Для цього покажемо, що G(D) = D. Зафiксуємо y ∈ D. Оскiльки
Gmk

(D) = D при всiх k = 1, 2, . . . , ми маємо Gmk
(xk) = y при де-

якому xk ∈ D. Оскiльки область D обмежена, можна вважати, що
xk → x0 ∈ D при k → ∞. Далi, використовуючи нерiвнiсть трикутни-
ка i з огляду на одностайну неперервнiсть {Gm}∞m=1 в D (пункт IV),
будемо мати:

|G(x0)− y|
= |G(x0)−Gmk

(xk)| 6 |G(x0)−Gmk
(x0)|+ |Gmk

(x0)−Gmk
(xk)| → 0

при k → ∞. Звiдси G(x0) = y. Зауважимо, що x0 ∈ D, оскiльки G
– гомеоморфiзм. В силу довiльностi точки y ∈ D рiвнiсть G(D) = D
доведено. В такому випадку, G−1

mk
→ G−1 локально рiвномiрно в D

при k → ∞ (див., напр., [10, лема 3.1]). Таким чином, F̃ (y) = G−1(y)
при всiх y ∈ D. Нарештi, оскiльки вiдображення F̃ має неперервне
продовження на межу областi D, то в силу єдиностi границi в межо-
вих точках маємо також F̃ (y) = G

−1
(y) при всiх y ∈ D. Отже, ми

довели, що G−1
mk

→ G
−1 рiвномiрно в D при k → ∞.

VIII. За пунктом VII, для y = eiθ ∈ ∂D при k → ∞ будемо мати:

ReFmk
(eiθ) = φ(G

−1
mk

(eiθ)) → φ(G
−1

(eiθ)) (5.5)

рiвномiрно по θ ∈ [0, 2π). Оскiльки за побудовою ImFmk
(0) = 0 при

всiх k = 1, 2, . . . , за формулою Шварца (див., напр., [28, § 8, гл. III,
частина 3]) аналiтична функцiя Fmk

однозначно вiдновлюється по
своїй дiйснiй частинi, а саме,

Fmk
(y) =

1

2πi

∫
S(0,1)

φ(G
−1
mk

(t))
t+ y

t− y
· dt
t
. (5.6)

Покладемо

F (y) :=
1

2πi

∫
S(0,1)

φ(G
−1

(t))
t+ y

t− y
· dt
t
. (5.7)

Нехай K ⊂ D – довiльний компакт. З огляду на спiввiдношення (5.6)
i (5.7) ми отримаємо, що для y ∈ K

|Fmk
(y)− F (y)| 6 1

2π

∫
S(0,1)

|φ(G−1
mk

(t))− φ(G
−1

(t))|
∣∣∣∣ t+ y

t− y

∣∣∣∣ |dt| . (5.8)
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Оскiльки K – компакт, знайдеться 0 < R0 = R0(K) < 0 таке, що
K ⊂ B(0, R0). Тодi за нерiвнiстю трикутника |t+y| 6 1+R0 i |t−y| >
|t| − |y| > 1−R0 для всiх y ∈ K i всiх t ∈ S1. Тодi∣∣∣∣ t+ y

t− y

∣∣∣∣ 6 1 +R0

1−R0
:=M =M(K) . (5.9)

Зафiксуємо довiльне ε > 0. З огляду на умову (5.5) для числа ε ′ := ε
M

знайдеться номер N = N(ε,K) ∈ N такий, що

|φ(G−1
mk

(t))− φ(G
−1

(t))| < ε ′

для всiх k > N(ε). Тодi з (5.8) i (5.9) випливає, що

|Fmk
(y)− F (y)| < ε ∀ k > N . (5.10)

З нерiвностi (5.10) випливає, що послiдовнiсть Fmk
збiгається до фун-

кцiї F локально рiвномiрно в одиничному крузi. Зокрема, маємо:
ImF (0) = 0, тодi також Im f(z0) = 0, де f = F ◦ G. Зауважимо,
що F є аналiтичною функцiєю в D (див. зауваження, зробленi в кiнцi
параграфу 8 частини 3 у [28]), причому для z = reiψ

ReF (reiψ) =
1

2π

2π∫
0

φ(G
−1

(eiθ))
1− r2

1− 2r cos(θ − ψ) + r2
dθ .

За [28, теорема 2, § 10, гл. III, частина 3]

lim
ζ→z

ReF (ζ) = φ(G
−1

(z)) ∀ z ∈ ∂D . (5.11)

Зауважимо, що функцiя F є або сталою, або вiдкрита i дискретна
(див., напр., [25, гл. V, розд. I, пункт 6 i розд. II, пункт 5]). Отже,
послiдовнiсть fmk

= Fmk
◦ Gmk

збiгається локально рiвномiрно до
функцiї f = F ◦ G, яка є вiдкритою i дискретною, або сталою фун-
кцiєю, причому, з огляду на (5.11)

Re f(z) = ReF (G(z)) = φ(G
−1

(G(z))) = φ(z) ∀ z ∈ ∂D .

IX. Оскiльки за доведеним у пунктi VI вiдображення G є гомео-
морфiзмом, з огляду на [7, теорема 1] G є регулярним розв’язком
рiвняння (1.9) з деякою функцiєю µ : D → D. Оскiльки множи-
на точок функцiї F, де її якобiан дорiвнює нулю, може складатися
тiльки з iзольованих точок (див. [25, пункти 5 и 6 (II), гл. V]), у
випадку F ̸≡ const вiдображення f є регулярним. Залишилось дове-
сти, що µ ∈ MM . Якщо f(z) = c = const в областi D, то завдяки
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умовi (1.10) це є можливим лише у випадку, коли fn(z) = c у D, а
µn(z) = 0 ∈M(z) при майже всiх z ∈ D. В цiй ситуацiї також µ(z) = 0
при майже всiх z ∈ D, зокрема, µ ∈ MM .

Нехай тепер f(z) ̸= const. За доведеним вище вiдображення f є
регулярним. Оскiльки fn(z) збiгається до f(z) локально рiвномiрно в
областi D i, крiм того, f має майже всюди вiдмiнний вiд нуля якобiан,
то за [7, лема 1] µ(z) ∈ inv coM0(z) для майже всiх z ∈ D, де inv coA
позначає iнварiантно опуклу оболонку множини A ⊂ C (див., напр.,
[29]), аM0(z) позначає множину точок скупчення послiдовностi µn(z),
n = 1, 2, . . . . Очевидно, iснує множина D0 ⊂ D така, що µn(z) ∈M(z)
i µ(z) ∈ inv coM0(z) при всiх z ∈ D0 i всiх n ∈ N, де m(D \D0) = 0.
Зафiксуємо z0 ∈ D0. Нехай w0 ∈ M0(z0). Тодi iснує пiдпослiдовнiсть
номерiв nk, k = 1, 2, . . . , для якої µnk

(z0) є збiжною при k → ∞ i
lim
k→∞

µnk
(z0) = w0. Оскiльки за припущенням µnk

(z0) ∈ M(z0) при

всiх k = 1, 2, . . . , крiм того, множина M(z0) є замкненою, то w0 ∈
M(z0). Отже,

M0(z0) ⊂M(z0) . (5.12)

Зi спiввiдношення (5.12) випливає, що

inv coM0(z0) ⊂M(z0) , (5.13)

оскiльки множинна M(z0) припускалася iнварiантно опуклою. Отже,

µ(z0) ∈ inv coM0(z0) ⊂M(z0)

при майже всiх z0 ∈ D, що i потрiбно було довести. 2

Для фiксованої функцiї Q : C → [0,∞], Q(z) ≡ 0 при z ∈ C \ D,
точки z0 ∈ D i неперервної функцiї φ : ∂D → R позначимо через
Fφ,Q,z0(D) клас усiх регулярних розв’язкiв f : D → C задачi Дiрi-
хле (1.9)–(1.10), якi задовольняють умову Im f(z0) = 0 таких, що
Kµf (z) 6 Q(z) для майже всiх z ∈ D. Наступне твердження також
можна розглядати як узагальнення [5, теорема 2] на випадок одно-
зв’язних жорданових областей.

Наслiдок 5.1. Нехай D – деяка однозв’язна жорданова область
у C, i нехай функцiя φ у (1.10) неперервна. Припустимо, що фун-
кцiя Q є iнтегровною в D i задовольняє принаймнi одну з умов: або
Q ∈ FMO(D), або для кожного z0 ∈ D iснує δ0 = δ(z0) > 0 таке,

що виконано умову (1.11), де qz0(t) =
1
2π

2π∫
0

Q(z0 + teiθ) dθ. Тодi сiм’я

вiдображень Fφ,Q,z0(D) є компактною в D.
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Доведення. Дiйсно, в силу рiвностi Kµf (z) =
1+|µf (z)|
1−|µf (z)| умова Kµf (z) 6

Q(z) еквiвалентна умовi |µf (z)| 6 Q(z)−1
Q(z)+1 . Тодi µf (z) ∈ B

(
0, Q(z)−1

Q(z)+1

)
,

причому множини M(z) := B
(
0, Q(z)−1

Q(z)+1

)
є замкненими i iнварiантно

опуклими. В такому випадку, бажане твердження випливає з теоре-
ми 1.2.
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