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ЗА НАЯВНОСТI ТОПОЛОГIЧНОГО
ДЕФЕКТУ У ДВОВИМIРНОМУ ПРОСТОРI 1

УДК 539

Двовимiрний простiр з топологiчним дефектом є поперечним зрiзом тривимiрного про-
стору з вихором Абрикосова–Нiльсена–Олесена, який являє собою непроникливу для
квантованої матерiї трубку з потоком калiбрувального поля. Заряджене поле спiнорної
матерiї квантується в цьому зрiзi, задовольняючи найбiльш загальним математично
допустимим граничним умовам. Показано, що струм та магнiтне поле iндукуються
у вакуумi. Вивчається залежнiсть результатiв вiд граничних умов. Встановлено, що
вимога скiнченностi повного iндукованого вакуумного магнiтного потоку усуває нео-
днозначнiсть у виборi граничних умов. Обговорюються вiдмiнностi мiж випадками
масивної та безмасової спiнорної матерiї.
К люч о в i с л о в а: поляризацiя вакууму, вихор, струм, магнiтний потiк.

1. Вступ

Топологiчнi ефекти представляють великий iнте-
рес внаслiдок того, що вони пов’язанi з загальни-
ми властивостями простору-часу та у зв’язку з чи-
сленними практичними застосуваннями. У 1959 р.
Ааронов та Бом [1] розглянули квантовомеханiчну
задачу розсiяння заряджених частинок на магнi-
тному вихорi та виявили, що результат не зале-
жить вiд глибини проникнення частинок в область
з магнiтним потоком вихору. Вперше було показа-
но, що на рух заряджених частинок, при кванто-
вому описi, може впливати магнiтне поле з обла-
стi, не доступної для частинок. Зазначене стає мо-
жливим за умови нетривiальностi першої гомото-
пiчної групи просторової областi, в якiй рухаю-
ться зарядженi частинки. Даний ефект (вiдсутнiй
в класичнiй фiзицi) суттєво вплинув на розвиток
рiзних галузей квантової фiзики вiд фiзики части-
нок та космологiї до фiзики конденсованого стану
та мезоскопiчної фiзики, див., наприклад, оглядо-
вi роботи [2–4]. Однак, навiть бiльш важливим є
те, що вiдкриття Ааронова та Бома засвiдчило ва-
жливiсть топологiї в контекстi фундаментальних
принципiв квантової теорiї.
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У 1957 р. Абрикосов [5] показав, що магнiтний
вихор може утворюватися у надпровiдниках дру-
гого роду. Пiзнiше цей результат був отриманий у
бiльш загальному контекстi в релятивiстський те-
орiї поля [6]. Такi струноподiбнi об’єкти (їх стали
називати вихорами Абрикосова–Нiльсена–Олесена
(AНO)) виникають як топологiчнi дефекти внаслi-
док фазових переходiв при спонтанному порушен-
нi неперервних симетрiй. Загальною умовою iсну-
вання таких об’єктiв є нетривiальнiсть першої го-
мотопiчної групи у груповому просторi порушеної
симетрiї.

В наш час велика увага надається дослiджен-
ню непертурбативних ефектiв в квантових систе-
мах, що виникають внаслiдок взаємодiї квантова-
них полiв матерiї з фоновим класичним полем з
нетривiальною топологiєю. Вихор АНО описується
в класичному пiдходi за допомогою поля зi спiном
нуль (поля Хiггса), що конденсується, та поля зi
спiном один, що вiдповiдає групi спонтанно пору-
шеної симетрiї. Зазначенi поля взаємодiють мiнi-
мальним чином зi сталою 𝑒cond. Вимога однозна-

1 Ця робота базується на результатах, якi доповiдалися на
мiжнароднiй конференцiї “XI Bolyai–Gauss–Lobachevsky
(BGL-2019): Non–Euclidean, Noncommutative Geometry
and Quantum Physics.”
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чностi поля конденсата та скiнченностi енергiї ви-
хору пов’язує значення потоку зi сталою 𝑒cond:

Φ =

∮︁
𝑑xV(x) = 2𝜋/𝑒cond, (1)

де V(x) – векторний потенцiал калiбрувального
поля з одиничним спiном, а iнтегрування вiдбува-
ється по контуру, що охоплює вихор один раз (ви-
користовуються одиницi ~ = 𝑐 = 1). При розглядi
впливу вихору АНО на квантоване поле матерiї
потрiбно врахувати наступнi обставини. Кванто-
ване поле матерiї взаємодiє з векторним потенцiа-
лом мiнiмальним чином зi сталою зв’язку 𝑒. Вихор
АНО характеризується двома параметрами з роз-
мiрнiстю довжини: один iз них визначає попере-
чний розмiр областi з непорушеною калiбруваль-
ною симетрiєю i є порядку кореляцiйної довжини,
а другий – визначає поперечний розмiр областi з
ненульовим значенням напруженостi калiбруваль-
ного поля i є порядку глибини проникнення. Цi па-
раметри визначають параметр Гiнзбурга–Ландау,
а за його значенням надпровiдники подiляются на
надпровiдники I-го або II-го роду (див., напри-
клад, огляд [7]). Не вдаючись до деталей, зверта-
ємо увагу на те, що фаза зi спонтанно порушеною
симетрiєю (область з квантованим полем матерiї)
знаходиться у просторi ззовнi вихору i цей простiр
не є однозв’язним (його перша гомотопiчна група
є нетривiальною). Вiдповiдно, можна очiкувати на
тiсний зв’язок нашої задачi з ефектом Ааронова–
Бома, оскiльки вихор АНО не впливає на оточую-
чу матерiю з класичної точки зору, а якщо вплив
має мiсце, то вiн має квантову природу. Зазначи-
мо також, що гранична умова на квантоване поле
матерiї на поверхнi вихору має особливе значення.
Найменш обмежуючою, але фiзично придатною,
є гранична умова, що забезпечує самоспряженiсть
оператора Гамiльтона, див., наприклад, [8].

Тензор енергiї-iмпульсу вихору АНО має нену-
льовими лише дiагональнi компоненти: −𝑇𝑧𝑧 =
= 𝑇00 > 0, 0 < −𝑇𝑟𝑟 ≪ 𝑇00, 0 < −𝑟−2 𝑇𝜙𝜙 ≪
≪ 𝑇00 (див, наприклад, [9]). Згiдно з рiвнянням
Ейнштена–Гiльберта значення тензора енергiї-
iмпульсу визначають гравiтацiйне поле

𝑅𝜌𝜌′ − 1

2
𝑔𝜌𝜌′𝑅 = 8𝜋Ģ𝑇𝜌𝜌′ , (2)

де 𝑅𝜌𝜌′ – тензор Рiччi, 𝑅 = 𝑔𝜌𝜌
′
𝑅𝜌𝜌′ – скаляр

кривини, Ģ – гравiтацiйна стала; ми використо-

вуємо позначення згiдно з [10]. Взявши згортку
за лоренцевими iндексами у (2), можна отри-
мати, що простiр-час, у якому знаходиться ви-
хор, характеризується додатним скаляром кри-
вини, 𝑅 > 16𝜋Ģ𝑇00, оскiльки 𝑇00 є додатним.
Простiр-час ззовнi вихору є пласким (𝑅 = 0), але
не є простором-часом Мiнковського. Його метрика
задається квадратом елемента довжини

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝜈−2𝑟2𝑑𝜙2 + 𝑑𝑧2, (3)

де

𝜈 = (1− 4Ģ𝑀)−1, (4)

𝑀 – лiнiйна густина маси вихору, що є порядку
квадрату маси поля конденсату. Поперечний до
вихору зовнiшнiй простiр (𝑧 = const) є конiчною
поверхнею з дефiцитом кута 8𝜋Ģ𝑀 .

Квантово-польовi теоретичнi моделi у (2+1)-ви-
мiрному просторi-часi мають багато цiкавих ефе-
ктiв, наприклад, подрiбнення фермiонного числа,
порушення парностi, порушення ароматної симе-
трiї, див. огляди [11, 12]. Регулярна конфiгура-
цiя магнiтного поля (яка описується неперервною
функцiєю, що може зростати найбiльше як 𝑂(|x−
−x𝑤|−2+𝜀) (𝜀 > 0)) iндукує фермiонне число у
вакуумi квантованої спiнорної матерiї у двови-
мiрному просторi (поверхнi), що протикається лi-
нiями магнiтного поля; густина фермiонного чи-
сла пропорцiйна напруженостi магнiтного поля, а
повне фермiонне число пропорцiйне повному ма-
гнiтному потоку [13]. Вплив сингулярної конфi-
гурацiї магнiтного поля на вакуум є iншим; то-
чка, де лiнiя магнiтного поля перетинає поверхню,
є виколотою, загальне фермiонне число iндукує-
ться на поверхнi у вакуумi ззовнi виколотої то-
чки та є перiодичною функцiєю повного потоку
сингулярного магнiтного поля. Даний ефект в за-
гальному випадку розглядався у [14–16], де було
вперше показано, що магнiтний потiк через недо-
ступну для квантованої спiнорної матерiї область
iндукує фермiонне число у вакуумi спiнорної ма-
терiї, що є проявом ефекту Ааронова–Бома (ха-
рактеризується перiодичною залежнiстю вiд вида-
леного магнiтного потоку) [1] в квантовiй теорiї
поля.

Випадок видаленого магнiтного поля є подiбним
до випадку топологiчного дефекту у виглядi ви-
хору АНО, оскiльки в останньому випадку роль
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магнiтного поля вiдiграє калiбрувальне поле, що
вiдповiдає спонтанно порушенiй симетрiї, а ваку-
ум квантованого спiнорного поля iснує ззовнi ядра
вихору. Для початку можна знехтувати попере-
чним розмiром вихору i формально покласти ко-
реляцiйну довжину нулю. При цьому питання ви-
бору граничних умов для вихору нескiнченно ма-
лого поперечного розмiру є надзвичайно важли-
вим. Це питання не розглядалося в роботах [14–16],
але було розглянуто пiзнiше з використанням най-
бiльш загального вигляду граничних умов, що за-
безпечують самоспряженiсть вiдповiдного опера-
тора гамiльтонiана Дiрака. Всi ефекти поляриза-
цiї вакууму, що iндукуються сингулярним вихором
у квантованiй спiнорнiй матерiї, були отриманi у
[17–21] для випадку масивних спiнорiв та у [22–24]
для випадку безмасових спiнорiв. Слiд вiдзначи-
ти, що деякi ефекти поляризацiї вакууму за наяв-
ностi сингулярного вихору були розглянутi ранiше
у [25–27] для часткових випадкiв граничних умов.
Однак результати, отриманi у [26,27], виявилися у
пiдсумку хибними, оскiльки перiодичнiсть за вели-
чиною потоку сингулярного вихору була зiгноро-
вана у зусиллях iмiтувати результати, притаманнi
випадку регулярної конфiгурацiї зовнiшнього по-
ля.

Наступним кроком є врахування конiчностi про-
стору ззовнi вихору. Ця задача була розглянута в
роботах [28–35] для квантованої матерiї як скаляр-
ного так i спiнорного поля, iнодi в неповному та
недостатньо переконливому виглядi у випадку ма-
сивної матерiї. Нарештi, останнiм кроком є враху-
вання ненульового значення кореляцiйної довжи-
ни, тобто поперечного розмiру вихору. Ця задача
була розглянута в роботах [36–38] для квантова-
ної спiнорної матерiї за певного вибору граничної
умови, а також у [39–42] для квантованої скалярної
матерiї за граничної умови Дiрiхлє у просторi-часi
довiльної розмiрностi.

Мета даної роботи полягає у вивченнi впли-
ву граничної умови найбiльш загального вигляду
на ефекти поляризацiї вакууму, що iндукуються
вихором АНО у квантованiй спiнорнiй матерiї у
(2 + 1)-вимiрному просторi-часi. Найбiльший iн-
терес представляють такi характеристики вакуу-
му як струм, порушуючий парнiсть конденсат та
тензор енергiї-iмпульсу, оскiльки фермiонне число
та кутовий момент змiнюють свiй знак при пере-
ходi до нееквiвалентного незвiдного представлен-

ня алгебри Дiрака–Клiфорда у (2 + 1)-вимiрному
просторi-часi 2.

2. Струм та магнiтне
поле, що iндукуються у вакуумi

Вiдкладаючи розгляд порушуючого парнiсть кон-
денсату та тензора енергiї-iмпульсу до наступних
публiкацiй, ми почнемо з розгляду iндукованого
вакуумного струму, що задається виразом

j(x) = −1

2

∑︁∫︁
sgn(E)𝜓†

E(x)𝛼𝜓E(x), (5)

де 𝜓𝐸(x) – розв’язок стацiонарного рiвняння Дiра-
ка,

𝐻𝜓𝐸(x) = 𝐸𝜓𝐸(x),

𝐻 = −i𝛼

(︂
𝜕 − i𝑒V +

i

2
𝜔

)︂
+ 𝛽𝑚,

(6)

V(x) та 𝜔(x) є зв’язнiстю розшарування та спiно-

вою зв’язнiстю, символ
∑︁∫︁

означає пiдсумовування

за дискретною частиною та iнтегрування за непе-
рервною частиною енергетичного спектру, sgn(u) –
знакова функцiя (sgn(u) = ±1 при 𝑢 ≷ 0). Як на-
слiдок рiвняння Максвелла

𝜕 × BI(x) = 𝑒 j(x), (7)

магнiтне поле, BI(x), також iндукується у вакуумi
(електромагнiтна стала, 𝑒, в загальному випадку
вiдрiзняється вiд сталої 𝑒). Повний потiк iндуко-
ваного у вакуумi магнiтного поля визначається як

Φ𝐼 =

∫︁
𝑑𝜎BI(x). (8)

За наявностi вихору АНО лише одна компонента
зв’язностi розшарування та спiнової зв’язностi є
ненульовою:

𝑉𝜙 =
Φ

2𝜋
, 𝑤𝜙 = i

𝜈 − 1

𝑟
𝛼𝜙𝛼𝑟, (9)

а оператор Гамiльтона набуває вигляду

𝐻 = −i

[︂
𝛼𝑟

(︂
𝜕𝑟 +

1− 𝜈

2𝑟

)︂
+ 𝛼𝜙

(︂
𝜕𝜙 − i

𝑒Φ

2𝜋

)︂]︂
+ 𝛽𝑚,

(10)

2 Слiд вiдзначити, що тiльки струм та тензор енергiї-
iмпульсу iндукуються вихором АНО у вакуумi кванто-
ваної скалярної матерiї в просторi-часi довiльної розмiр-
ностi, див. [44, 45].
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де

𝛼𝑟 = 𝛼𝑟 =

(︂
0 i𝑒−i𝜙

−i𝑒i𝜙 0

)︂
,

𝛼𝜙 =
𝜈

𝑟

(︂
0 𝑒−i𝜙

𝑒i𝜙 0

)︂
, 𝛼𝜙 =

𝑟2

𝜈2
𝛼𝜙.

(11)

Записавши розклад функцiї 𝜓𝐸(x) у виглядi

𝜓𝐸(x) =
∑︁
𝑛∈Z

(︂
𝑓𝑛(𝑟, 𝐸)𝑒i𝑛𝜙

𝑔𝑛(𝑟, 𝐸)𝑒i(𝑛+1)𝜙

)︂
(12)

(Z – набiр цiлих чисел), можна представити рiвня-
ння Дiрака системою двох диференцiйних рiвнянь
першого порядку для радiальних функцiй:[︃
−𝜕𝑟 +

𝜈
(︀
𝑛− 𝑛c − 𝐹 + 1

2

)︀
− 1

2

𝑟

]︃
𝑓𝑛 = (𝐸 +𝑚)𝑔𝑛,[︃

𝜕𝑟 +
𝜈
(︀
𝑛− 𝑛c − 𝐹 + 1

2

)︀
+ 1

2

𝑟

]︃
𝑔𝑛 = (𝐸 −𝑚)𝑓𝑛,

(13)

де

𝑛c =

[︂
𝑒Φ

2𝜋

⃒⃒⃒⃒]︂
, 𝐹 =

{⃒⃒⃒⃒︂
𝑒Φ

2𝜋

⃒⃒⃒⃒}︂
, (14)

[|𝑢|] – цiла частина 𝑢 (тобто цiле число, що менше
або дорiвнює 𝑢), {|𝑢|} = 𝑢 − [|𝑢|] – дробова частина
𝑢, 0 ≤ {|𝑢|} < 1. Використавши (11) та (12), отри-
маємо 𝑗𝑟 = 0 та вираз для 𝜙-ої компоненти струму

𝑗𝜙(𝑟) = − 𝑟
𝜈

∑︁∫︁ ∑︁
𝑛∈Z

sgn(𝐸)𝑓𝑛(𝑟, 𝐸)𝑔𝑛(𝑟, 𝐸), (15)

що не залежить вiд кутової змiнної. Iндукована
напруженiсть магнiтного поля спрямована вздовж
вiсi вихору

𝐵I(𝑟) = 𝑒𝜈

∞∫︁
𝑟

𝑑𝑟′

𝑟′
𝑗𝜙(𝑟

′), (16)

а повний потiк визначається як

ΦI =
2𝜋

𝜈

∞∫︁
𝑟0

𝑑𝑟 𝑟𝐵I(𝑟), (17)

де вихор був представлений у виглядi трубки ра-
дiуса 𝑟0.

Ми стверджуємо, що найбiльш загальний вигляд
граничної умови, що забезпечує самоспряженiсть
оператора 𝐻 (10), має вигляд

(𝐼 − i𝛽𝛼𝑟 𝑒−i𝜃𝛼𝑟

) 𝜓|𝑟=𝑟0
= 0, (18)

де 𝜃 – параметр самоспряженого розширення. Да-
на умова є також найбiльш загальною умовою,
що забезпечує вiдсутнiсть проходження потоку ча-
стинок матерiї через ядро вихору, тобто забезпе-
чує конфайнмент для поля матерiї по вiдношенню
до областi поза вихором. Використавши (18) для
розв’язкiв рiвняння Дiрака, 𝜓𝐸(x) (12), отримає-
мо умову на моди

cos

(︂
𝜃

2
+
𝜋

4

)︂
𝑓𝑛(𝑟0, 𝐸) = − sin

(︂
𝜃

2
+
𝜋

4

)︂
𝑔𝑛(𝑟0, 𝐸).

(19)

Використання явного вигляду для мод, що задо-
вольняє (13) та (19), дає аналiтичний вираз для
iндукованого струму, 𝑗𝜙(𝑟) (15), та iндукованого
магнiтного поля у вакуумi, 𝐵I(𝑟) (16), у випадку
𝜈 ≥ 1 та 0 < 𝐹 < 1, а також у випадку 1

2 ≤ 𝜈 < 1
та 1

2

(︀
1
𝜈 − 1

)︀
< 𝐹 < 1

2

(︀
3− 1

𝜈

)︀
. Результати можна

представити у виглядi

𝑗𝜙(𝑟) = 𝑗
(𝑎)
𝜙 (𝑟) + 𝑗

(𝑏)
𝜙 (𝑟; 𝑟0),

𝐵I(𝑟) = 𝐵
(𝑎)
I (𝑟) +𝐵

(𝑏)
I (𝑟; 𝑟0),

(20)

де вся залежнiсть вiд 𝑟0 знаходиться у виразах для
𝑗
(𝑏)
𝜙 та 𝐵(𝑏)

I , бiльш того,

lim
𝑟0→0

𝑗(𝑏)𝜙 (𝑟; 𝑟0) = 0, lim
𝑟0→0

𝐵
(𝑏)
I (𝑟; 𝑟0) = 0. (21)

Принциповою є поведiнка 𝑗(𝑏)𝜙 та 𝐵(𝑏)
I при 𝑟 → 𝑟0.

Якщо

lim
𝑟→𝑟0

𝑗(𝑏)𝜙 (𝑟; 𝑟0) (𝑟 − 𝑟0)
2 = 0 (22)

та, вiдповiдно,

lim
𝑟→𝑟0

𝐵
(𝑏)
I (𝑟; 𝑟0) (𝑟 − 𝑟0) = 0, (23)

тодi потiк ΦI (17) буде скiнченим. Акуратно про-
ведений чисельний аналiз показав, що умова (22)
виконується лише у випадках 𝜃 = 0 та 𝜃 = 𝜋. Ви-
падок 𝐹 = 1/2 вимагає окремого обговорення вна-
слiдок непарностi за параметром 𝜃. В той час як
струм та, вiдповiдно, iндуковане магнiтне поле за-
нуляються при 𝜃 = 0, вони є ненульовими та роз-
ривними функцiями за параметром 𝜃 при 𝜃 = 𝜋, а
саме

ΦI|𝐹=1/2, 𝜃=𝜋±
=

= ± 𝑒

8𝑚
𝑒2𝑚𝑟0

[︀
Γ(2, 2𝑚𝑟0)− 4𝑚2𝑟20Γ(0, 2𝑚𝑟0)

]︀
, (24)
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де

Γ(𝑧, 𝑢) =

∞∫︁
𝑢

𝑑𝑦 𝑦𝑧−1e−𝑦

– неповна гамма-функцiя; зокрема,

lim
𝑟0→0

ΦI|𝐹=1/2, 𝜃=𝜋±
= ± 𝑒

8𝑚
. (25)

У випадку 𝐹 ̸= 1/2 неперервнiсть за параметром
𝜃 вiдновлюється та можна отримати вираз для iн-
дукованого у вакуумi магнiтного потоку у насту-
пному представленнi:

ΦI

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

= Φ
(𝑎)
I

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

+Φ
(𝑏)
I

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

, 𝐹 ̸= 1/2,

(26)
де

Φ
(𝑎)
I

⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

=

=
𝑒

4𝜈𝑚

{︃
[|𝜈/2|]∑︁
𝑝=1

exp[−2𝑚𝑟0 sin(𝑝𝜋/𝜈)]
sin[(2𝐹 − 1)𝑝𝜋]

sin3(𝑝𝜋/𝜈)
−

− 𝜈

4𝑁
(−1)

𝑁
sin (2𝑁𝐹𝜋) e−2𝑚𝑟0 𝛿𝜈, 2𝑁

}︃
+

+sgn

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝑒

8𝜋𝑚

∞∫︁
0

𝑑𝑢

cosh3(𝑢/2)
e−2𝑚𝑟0 cosh(𝑢/2) ×

×

{︃
cos

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝜋)

]︂
cosh

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
𝑢

]︂
−

− cos

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
𝜋

]︂
cosh

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝑢

]︂}︃
×

× [cosh(𝜈𝑢)− cos(𝜈𝜋)]
−1
, (27)

Φ
(𝑏)
I

⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

=
𝑒

(4𝜋)2
𝑟0

∞∫︁
𝑚𝑟0

𝑑𝑣 𝑣√︀
𝑣2 −𝑚2𝑟20

×

×

{︃
1

2

[︃
sgn

(︂
𝐹 − 1

2

)︂(︃
𝐶

(±)
1
2+𝜈(𝐹− 1

2)
(𝑣)+𝐶

(±)
1
2−𝜈(𝐹− 1

2)
(𝑣)

)︃
+

+𝐶
(±)
1
2+𝜈(𝐹− 1

2)
(𝑣)− 𝐶

(±)
1
2−𝜈(𝐹− 1

2)
(𝑣)

]︃
𝐷 1

2+𝜈|𝐹− 1
2 |(𝑣)+

+

∞∑︁
𝑙=1

[︁
𝐶

(±)

𝜈(𝑙+𝐹− 1
2)+

1
2

(𝑣)𝐷𝜈(𝑙+𝐹− 1
2 )+

1
2
(𝑣)−

−𝐶
(±)

𝜈(𝑙−𝐹+ 1
2)+

1
2

(𝑣)𝐷𝜈(𝑙−𝐹+ 1
2)+

1
2
(𝑣)
]︁}︃
, (28)

𝐶(±)
𝜌 (𝑣) =

{︁
𝑣𝐼𝜌(𝑣)𝐾𝜌(𝑣)± 𝑚𝑟0[𝐼𝜌(𝑣)𝐾𝜌−1(𝑣)−

− 𝐼𝜌−1(𝑣)𝐾𝜌(𝑣)]− 𝑣𝐼𝜌−1(𝑣)𝐾𝜌−1(𝑣)
}︁
×

× [𝑣𝐾2
𝜌(𝑣)± 2𝑚𝑟0𝐾𝜌(𝑣)𝐾𝜌−1(𝑣) + 𝑣𝐾2

𝜌−1(𝑣)]
−1 (29)

та

𝐷𝜌(𝑣) = 𝜌𝐾2
𝜌(𝑣)− (𝜌− 1)𝐾𝜌+1(𝑣)𝐾𝜌−1(𝑣)+

+ 𝑣

[︂
𝐾𝜌(𝑣)

𝑑

𝑑𝜌
𝐾𝜌−1(𝑣)−𝐾𝜌−1(𝑣)

𝑑

𝑑𝜌
𝐾𝜌(𝑣)

]︂
. (30)

Зокрема,

lim
𝑟0→0

ΦI

⃒⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

= − 𝑒

6𝑚

[︂
𝐹 − 1

2
− 1

2
sgn

(︂
𝐹 − 1

2

)︂]︂
×

×

{︃
3

4
− 𝜈2

[︂
1

4
−
⃒⃒⃒⃒
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 𝐹 (1− 𝐹 )

]︂}︃
, 𝐹 ̸= 1/2.

(31)

Випадок безмасового спiнорного поля має певнi
особливостi. По-перше, iснує iнварiантнiсть вiдно-
сно перетворень 𝜃 → 𝜋−𝜃. Внаслiдок цього резуль-
тати є неперервними за параметром 𝜃 i їх значення
при 𝜃 = 0 та 𝜃 = 𝜋 збiгаються, зокрема,

𝑗𝜙(𝑟)|𝐹= 1
2 , 𝜃=0 = 𝑗𝜙(𝑟)|𝐹= 1

2 , 𝜃=𝜋 = 0 (32)

та

𝐵I(𝑟)|𝐹= 1
2 , 𝜃=0 = 𝐵I(𝑟)|𝐹= 1

2 , 𝜃=𝜋 = 0. (33)

По-друге, замiсть експоненцiйного спадання, 𝑗𝜙 та
𝐵I спадають на великих вiдстанях вiд вихору АНО
як 𝑟−1. Внаслiдок цього вираз для потоку ΦI, див.
(17), визначається iнтегралом, що лiнiйно розбiга-
ється при 𝑟 → ∞. Єдиною можливiстю вирiшити
цю проблему є введення обрiзання при 𝑟max > 𝑟.
Тодi вираз для потоку набуде вигляду

ΦI(𝑟max) =
2𝜋

𝜈

𝑟max∫︁
𝑟0

𝑑𝑟 𝑟𝐵I(𝑟). (34)

Чисельний аналiз пiдiнтегральної функцiї в (34)
поблизу нижньої границi iнтегрування доводить
виконання спiввiдношення (22). Потiк ΦI(𝑟max) (34)
має скiнчене значення лише при 𝜃 = 𝜋

2 ∓ 𝜋
2 . Легко

отримати, що

ΦI(𝑟max)

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

= 0, 𝐹 = 1/2. (35)

Незважаючи на те, що у випадку 𝐹 ̸= 1/2 можна
отримати аналiтичний вираз для ΦI(𝑟max)

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2
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для довiльного значення 𝑟max > 𝑟0, фiзично цiка-
вим є випадок 𝑟max ≫ 𝑟0. Залишаючи лише голов-
нi доданки, отримаємо у цьому випадку вираз для
потоку:

ΦI(𝑟max)

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

=
𝑒 𝑟max

4𝜈

{︃
[|𝜈/2|]∑︁
𝑝=1

sin[(2𝐹 − 1)𝑝𝜋]

sin2(𝑝𝜋/𝜈)
−

− 𝜈

4𝑁
(−1)𝑁 sin(2𝑁𝐹𝜋) 𝛿𝜈, 2𝑁

}︃
+

+sgn

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝑒 𝑟max

8𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑢

cosh2(𝑢/2)
×

×
{︂
cos

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝜋

]︂
cosh

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
𝑢

]︂
−

− cos

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
𝜋

]︂
cosh

[︂
𝜈

(︂
𝐹 − 1

2

)︂
𝑢

]︂}︂
×

× [cosh(𝜈𝑢)− cos(𝜈𝜋)]
−1

+𝑂 (𝑒 𝑟0), 𝐹 ̸= 1/2 (36)

та спiввiдношення мiж струмом та магнiтним по-
лем:

𝜈𝑒 𝑗𝜙(𝑟)|𝜃=𝜋
2 ∓𝜋

2
=

𝑟max

𝑟max − 𝑟
𝐵I(𝑟)|𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2
=

=
𝜈

𝜋𝑟max𝑟
ΦI(𝑟max)

⃒⃒
𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

, 𝑟 ≫ 𝑟0. (37)

Зокрема, у випадку 𝜈 = 1

ΦI(𝑟max)

⃒⃒
𝜈=1, 𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2

=

=
𝑒

4
𝑟max tan(𝐹𝜋)

⃒⃒⃒⃒
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒ (︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
+𝑂(𝑒𝑟0)

(38)
та

𝑒𝑗𝜙(𝑟)|𝜈=1, 𝜃=𝜋
2 ∓𝜋

2
=

=
𝑟max

𝑟max − 𝑟
𝐵𝐼(𝑟)|𝜈=1, 𝜃=𝜋

2 ∓𝜋
2
=

=
𝑒

4𝜋𝑟
tan(𝐹𝜋)

⃒⃒⃒⃒
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒ (︂
𝐹 − 1

2

⃒⃒⃒⃒
− 1

)︂
, 𝑟 ≫ 𝑟0.(39)

Останнiй вираз для струму був вперше отриманий
у роботi [24] (див. (10.6) в зазначенiй роботi, де ви-
значення струму вiдрiзняється на множник 𝑟−1).
Розрив при 𝐹 = 1/2 не залежить вiд 𝜈 та має ви-
гляд

lim
𝐹→(1/2)±

𝑒𝑗𝜙(𝑟)|𝜃 ̸=±𝜋
2
= ± 𝑒

4𝜋2𝑟
, 𝑟 ≫ 𝑟0. (40)

Це є суттєвою вiдмiннiстю вiд випадку квантова-
ного скалярного поля з граничною умовою Дiрi-
хлє, коли струм є неперервною функцiєю та зни-
кає при 𝐹 = 1/2 [44, 46, 47], див. вiдповiднi вирази
в наведених джерелах при 𝑚 = 0 та 𝜈 = 1:

𝑒𝑗𝜙(𝑟)|scalar,Dirichlet = − 𝑒

4𝜋𝑟
tan(𝐹𝜋)

(︂
𝐹 − 1

2

)︂2
. (41)

3. Обговорення та висновки

Ефекти, пов’язанi з конiчнiстю простору, що ви-
значається значенням дефiциту кута, 8𝜋Ģ𝑀 , є не-
хтовно малими для вихорiв АНО у звичайних над-
провiдниках, оскiльки стала Ģ є порядку квадрата
довжини Планка i значення 𝑀 є порядку квадрата
оберненої кореляцiйної довжини. Однак, топологi-
чнi дефекти типу вихорiв АНО виникають i у iн-
ших галузях фiзики – в космологiї та фiзицi висо-
ких енергiй, де вони мають назву космiчних струн
[48, 49]. Iснування космiчних струн з 8𝜋Ģ𝑀 ∼ 1
заперечується астрофiзичними спостереженнями,
проте залишаються можливими космiчнi струни з
8𝜋Ģ𝑀 ∼ 10−6 та менше (див., напр., [50]), хоча
прямих доказiв їх iснування поки ще не виявлено.

Сучасний розвиток матерiалознавства також за-
безпечує неочiкуваний зв’язок мiж фiзикою кон-
денсованого стану та фiзикою високих енергiй,
що пов’язаний значною мiрою з експерименталь-
ним вiдкриттям графену – двовимiрного криста-
лiчного алотропу, сформованого одношаром з ато-
мiв вуглецю [51]. Одиночний топологiчний дефект
(дисклинацiя) деформує лист графену, скручую-
чи його в наноконус, який подiбний до просто-
ру в поперечному напрямку ззовнi космiчної стру-
ни; вуглецевi наноконуси з дефiцитом кута 𝑁𝑑𝜋/3
(𝑁𝑑 – можлива кiлькiсть секторiв, що видаленi
з гексагональьної ґратки: 𝑁𝑑 = 1, 2, 3, 4, 5, тобто
𝜈 = = 6

5 ,
3
2 , 2, 3, 6) спостерiгалися в експеримен-

тах, див. роботу [52] та посилання в нiй. Бiльш то-
го, теорiя передбачає iснування сiдлоподiбних на-
ноконусiв з вiд’ємними значеннями дефiциту ку-
та, необмеженими знизу (можуть бути доданi се-
ктори: 𝑁𝑑 = −1,−2,−3,−4,−5,−6, ...,−∞, тобто
𝜈 = 6

7 ,
3
4 ,

2
3 ,

3
5 ,

6
11 ,

1
2 , ..., 0); такi наноконуси вiдпо-

вiдають космiчним струнам з негативною густи-
ною маси. Слiд вiдзначити, що наноконiчнi стру-
ктури можуть виникати також у рiзноманiтних си-
стемах конденсованого стану, вiдомих як двови-
мiрнi матерiали Дiрака, починаючи вiд стiльнико-
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вих кристалiчних алотропiв (силiцин та германен
[53], фосфорен [54]) до високо температурних ку-
пратних надпровiдникiв [55] та топологiчних iзо-
ляторiв [56].

Оскiльки поперечний розмiр вихорiв АНО пов’я-
заний з кореляцiйною довжиною, його ненульове
значення, 𝑟0, має враховуватися. Ми розглянули
струм та магнiтне поле, що iндукуються у вакуу-
мi квантованого спiнорного поля у випадку 𝜈 ≥ 1
та 0 < 𝐹 < 1, а також у випадку 1

2 ≤ 𝜈 < 1 та
1
2

(︀
1
𝜈 − 1

)︀
< 𝐹 < 1

2

(︀
3− 1

𝜈

)︀
. Було проаналiзовано

залежнiсть зазначених вакуумних характеристик
вiд граничних умов, що забезпечують непроникли-
вiсть ядра вихору для поля матерiї. Ми отримали,
що вимога скiнченного значення повного iндукова-
ного у вакуумi магнiтного потоку знiмає невизна-
ченiсть у виборi граничних умов.

Випадок безмасового квантованого спiнорного
поля вимагає введення максимального розмiру си-
стеми, 𝑟max. Ми показали, що для фiзично цiкаво-
го випадку 𝑟max ≫ 𝑟0, ефекти поляризацiї вакуу-
му, на вiдмiну вiд випадку масивного квантовано-
го спiнорного поля, не залежать вiд поперечного
розмiру вихору АНО. Завдяки цiй вiдмiнностi ре-
зультати для безмасового випадку не є неперерв-
ними в точцi 𝐹 = 1/2 зi стрибком функцiї, що не
залежить вiд 𝜈, в той час як результати при вра-
хуваннi поперечного розмiру вихору у масивному
випадку при 𝜃 = 0 є неперервними за значенням 𝐹
та зануляються при 𝐹 = 1/2.

The work was presented at the XI Internati-
onal Bolyai–Gauss–Lobachevskii (BGL-2019) Con-
ference on Non-Euclidean, Non-Commutative Geo-
metry and Quantum Physics, May 19–24, Kyiv,
Ukraine. Yu.A.S. acknowledges a support from the
National Academy of Sciences of Ukraine (project
No. 01172U000237), from the Program of Funda-
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PPOLARIZATION OF THE VACUUM
OF THE QUANTIZED SPINOR FIELD
BY A TOPOLOGICAL DEFECT
IN THE TWO-DIMENSIONAL SPACE

S u m m a r y

The two-dimensional space with a topological defect is a trans-

verse section of the three-dimensional space with an Abrikosov–

Nielsen–Olesen vortex, i.e. a gauge-flux-carrying tube which is

impenetrable for quantum matter. Charged spinor matter field

is quantized in this section with the most general mathemat-

ically admissible boundary condition at the edge of the de-

fect. We show that a current and a magnetic field are induced in

the vacuum. The dependence of results on the boundary condi-

tions is studied, and we find that the requirement of finiteness

of the total induced vacuum magnetic flux removes an am-

biguity in the choice of boundary conditions. The differences

between the cases of massive and massless spinor matters are

discussed.
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