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Розглянуто можливiсть побудови теорiї електрона на основi рiвняння Дiрака, у якому
потенцiали електромагнiтного поля визначаються як такi, що створюються самим
електроном. Показано, що для сукупного електромагнiтного i бiспiнорного поля iзольо-
ваного електрона виконується закон збереження енергiї. Сформульовано стацiонарну
квазiлiнiйну систему рiвнянь для сукупного електростатичного i бiспiнорного поля в
термiнах алгебри кватернiонiв. Виконано аналiз квазiлiнiйної задачi для електроста-
тичної моделi електрона; показано вiдсутнiсть сингулярностi компонент бiспiнорного
поля та густини електричного заряду, розподiленого в межах центральної областi ра-
дiусом порядку комптонiвської довжини.
Ключ о в i с л о в а: рiвняння Дiрака, рiвняння Клейна–Гордона, закон збереження заря-
ду, електромагнiтне поле, бiспiнор, кватернiон.

1. Вступ
Електрон є головним об’єктом квантової електро-
динамiки, яка своїми основними успiхами зобов’я-
зана релятивiстичному рiвнянню Дiрака [1]. Тео-
рiя Дiрака виявилася достатньою для опису всiх
спiнових електронних ефектiв у заданих електро-
магнiтних полях i надала основу для формуван-
ня лептонної групи в теорiї елементарних части-
нок. Але для бiльш важких частинок – барiонiв –
рiвняння Дiрака виявилося недостатнiм. Дiрак по-
яснював це тим, що електрон не має внутрiшньої
структури, i вважав, що створена ним теорiя при-
стосована виключно для мiжчастинкової взаємо-
дiї з участю електрона. Його точка зору утверди-
лася в сучаснiй квантовiй електродинамiцi [1, 2].
Можливо, цим табу пояснюється брак публiкацiй
у сучаснiй лiтературi щодо теорiї, яка позбавила
б електрон точкового, безструктурного характеру.
Усi спроби пов’язати параметри електрона з осо-
бливостями просторового розподiлу його заряду в
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обмеженiй областi вiдiйшли в минуле. Невизнаною
залишилася й борнiвська нелiнiйна модифiкацiя
рiвнянь Максвелла, яка обмежує поле електрона
й енергiю цього поля, але зберiгає точковий еле-
ктрон для теорiї поля i релятивiстичної механiки
[3]. Коментуючи цей та iншi приклади значних зу-
силь створити картину електрона з ненульовими
розмiрами областi локалiзацiї електронного заря-
ду без проблем для теорiї поля, Р. Фейнман емо-
цiйно оцiнив ситуацiю в цiлому як драматичну [4].
Саме цей огляд проблеми теорiї електрона дозво-
ляє вважати актуальними дослiдження польових
не сингулярних структур, локалiзованих у класи-
чних межах центральної областi електрона.

Головна iдея даної роботи полягає в ототожнен-
нi рiвняння безперервностi, що випливає з рiвнян-
ня Дiрака, та закону збереження заряду в рiвня-
ннях електромагнiтного поля, створюваного еле-
ктроном. Тобто дiйсна величина 𝜓𝜓, нормованої
на 1 для бiспiнорного поля 𝜓 в теорiї Дiрака, тра-
ктується як густина заряду 𝜌, нормована на заряд
електрона: 𝜌 = 𝑒𝜓𝜓. Це припущення дозволяє по-
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єднати бiспiнорне й електромагнiтне поля електро-
на в замкнену систему, яка характеризується своїм
законом збереження енергiї. Такий пiдхiд дозво-
ляє сформулювати квазiлiнiйне рiвняння Дiрака з
самоузгодженим полем, в якому електромагнiтнi
потенцiали розглядаються не як потенцiали зов-
нiшнього поля, як це стандартно постулюється, а
як такi, що створюються просторово розподiленим
зарядом 𝑒𝜓𝜓 i струмом електрона.

У цих термiнах сформульовано електростати-
чну модель вiльного, iзольованого вiд зовнiшнiх
впливiв електрона з центрально симетричним бi-
спiнорним та електричним полем i виконано аналiз
структури його компонент, який доводить обме-
женiсть величини 𝜌 та її локалiзацiю в централь-
нiй зонi розмiром порядку комптонiвської довжи-
ни 𝑟𝑒~/𝑚𝑐 = 3,86 · 10−11 см. На бiльших вiдстанях
електронне поле вiдповiдає класичному закону Ку-
лона. Самоузгоджене електромагнiтне та бiспiнор-
не поля електрона розглядається в одночастинко-
вому фазовому просторi, де дiйсне електромагнi-
тне поле задається у шредiнгерiвському координа-
тному представленнi i є квазiкласичним з погляду
квантової електродинамiки фермiонного i фотон-
ного полiв.

Несуперечливiсть пiдходу iлюструється в п. 2
доведенням закону збереження енергiї в сукупнiй
системi електромагнiтного та бiспiнорного полiв
електрона. У п. 3 сформульована стацiонарна за-
дача у виглядi системи рiвнянь другого порядку
для спiнорiв, що виникає в результатi розщеплен-
ня бiспiнорної задачi методом лiнiйного перетво-
рення. Цей метод дозволяє представити спiнори
кватернiонами з дiйсними параметрами та скори-
статися тiєю ж алгеброю гiперкомплексних чисел,
яка використовується в теорiї матриць Дiрака. У
п. 4 остаточно формулюється iнварiантна щодо iн-
версiї координат центрально симетрична задача,
у якiй електростатичне поле є визначальним, а
ефекти магнiтного поля нехтуються. Система має
вигляд диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку для скалярної i радiальної компонент кватер-
нiонiв та рiвняння Пуассона для електростатично-
го потенцiалу. Рiвняння дещо подiбнi до тих, що
вiдомi в теорiї атома водню. Асимптотичний ана-
лiз показує регулярнiсть електронних полiв у цен-
трi системи координат, де густина заряду наси-
чується, а електричне поле зникає. Таким чином
досягається оцiнка радiуса областi локалiзацiї еле-

ктронного заряду величиною порядку комптонiв-
ської довжини 𝑟𝑒.

2. Закон збереження енергiї
електромагнiтного i квантового
полiв електрона

Корисним вступом до самоузгодженої моделi еле-
ктрона буде доведення закону збереження енергiї
електромагнiтного i квантового полiв iзольовано-
го електрона, що випливає з рiвняння Дiрака для
бiспiнорiв 𝜓:

𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = 𝐻𝜓,

𝐻 = 𝑒𝜙+𝛼 · P− 𝜀0𝛽, 𝜀0 = 𝑚𝑐2, (1)

P = −𝑖𝑐~∇− 𝑒A

та рiвняння другого порядку, яке є безпосереднiм
наслiдком цього рiвняння й узагальнює скалярне
рiвняння Клейна–Гордона [1, 5]:

𝐾𝜓 = 𝑖~𝑒𝛼 · (E+ 𝑖𝜄H)𝜓,

𝐾 =

(︂
𝑖~
𝜕

𝜕𝑡
− 𝑒𝜙

)︂2

−P2 − 𝜀20,
(2)

𝐾 – скалярний оператор Клейна–Гордона. В (1),
(2) використовуються дещо змiненi позначення
для 4-рядних матриць в теорiї Дiрака, якi звично
записуються у виглядi дворядних матриць, еле-
ментами яких є дворяднi матрицi 0, I та матрицi
Паулi 𝜎 i визначають алгебру множення лiнiйних
форм 𝜎 · a = 𝜎𝑥𝑎𝑥 + 𝜎𝑦𝑎𝑦 + 𝜎𝑧𝑎𝑧 для будь-яких
векторiв a,b:

𝛼 =

(︂
0 𝜎

𝜎 0

)︂
, 𝛽 =

(︂
𝐼 0

0 −𝐼

)︂
, 𝜄 =

(︂
0 𝐼

𝐼 0

)︂
,

(𝜎 · a)(𝜎 · b) = a · b+ 𝑖𝜎 · a× b,

(𝛼 · a)(𝛼 · b) = a · b+ �̇�𝛼 · a× b.

Потенцiали електромагнiтного поля в рiвнян-
нi Дiрака визначаються зовнiшнiми електричними
зарядами i струмом у рамках електродинамiки:

�𝜙 = −4𝜋𝜌, �A = −4𝜋j/𝑐,

E = −∇𝜙− 𝜕

𝑐𝜕𝑡
A, H = rotA,

(3)

де � – оператор Даламбера. При цьому значення
бiспiнорiв 𝜓 можуть позначатися на величинах 𝜙,
A, E, H тiльки в рамках додаткового описання
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Квантова модель електрона з самоузгодженим електростатичним полем

зовнiшнiх джерел поля 𝜌, j. Система рiвнянь (3)
доповнюється законом збереження розподiленого
у просторi заряду
𝜕

𝜕𝑡
𝜌+ div j = 0. (4)

Теорiя Дiрака також породжує рiвняння безпе-
рервностi (4), якщо позначенням 𝜌, j надати кван-
тового змiсту:

𝜌 = 𝑒𝜓𝜓, j = 𝑐𝑒𝜓𝛼𝜓. (5)

Риска позначає дiракiвське спряження бiспiнорiв.
Але в квантовiй теорiї йдеться про одну частин-
ку, а величина 𝜓𝜓 в (4) iнтерпретується як густи-
на ймовiрностi присутностi електрона у фiзично-
му просторi, iнтегральна величина якої дорiвнює
1:

∫︀
𝑑r𝜓𝜓 = 1. Величина 𝑒𝜓𝜓 має розмiрнiсть гу-

стини заряду, а (4) є квантовим розширенням за-
кону його збереження.

З рiвняння (2) випливає ще один закон збе-
реження:
𝜕

𝜕𝑡

[︂
𝑖~
2

(︂
𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 𝜕𝜓

𝜕𝑡
𝜓

)︂
+ 𝑒𝜙𝜓𝜓

]︂
−

− 𝑐∇ ·
[︂
𝑖~
2
𝑐(𝜓∇𝜓 −∇𝜓𝜓) + 𝑒A𝜓𝜓

]︂
=

= 𝑐𝑒E · 𝜓𝛼𝜓. (6)

Аналогiчне рiвняння обговорюється для iлюстра-
цiї непридатностi скалярного рiвняння Клейна–
Гордона служити основою для релятивiстської
квантової теорiї, оскiльки величина пiд знаком по-
хiдної по часу в (6) не може бути визнана густиною
ймовiрностi [6]. Але можна надати iншого змiсту
рiвнянню (6). Природно трактувати його як рiвня-
ння балансу енергiї, що очевидно зi спостережен-
ня розмiрностi його складових. Важливим резуль-
татом бiспiнорного аналiзу є наявнiсть правої ча-
стини в (6), яка визначається внеском електрично-
го поля. Якщо вираз пiд знаком похiдної по часу
трактувати як щiльнiсть енергiї квантового поля
електрона, то останнiй член являє собою джерело
енергiї, що передається електронному струму еле-
ктричним полем в одиницi об’єму за одиницю часу:
𝑐𝑒E · 𝜓𝛼𝜓 = E · j.

Таке ж джерело присутнє в законi збереження
електромагнiтної енергiї, яке витiкає з рiвнянь Ма-
ксвела, куди воно входить iз протилежним знаком:
𝜕

𝜕𝑡

[︂
1

8𝜋
(𝐻2 + 𝐸2)

]︂
+ div

𝑐

4𝜋
E×H = −E · j. (7)

Для iзольованого електрона джерелом енергiї йо-
го власного електромагнiтного поля виступає еле-
ктронний заряд, i природно допустити, що дже-
релом цього поля в рiвняннi (7) виступає еле-
ктричний струм, визначений квантовою теорiєю:
j = 𝑐𝑒𝜓𝛼𝜓. Просте складання рiвнянь (6) i (7) по-
роджує закон збереження сумарної енергiї кванто-
вого i електромагнiтного поля електрона:

𝜕

𝜕𝑡

{︂
1

8𝜋
(𝐻2 + 𝐸2)− ~

2𝑖

(︂
𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝑡
− 𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑡

)︂
− 𝑒𝜙𝜓𝜓

}︂
+

+div

{︂
𝑐

4𝜋
E×H+

~𝑐2

2𝑖
(𝜓∇𝜓 −∇𝜓𝜓)−

− 𝑐𝑒A𝜓𝜓

}︂
= 0. (8)

У такому виглядi цей результат вiдповiдає рiвнян-
ню Дiрака, якщо електромагнiтнi потенцiали ви-
разити безпосередньо через бiлiнiйнi форми бiспi-
норiв: �𝜙 = −4𝜋𝑒𝜓𝜓, �A = −4𝜋𝑒𝜓𝛼𝜓 за умови
нормування

∫︀
𝑑r𝜓𝜓 = 1. Таким чином рiвняння

Дiрака перетворюється на квазiлiнiйне диферен-
цiальне рiвняння з самоузгодженим полем усамi-
тненого електрона.

Природно розглядати задачу описання еле-
ктронного поля в квантово стацiонарному набли-
женнi, беручи хвильову функцiю 𝜓(𝑡, r) у виглядi
exp{−𝑖𝜀𝑡/~}𝜓(r), у нерухомiй системi координат,
зв’язаною умовно з центром електрона. При цьому
густина енергiї в рiвняннi (8) дається формулою
(𝐻2 +𝐸2)/(8𝜋)− 𝜌𝜙+ 𝜀𝜓𝜓, яка iлюструє евристи-
чний аспект запропонованого пiдходу до можли-
востi iнтерпретацiї позитивної величини 𝜓𝜓 для
квантово-релятивiстської моделi електрона.

3. Квазiлiнiйна система
рiвнянь з самоузгодженим полем

Рiвняння другого порядку (2) подвоює з 4 до 8
число комплексних параметрiв, що пiдлягають ви-
значенню, тому розв’язок цього рiвняння має бути
якось зумовлений. Ця проблема розв’язується пе-
реходом до спiнорiв 𝜓±, якi визначаються через
спiнорнi складовi 𝜓1, 𝜓2 бiспiнора 𝜓: 𝜓± = 𝜓1±𝜓2,
i висновком, що можна обмежитися спiнорним рiв-
нянням другого порядку для одного з них. Проце-
дура, яка вводить новi спiнорнi компоненти та роз-
щеплює рiвняння (2), найпростiше реалiзується за

ISSN 0372-400X. Укр. фiз. журн. 2020. Т. 65, № 12 1039



А.А. Гурин

допомогою унiтарного дiйсного перетворення 𝑈 :

𝑈 =
1√
2

(︂
1 1

1 −1

)︂
, 𝑈2 = 1,

𝑈𝜓 = 𝑈

(︂
𝜓1

𝜓2

)︂
=

1√
2

(︂
𝜓+

𝜓−

)︂
.

(9)

𝑈 дiагоналiзує матрицi симетричного типу,
зокрема:

𝑈𝛼𝑈 =

(︂
𝜎 0

0 −𝜎

)︂
. (10)

Застосовуючи лiве множення на 𝑈 до рiвняння (2),
одержуємо два спiнорнi рiвняння другого порядку:

[𝐾 − 𝑖𝑐𝑒~𝜎 · (±E+ 𝑖H)]𝜓± = 0. (11)

Формули (5) переписуються в термiнах 𝜓±:

𝜌 = 𝑒𝜓𝜓 = 𝑒𝜓𝑈2𝜓 = 𝑒(𝜓+𝜓+ + 𝜓−𝜓−)/2,

j = 𝑐𝑒𝜓𝛼𝜓 = 𝑐𝑒𝜓𝑈2𝛼𝑈2𝜓 = (12)

= 𝑐𝑒(𝜓+𝜎𝜓+ − 𝜓−𝜎𝜓−)/2.

Оператори в лiвiй частинi рiвнянь (11) вiдрiзняю-
ться тiльки знаком електричного поля i переводя-
ться одне в одне iнверсiєю координат, оскiльки опе-
ратор 𝐾 мiстить квадрат iмпульсу P-полярного
вектора у вихiдних рiвняннях. Тобто вiдмiннiсть
операторiв у рiвняннях (11) можна пов’язати iз
застосуванням перетворення iнверсiї системи ко-
ординат. Iнверсiю операторiв можна забезпечити
множенням рiвняння (11) на 𝛽, скористатися ко-
мутаторами 𝛽𝛼 = −𝛼𝛽, 𝛽𝜄𝛼 = 𝜄𝛼𝛽 i одержати рiв-
няння для 𝛽𝜓. Множник 𝛽 забезпечує, як вiдомо
[2,6], iнварiантнiсть рiвняння Дiрака щодо iнверсiї
координат, а застосування процедури розщеплен-
ня (9), (10) до 𝛾0𝜓 веде до перестановки 𝜓+ ↔ 𝜓−.
Тому для побудови iнверсiйно iнварiантної моделi
достатньо обмежитися розв’язком одного з рiвнянь
у будь-який спосiб та виконати iнверсiйне перетво-
рення результату й одержати тим самим розв’язок
другого рiвняння.

Попереднiй аналiз оперує формулами у занадто
загальному виглядi; у стацiонарному наближеннi:
E = −∇𝜙, div j = 0 при цьому iснує можливiсть
нерiвностi j ̸= 0. Хоча задачi (11) еквiвалентнi
у вказаному смислi, завжди має мiсце нерiвнiсть
𝜓+ ̸= 𝜓−. Це означало би необхiднiсть включення
ефектiв власного магнiтного поля в самоузгодже-
ну модель електрона. Не виключаючи в принципi

такої можливостi, нижче наведемо спрощену еле-
ктростатичну модель, у якiй магнiтне поле не є ви-
значальним. Головною метою цiєї роботи є демон-
страцiя можливостi опису картини самоузгодже-
ного електричного i квантового поля електрона в
межах центральної областi.

4. Аналiз електростатичної моделi

Найпростiше представлення електростатичної мо-
делi досягається використанням кватернiонiв за-
мiсть спiнорiв у рiвняннях (11) при вiдсутностi ма-
гнiтного поля, що досягається пiдстановкою

𝜓± ≺𝑊±𝜎0, 𝑊± = (𝑤±0 + 𝑖𝜎 · w±), 𝜎0 =

(︂
1 0

0 0

)︂
.

(13)

Ця операцiя доповнює спiнори до дворядних ма-
триць нульовими спiнорами, при цьому знак рiв-
няння замiнюється знаком ≺. Кватернiони 𝑊± як
гiперкомплекснi числа визначаються чотирма дiй-
сними параметрами (𝑤±0,w±). Дворядна матриця
𝜎0 забезпечує однозначну вiдповiднiсть параметрiв
кватернiона двом комплексним числам – компо-
нентам спiнора [7]:

𝜓± =

(︂
𝑎± + 𝑖𝑏±
𝑐± + 𝑖𝑑±

)︂
≺ (𝑤0± + 𝑖𝜎 · w±)𝜎0 =

=

(︂
𝑤0± + 𝑖𝑤𝑧± 0
−𝑤𝑦± + 𝑖𝑤𝑥± 0

)︂
. (13a)

Спряжений спiнор визначається аналогiчною фор-
мулою

𝜓± ≺ 𝜎0�̄�±, �̄�± = (𝑤±0 − 𝑖𝜎 · w±).

Тобто дiракiвське спряження забезпечується кла-
сичним спряженням кватернiона. Коректнiсть ви-
користання кватернiонiв замiсть спiнорiв та бiква-
тернiонiв замiсть бiспiнорiв можна показати на
прикладi обчислення чисел Дiрака – бiлiнiйних
форм типу 𝜌, j. Наприклад, для струму 𝑗𝑧 (12)
треба скористатися правилами алгебри множен-
ня (3). При цьому слiд взяти до уваги спроще-
ння лiнiйних форм, якi є результатом множення
кватернiонiв, пiд дiєю проективних множникiв 𝜎0:
𝜎0𝜎𝑥𝜎0 = 𝜎0𝜎𝑦𝜎0 = 0. Тобто 𝜎0𝜎𝜎0 = 𝜎0𝜎𝑧𝜎0e𝑧,

𝑗𝑧 = 𝑐𝑒𝜎0(�̄�+𝜎𝑧𝑊+ − �̄�−𝜎𝑧𝑊−)𝜎0/2 =

= 𝑐𝑒𝜎0[(𝑤+0 − 𝑖𝜎 · w+)𝜎𝑧(𝑤+0 + 𝑖𝜎 · w+)−
− (𝑤−0 − 𝑖𝜎 · w−)𝜎𝑧(𝑤−0 + 𝑖𝜎 · w−)]𝜎0/2 =
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= 𝑐𝑒𝜎0𝜎𝑧𝜎0{[(𝑤2
+0 +w2

+)+

+2e𝑧 ·w+ × (𝑤+𝑦e𝑥 − 𝑤+𝑥e𝑦)]−
− [(𝑤2

−0 +w2
−) + 2e𝑧 ·w− × (𝑤−𝑦e𝑥 − 𝑤−𝑥e𝑦)]}/2.

Зрештою, оскiльки 𝜎0𝜎𝑧𝜎0 = 𝜎0, легко одержати
остаточний вираз для 𝑗𝑧, який збiгається зi спi-
норним визначенням цiєї величини (12), якщо взя-
ти до уваги зiставлення (13а) дiйсних параметрiв
𝑤±0, w± та 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑:

𝑗𝑧 =
𝑐𝑒

2
𝜎0{[𝑤2

+0 + 𝑤2
+𝑧 − 𝑤2

+𝑥 − 𝑤2
+𝑦]−

− [𝑤2
−0 + 𝑤2

−𝑧 − 𝑤2
−𝑥 − 𝑤2

−𝑦]} =

= 𝜎0

{︁𝑐𝑒
2
(𝜓+𝜎𝑧𝜓+ − 𝜓−𝜎𝑧𝜓−)

}︁
.

Числа Дiрака розташовуються у верхньому лi-
вому кутi матрицi, iншi елементи якої дорiвнюють
нулю. Головною перевагою використання кватер-
нiонiв є можливiсть упорядкування восьми пара-
метрiв спiнорiв у виглядi двох векторних наборiв i
двох скалярiв подiбно до векторного формулюван-
ня рiвнянь Максвелла, якi, як добре вiдомо [7], теж
зручно формулюються в термiнах кватернiонiв.

Використання кватернiонiв для аналiзу задачi
(2) обмежується тим, що оператори в лiвiй ча-
стинi рiвнянь (2) або (11) не можуть бути визна-
ченi у полi кватернiонiв з дiйсними параметрами
при врахуваннi ефектiв магнiтного потенцiалу на-
вiть у стацiонарнiй задачi. Можливi тотожнi моди-
фiкацiї рiвняння Дiрака, якi знiмають перешкоди
для формалiзму кватернiонiв [7], але у спрощено-
му електростатичному наближеннi використання
кватернiонiв не має перешкод i дозволяє скориста-
тися алгеброю гiперкомплексних чисел (3) при на-
писаннi системи рiвнянь для скалярних i вектор-
них компонент усiх полiв, виражених дiйсними чи-
слами. Рiвняння (11) зручно записати у безрозмiр-
ному виглядi, вимiрюючи величини r, 𝜙, 𝜓, 𝜀 в оди-
ницях ~/𝑚𝑐, 𝑒(~/𝑚𝑐)−1, (~/𝑚𝑐)−3/2, 𝑚𝑐2 вiдповiд-
но:

[𝐾 ± 𝑖𝛿𝑒𝜎 · ∇𝜙](𝑤±0 + 𝑖𝜎 · w±) = 0,

𝐾 = Δ+ (𝜀− 𝛿𝑒𝜙)
2 − 1,

або для дiйсних величин{︂
𝐾𝑤±0 ∓ 𝛿𝑒∇𝜙 ·w± = 0,

𝐾w± ± 𝛿𝑒∇𝜙𝑤±0 ∓ 𝛿𝑒∇𝜙×w± = 0,⎧⎨⎩
Δ𝜙 = 2𝜋(𝑤2

+0 + 𝑤2
−0 +w2

+ +w2
−),∫︁

𝑑r(𝑤2
+0 + 𝑤2

−0 +w2
+ +w2

−)/2 = 1,

(14)

де 𝛿𝑒 = 𝑒2/𝑐~ = 1/137. До системи долучено та-
кож рiвняння Пуассона та умова нормування в но-
вих термiнах. У сформульованiй квазiлiнiйнiй за-
дачi параметр визначається стандартною вимогою
iснування повного розв’язку системи (14).

Можна задовольнити систему рiвнянь припу-
щенням про колiнеарнiсть векторного поля w± i
градiєнта ∇𝜙. У сферичних координатах, у цен-
трально симетричному наближеннi, вибiр 𝜙(r) =
= 𝜙(𝑟), w±(r) = e𝑟𝑤±𝑟(𝑟), e𝑟 = r/𝑟 = ∇𝑟 до-
зволяє сформулювати систему рiвнянь, iнварiан-
тну щодо iнверсiї координат, простою пiдстанов-
кою 𝑤0+ = 𝑤0−, w+ = −w−. З урахуванням ре-
зультату Δe𝑟𝑤±𝑟(𝑟) = e𝑟(Δ𝑟 − 2𝑟−2)𝑤±𝑟 цей ви-
бiр веде до системи скалярних рiвнянь тiльки для
двох величин 𝑤𝑟 = 𝑤+𝑟 = −𝑤−𝑟, 𝑤0 = 𝑤+0 =
= 𝑤−0. У цих термiнах у вiдповiдностi з визна-
ченнями (13), (14), формула для густини заряду
набуває такого вигляду: 𝜌 = 𝑤2

0 + 𝑤2
𝑟 . Зрештою,

зручно скористатися замiною 𝑤𝑟 = 𝜒/𝑟, 𝑤0 = 𝜂/𝑟,
𝜙 = 𝑞/𝑟, 𝜌 = 𝜌/𝑟2, позбутися радiальних лаплас-
сiанiв: Δ𝑟𝑤𝑟 = 𝑟−2(𝑟2𝑤′

𝑟)
′ = 𝜒′′/𝑟, Δ𝑟𝑤0 = 𝜂′′/𝑟,

Δ𝑟𝜙 = 𝑞′′/𝑟 й остаточно переписати рiвняння (14):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞′′ = 4𝜋

𝜌

𝑟
, 𝜌 = 𝜒2 + 𝜂2,

4𝜋

∞∫︁
0

𝑑𝑟𝜌 = 1.
(15)

⎧⎨⎩
𝜂′′ + [(𝜀− 𝛿𝑒𝜙)

2 − 1]𝜂 − 𝛿𝑒𝜙
′𝜒 = 0,

𝜒′′ +

[︂
(𝜀− 𝛿𝑒𝜙)

2 − 1− 2

𝑟2

]︂
𝜒+ 𝛿𝑒𝜙

′𝜂 = 0.
(16)

Граничне значення потенцiалу 𝜙 при 𝑟 → ∞ мо-
жна вибрати рiвним нулю, що вiдповiдає класи-
чному визначенню – довiльний вибiр потенцiалу
гарантується градiєнтною iнварiантнiстю рiвнян-
ня Дiрака [2]. Iнтегрування рiвняння Пуассона (15)
в межах довiльного iнтервалу (0, 𝑅) при 𝑅 → ∞
з урахуванням нормування густини заряду 𝜌 дає
класичну вiдповiдь для асимптоти електричного
поля i його потенцiалу:

∫︀ 𝑅

0
𝑟𝑑𝑟𝑞′′ = 𝑅𝑞′(𝑅)−𝑞(𝑅) =

= 𝑅2𝜙′(𝑅) −→
𝑅→∞

−1, тобто 𝜙(𝑟) =
1

𝑟
, 𝑞(𝑟) = 1 при

𝑟 → ∞ за умови 𝑞 = 0 та диференцiйованостi фун-
кцiї 𝑞(𝑟) при 𝑟 = 0. Рiвняння Пуассона в термiнах
𝑞 показує опосередковано, яким має бути характер
розподiлу потенцiалу й густини заряду в регуляр-
нiй картинi електрона. Функцiя 𝑞(𝑟) = 𝑟𝜙(𝑟) є опу-
клою, зростаючою монотонно в промiжку (0,∞)
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вiд нуля до одиницi, при цьому похiдна 𝑞′ змен-
шується вiд максимального позитивного значення
𝑞′(0) = 𝜙(0) = 𝜙0 до нуля. Приведена густина за-
ряду 𝜌 позначається нульовим значенням не тiльки
при 𝑟 → ∞, а й у центрi електрона. Регулярнi ам-
плiтуди 𝜂, 𝜒 теж характеризуються поведiнкою 𝜂,
𝜒 −→

𝑟→0
0, тому 𝜌 є малою величиною, симетричною

при формальнiй замiнi 𝑟 → −𝑟, порядку принайм-
нi 𝑟2 при 𝑟 → 0, тодi як для 𝑞 рiвнянням Пуассона
має бути 𝑞/𝑟 ≈ 𝜙0+𝑎𝑟

2, 𝑎 < 0. Цi загальнi виснов-
ки щодо вимог регулярностi амплiтуд мають бути
пiдтвердженi аналiзом рiвнянь (16).

Коефiцiєнти операторiв, вираженi через 𝜙, як i
коефiцiєнт 2/𝑟2, є малими зникаючими при 𝑟 → ∞
порiвняно з 1 , внесок останнiх може бути ском-
пенсований тiльки диференцiальним оператором.
Поведiнка амплiтуд 𝜂, 𝜒 визначається однакови-
ми рiвняннями; наприклад: 𝜂′′ − (1− −𝜀2)𝜂 = 0.
Прийнятним розв’язком є експоненцiальний закон
просторового затухання:

𝜂, 𝜒 ∼ 𝑒−𝜅𝜀𝑟, 𝜅𝜀 =
√︀

1− 𝜀2. (17)

Одержана вiдповiдь є модифiкацiєю вiдомого ре-
зультату Юкави для скалярного розв’язку рiвнян-
ня Клейна–Гордона [4, 6], 𝜓 ∼ 𝑒−𝑟/𝑟, вираженого в
комптонiвськiй шкалi. Проведений аналiз обмежує
висновок про експоненцiальну локалiзацiю амплi-
туд квантового поля електрона критичною вимо-
гою: 1 > 𝜀2.

Система (16) подiбна до рiвнянь для радiаль-
них функцiй у теорiї атома водню, тому подi-
бний аналiз можна застосувати у центрi (𝑟 → 0).
Поведiнка радiальної амплiтуди радiальних фун-
кцiй визначається умовою анiгiляцiї сингулярного
коефiцiєнта −2/𝑟2 диференцiальним оператором:
𝜒′′ − 2𝜒/𝑟2 = 0 звiдки для асимптоти 𝜒 = 𝑟𝑠 ви-
пливає позитивна вiдповiдь: 𝑠 = 2. Оператор у рiв-
няннi для скалярної амплiтуди 𝜂 не мiстить син-
гулярних складових при 𝑟 = 0, але з урахуван-
ням малостi внеску електричного поля i радiаль-
ної функцiї 𝜒 асимптотичне рiвняння має вигляд
𝜂′′ + [(𝜀− 𝛿𝑒𝜙0)

2 − 1]𝜂 = 0. Вiдповiдь залежить вiд
знака рiзницi (𝜀 − 𝛿𝑒𝜙0)

2 − 1, тобто вiд спiввiдно-
шення параметрiв 𝜀, 𝛿𝑒, 𝜙0. Вiдповiдь має вигляд
𝜂 ∼ sin

(︀
𝑟
√︀

(𝜀− 𝛿𝑒𝜙0)2 − 1
)︀
, якщо (𝜀 − 𝛿𝑒𝜙0)

2 > 1.
У протилежному випадку, 1 > (𝜀 − 𝛿𝑒𝜙0)

2, асим-
птота, яка вiдповiдає вимозi 𝜂(0) = 0, має вигляд
𝜂 ∼ sh

(︀
𝑟
√︀

1− (𝜀− 𝛿𝑒𝜙0)2
)︀
. У пiдсумку виправдо-

вуються наведенi вище ознаки регулярностi аналi-
тичної моделi розподiлу полiв в електростатичнiй
моделi електрона. Головна вимога другого поряд-
ку малостi 𝜌 ∼ 𝑟2 задовольняється вiдповiдною по-
ведiнкою скалярної амплiтуди: 𝜂 ∼ 𝑟.

5. Висновки

Розглянута центрально симетрична модель еле-
ктрона вiдповiдає фiзичнiй картинi, у якiй закон
Кулона реалiзується за межами центральної обла-
стi електрона, всерединi якої гладко розподiляє-
ться заряд електрона. Оцiнка розмiрiв цiєї областi
в масштабi комптонiвської одиницi довжини вiд-
рiзняється вiд класичної оцiнки радiуса електрона
𝑟𝑐 = 𝑒2/𝑚𝑐2, розмiр областi локалiзацiї електрон-
ного заряду виявляється промiжним мiж радiусом
електрона 𝑟𝑐 та радiусом орбiти Бора 𝑟B = ~2/𝑚𝑒2
вiдповiдно до пропорцiї 𝑟𝑐 : 𝑟𝑒 : 𝑟B = 𝛿𝑒 : 1 : 𝛿−1

𝑒 ,
𝛿𝑒 = 1/137.

Остаточна вiдповiдь щодо змiстовностi викладе-
ної моделi може бути одержана в результатi чи-
сельного розв’язку системи (15), (16). Зокрема,
надзвичайний iнтерес становить обчислення вели-
чини 𝜀, яка визначає бiспiнорну складову повної
енергiї електрона. Зауважимо, що згiдно з форму-
лою (8) щiльнiсть повної енергiї стацiонарного су-
купного поля визначається сумою (𝐻2+𝐸2)/(8𝜋)−
𝜌𝜙 + 𝜀𝜓𝜓. Значення параметра 𝜀 є критично ва-
жливим для запропонованої моделi. Визначення
цiєї величини не можна вважати прикладом за-
стосування стандартної спектральної теорiї кван-
тової механiки. У рiвняннi Дiрака з самоузгодже-
ним полем гамiльтонiан не є лiнiйним операто-
ром, i тому породжує обмежений спектр. Важливо
оцiнити величину iнтегрального значення енергiї
𝜀+

∫︀
𝑑r
(︀
𝐸2/(8𝜋)−𝜌𝜙

)︀
для електростатичної моде-

лi порiвняно з 1 – енергiєю спокою електрона. За-
дача обчислення спектра величини для стацiонар-
ного квазiлiнiйного рiвняння Дiрака спорiднена з
проблемою пошуку умов iснування солiтонiв, якi
розглядаються в теорiї плазми та нелiнiйнiй опти-
цi. Можна ставити питання про обмежений спектр
цiєї величини, зважаючи на те, що теоретично при-
пускається iснування мюона як збудженого стану
електрона.

Використаний пiдхiд може бути випробуваний
при бiльш широкому дослiдженнi електронної по-
льової структури з урахуванням внутрiшнiх стру-
мiв та магнiтостатичних ефектiв, без чого запро-
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понована теорiя не є вичерпною. Визначення ма-
гнiтного моменту електрона потребує бiльш скла-
дного аналiзу, модифiкованого в термiнах бiква-
тернiонiв рiвняння Дiрака.
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QUANTUM-MECHANICAL MODEL
OF AN ELECTRON WITH SELF-CONSISTENT
ELECTROSTATIC FIELD

S u m m a r y

A possibility to construct a theory for an electron on the basis

of the Dirac equation, where the electromagnetic field poten-

tials are defined as those created by the electron itself, has

been analyzed. It is shown that the energy conservation law is

obeyed for the combined electromagnetic+bispinor field of an

isolated electron. A stationary quasilinear system of equations

for the electrostatic+bispinor field is formulated in terms of

the quaternion algebra. The quasilinear problem for the elec-

trostatic model of an electron is analyzed. The absence of sin-

gularities in the bispinor field components and the density of

the electric charge distributed within electron’s central region

whose radius is about the Compton length is demonstrated.
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