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РОЗПОВСЮДЖЕННЯ АКУСТИЧНИХ
ХВИЛЬ У КРИСТАЛАХ ВОЛЬФРАМАТУ КАЛЬЦIЮУДК 539

На основi розв’язку рiвняння Кристоффеля побудовано поверхнi фазових швидкостей
для квазипоздовжньої, квазипоперечної швидкої та квазипоперечної повiльної акусти-
чних хвиль (АХ) у кристалi CaWO4, визначено екстремальнi значення швидкостi для
кожного типу АХ та напрямки, в яких вони реалiзуються. Показано, що максимальне
знесення АХ вiдбувається пiд час її розповсюдження в площинi (001), при цьому для
квазипоперечних АХ значення кута знесення може досягати величини близько 45∘, а
для квазипоздовжньої – близько 18∘. Визначено квадратичнi коефiцiєнти анiзотропiї
𝑊1 та 𝑊2 для рiзних напрямкiв розповсюдження АХ. Показано, що в кристалi iсну-
ють такi напрямки поширення квазипоперечних АХ, для яких розбiжнiсть (квадрати-
чний коефiцiєнт анiзотропiї |𝑊2|) значно перевищує ту, яка мала б мiсце у випадку
iзотропного середовища. Визначено напрям, в якому пiд час поширення квазипопере-
чної повiльної АХ анiзотропiя спричиняє додаткове фокусування акустичного пучка,
тодi як для квазипоперечної швидкої АХ, навпаки, – додаткову розбiжнiсть. Наведено
результати експериментальних значень швидкостей та кутiв знесення АХ, якi пiд-
тверджують достовiрнiсть отриманих розрахункових даних.
К люч о в i с л о в а: акустична хвиля, рiвняння Кристоффеля, знесення акустичної хвилi.

1. Вступ
Кристал вольфрамату кальцiю CaWO4 iз структу-
рою шеєлiту (клас симетрiї 4/m) є вiдомим мате-
рiалом для застосувань у сцинтиляцiйнiй [1, 2] та
люмiнесцентнiй дозиметрiї [3, 4], оптоелектронних
пристроях [5, 6] та лазерах [7, 8]. Разом iз тим,
на основi дослiджень п’єзооптичних, пружноопти-
чних та акустооптичних характеристик кристала
CaWO4 у роботах [9, 10] можна зробити висновок
про перспективнiсть застосування цього матерiалу
в акустооптичних пристоях, зокрема тих, що за-
стосовуються у ультрафiолетовiй областi спектра
(до 130 нм). Так, за оцiнкою роботи [9], величина
коефiцiєнта акустооптичної якостi для цього ма-
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терiалу становить 𝑀2 = 14,0 · 10−15 с3/кг, що є
спiвмiрним iз теоретично максимально досяжним
значенням 𝑀2 для нiобату лiтiю (15,9 · 10−15 с3/кг)
та майже на порядок перевищує 𝑀2 для кварцу.

Для проектування акустооптичних пристроїв
важливими є також властивостi матерiалiв, пов’я-
занi з розповсюдженням у ньому акустичних хвиль
(АХ), а саме: швидкостi розповсюдження акусти-
чних хвиль рiзної поляризацiї, величина затухання
хвилi, кут зносу, дифракцiйна розбiжнiсть акусти-
чного пучка тощо. При аналiзi процесiв розповсю-
дження АХ в анiзотропних середовищах слiд вра-
ховувати, що дифракцiйна розбiжнiсть в них може
бути сильнiшою за розбiжнiсть у iзотропному се-
редовищi. Так, розбiжнiсть акустичного пучка у
кристалi парателуриту ТеО2 у 60 разiв перевищує
дифракцiйну границю [11]. Вiдомо також, що ку-
ти зносу акустичних хвиль для багатьох криста-
лiв можуть досягати десяткiв градусiв [12], що та-
кож обов’язково має бути враховано при розробцi
акустооптичного пристрою. Однак, для кристала
CaWO4 докладний аналiз особливостей розповсю-
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дження акустичних хвиль не проводився (розра-
хунки роботи [9] хоча й включали в себе визначе-
ння швидкостей та кутiв зносу, не мали загально-
го характеру з точки зору опису акустичних вла-
стивостей кристала). Через це у данiй роботi на-
ми було проведено теоретичний розрахунок швид-
костей розповсюдження акустичних хвиль, їх ку-
тiв зносу та дифракцiйної розбiжностi в кристалах
CaWO4, i, крiм того, для пiдтвердження цих роз-
рахункiв проведено експериментальнi вимiрюван-
ня швидкостей акустичних хвиль i кутiв зносу для
основних напрямкiв у цих кристалах.

2. Теоретичне дослiдження
особливостей поширення акустичних
хвиль та їх аналiз

В основу аналiзу особливостей поширення АХ у
кристалi CaWO4 покладено рiвняння Кристоффе-
ля, яке визначає швидкостi акустичної хвилi та
одиничнi вектори поляризацiї цiєї хвилi 𝑓𝑞 для ко-
жного напрямку її хвильової нормалi a [12]:

(a𝑐a)f𝑞 = 𝜌𝑉𝑞
2f𝑞. (1)

Тут 𝜌 – густина матерiалу, 𝑉 – швидкiсть АХ, 𝑐 –
тензор коефiцiєнтiв пружностi, ненульовими ком-
понентами якого є (в од. 1011 Па): 𝑐11 = 𝑐22 = 1,43,
𝑐12 = 0,554, 𝑐13 = 𝑐23 = 0,504, 𝑐16 = −𝑐26 = 0,221,
𝑐33 = 1,28, 𝑐44 = 𝑐55 = 0,340, 𝑐66 = 0,449 i зв’язанi
з ними шляхом перестановки iндексiв [13].

Кут знесення АХ 𝛾𝑎 a розраховується згiдно
з [12]:
cos 𝛾𝑎 =

au

|u|
, (2)

де u – вектор променевої швидкостi пружної хвилi,

u =
f𝑞𝑐f𝑞a

𝜌𝑉𝑞
. (3)

2.1. Швидкостi поширення
акустичних хвиль

Як вiдомо, [12], просторовий розподiл швидкостей
акустичних хвиль 𝑉 представляють у виглядi по-
верхонь фазових швидкостей, при побудовi яких
у кожному з напрямкiв, що задається радiусом-
вектором поверхнi, вiдкладається вiдповiдна йому
величина фазової швидкостi. При цьому для за-
гальностi аналiзу слiд розглянути три стани по-
ляризацiї хвиль, що розповсюджуються в кожно-

му напрямку, а саме квазипоздовжню (QL), ква-
зипоперечну швидку (QTF) та квазипоперечну по-
вiльну (QTS) акустичних хвилi. Поверхнi фазових
швидкостей для кристала CaWO4, розрахованi на
основi рiвняння Кристоффеля (1), представлено у
табл. 1. У таблицi також зазначено максимальну
та мiнiмальну швидкостi для акустичної хвилi ко-
жного з типiв поляризацiї, а також (у дужках) зна-
чення кутiв сферичної системи координат 𝜃𝑎 та 𝜑𝑎,
якi визначають вiдповiдний напрямок поширення
акустичної хвилi.

Оскiльки симетрiя поверхнi фазової швидкостi
вiдповiдає симетрiї кристала (4/𝑚), то в цiй та-
блицi наводяться значення кутiв лише для одно-
го з напрямкiв; iншi можуть бути встановленi
за допомогою використання вiдповiдних операцiй
симетрiї.

В табл. 2 наведено розрахованi значення швид-
костей акустичних рiзної поляризацiї для деяких
вибраних напрямкiв їх розповсюдження.

2.2. Кути знесення акустичних хвиль

Поверхнi кутiв знесення акустичних 𝛾 будува-
лися нами за аналогiєю до поверхонь фазових
швидкостей. Максимальнi кути знесення, а та-
кож величини кутiв сферичної системи коорди-
нат 𝜃𝛾 та 𝜑𝛾 , що визначають вiдповiдний напря-
мок розповсюдження акустичної хвилi, наведено в
табл. 3.

Як свiдчать данi, наведенi у табл. 3, максималь-
не знесення акустичної хвилi має мiсце пiд час її
поширення в площинi (001), при цьому для квази-
поперечних АХ значення кута зносу може досяга-
ти приблизно 45∘, тодi як для квазипоздовжньої
хвилi знесення є суттєво меншим, хоча й значним
за абсолютною величиною (∼18∘).

Перерiзи поверхонь, наведених у табл. 3, пло-
щиною (001) наведено на рис. 1. Значення кутiв
знесення акустичних хвиль для деяких вибраних
напрямкiв їх розповсюдження наведено в табл. 4.

2.3. Розбiжнiсть акустичної хвилi

Вiдомо, що анiзотропiя середовища, в якому поши-
рюється акустичний пучок, може викликати зна-
чну дифракцiйну розбiжнiсть у порiвняннi з тою,
яка має мiсце в iзотропному середовищi [11, 14].
Кiлькiсно вплив анiзотропiї на розбiжнiсть пучка
визначають через квадратичнi коефiцiєнти анiзо-
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Таблиця 1. Поверхнi фазових швидкостей для кристала
CaWO4 та їх екстремальнi значення для хвиль рiзної поляризацiї

Тип хвилi Поверхня (iзометрiя та вигляд згори) 𝑉max, м/с, 𝜃𝑎,
𝜑𝑎, град.

𝑉min, м/с, 𝜃𝑎,
𝜑𝑎, град.

QL
5227

(90; 22)
4462

(60; 68)

QTF
3311

(90; 68)
2368

(0; 0) та (90; 60)

QTS
2475

(46; 68)
1917

(90; 22)

Таблиця 2. Поверхнi фазових швидкостей
для кристала CaWO4 та їх екстремальнi
значення для хвиль рiзної поляризацiї

Тип хвилi
Напрямок

[001] [100] [110] [101] [111]

QL 4595 4937 4954 4593 4598
QTF 2368 2574 2541 2820 2818
QTS 2368 2368 2368 2329 2321

тропiї 𝑊1,2 = 𝐾1,2/𝑉𝑞, де 𝐾1,2 – власнi значення
планарного тензора �̂� = 𝜕u|/𝜕a (одне з трьох вла-
сних значень цього тензора завжди є нульовим,
тому розглядають не три, а два коефiцiєнта анi-
зотропiї 𝑊1 та 𝑊2 [14]). За своїм фiзичним змi-
стом абсолютнi значення величин 𝑊1 та 𝑊2 пока-
зують, у скiльки разiв дифракцiйна розбiжнiсть у

напрямках головних кривин пучка є бiльшою за
розбiжнiсть в iзотропному середовищi. Згiдно iз
[14], компоненти тензора �̂� розраховуються так:

𝐾𝑖𝑘 = −𝐵−1(𝐵𝑖𝑘 −𝐵𝑖𝑢𝑘 − 𝑢𝑖𝐵𝑘 +𝐵′𝑢𝑖𝑢𝑘). (4)

У (4) 𝑢𝑖 – компоненти вектора променевої швид-
костi, а iншi величини дорiвнюють:

𝐵 = 2𝑉𝑞(3𝑉
4
𝑞 − 2𝑉 2

𝑞 ΓI + ΓII), (5)

𝐵′ = 2𝑉𝑞(15𝑉
4
𝑞 − 6𝑉 2

𝑞 ΓI + ΓII), (6)

𝐵𝑖 = 2𝑉𝑞

(︂
2𝑉 2

𝑞

𝜕ΓI

𝜕𝑎𝑖
− 𝜕ΓII

𝜕𝑎𝑖

)︂
, (7)

𝐵𝑖𝑘 = −𝑉 4
𝑞

𝜕2ΓI

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑘
+ 𝑉 2

𝑞

𝜕2ΓII

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑘
− 𝜕2ΓIII

𝜕𝑎𝑖𝜕𝑎𝑘
, (8)

де ΓI, ΓII, ΓIII – вiдповiдно, перший, другий
та третiй iнварiанти тензора з компонентами
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Таблиця 3. Поверхнi кутiв знесення для кристала
CaWO4 та їх максимальнi значення для хвиль рiзної поляризацiї

Тип хвилi Поверхня (iзометрiя та вигляд згори)
𝛾max, м/с, 𝜃𝛾 ,

𝜑𝛾 , град.

QL
17,9

(90; 54)

QTF
45,9

(90; 42)

QTS
45,5

(90; 40)

Таблиця 4. Кути знесення АХ (градуси)
для деяких напрямкiв в кристалi CaWO4

Тип
хвилi

Напрямок

[001] [100] [110] [101] [111]

QL 0 15,4∘ 15,1∘ 8,9∘ 9,0∘

QTF 0 45,4∘ 45,6∘ 6,0∘ 5,5∘

QTS 0 0 0 21,6∘ 21,8∘

Γ𝑖𝑘 = 𝜌−1𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙𝑎𝑗𝑎𝑙, 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 – компоненти тензора мо-
дулiв пружностi в чотириiндексних позначеннях.

Модулi квадратичних коефiцiєнтiв анiзотропiї
𝑊1 та 𝑊2, визначенi для рiзних напрямкiв поши-
рення акустичних хвиль, наведено у табл. 5 (для

Рис. 1. Перерiзи поверхонь, що представляють просторо-
вий розподiл кута знесення у площинi (001); 1 – квазипо-
здовжня, 2 – квазипоперечна швидка, 3 – квазипоперечна
повiльна АХ
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Таблиця 5. Поверхнi квадратичних коефiцiєнтiв
анiзотропiї для хвиль рiзної поляризацiї у кристалi CaWO4

Тип хвилi |𝑊1| |𝑊2|

QL

Максимум: 1,1 (𝜃 = 49,5∘; 𝜑 = 68∘)
Мiнiмум: 0,26 (𝜃 = 89,5∘; 𝜑 = 23∘)

Максимум: 3,6 (𝜃 = 90∘; 𝜑 = 68∘)
Мiнiмум: 0,53 (𝜃 = 90∘; 𝜑 = 22,5∘)

QTF

Максимум: 2,4 (𝜃 = 90∘; 𝜑 = 4,5∘)
Мiнiмум: 3,2 ·10−5 (𝜃 = 32∘; 𝜑 = 9,5∘)

Максимум: 116,1 (𝜃 = 89,5∘; 𝜑 = 41∘)
Мiнiмум: 0,78 (𝜃 = 51,5∘; 𝜑 = 68∘)

QTS

Максимум: 2,7 (𝜃 = 90∘; 𝜑 = 6∘)
Мiнiмум: 7,8 ·10−5 (𝜃 = 10∘; 𝜑 = 56,5∘)

Максимум: 113,1 (𝜃 = 89,5∘; 𝜑 = 41∘)
Мiнiмум: 0,65 (𝜃 = 46∘; 𝜑 = 68∘)

визначеностi при побудовi прийнято, що завжди
має мiсце нерiвнiсть |𝑊2| > |𝑊1|).

На рис. 2 наведено перетини представлених у
табл. 5 поверхонь площиною (001). Як видно з
рисункiв (табл. 5 та рис. 2), у кристалi CaWO4

iснують такi напрямки поширення квазипопере-
чних АХ, для яких розбiжнiсть (квадратичний ко-
ефiцiєнт анiзотропiї |𝑊2|) значно перевищує ту,
яка мала б мiсце у випадку iзотропного сере-
довища. Для обох типiв квазипоперечних АХ цi

напрямки спiвпадають (𝜃 = 89,5∘ та 𝜑 = 41∘,
див. табл. 5), при цьому вони не вiдповiдають на-
прямкам осей кристалофiзичної системи коорди-
нат. Для квазипоперечних АХ, що поширюються
у площинi (001), зазначена велика розбiжнiсть
(рис. 2, г, е) має мiсце в площинах, перпендику-
лярних до (001).

Проте, важлива рiзниця полягає в тому, що в ма-
ксимумах квадратичнi коефiцiєнти 𝑊2 для швид-
кої та повiльної квазипоперечних АХ рiзняться за
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Рис. 2. Перерiзи поверхонь квадратичних коефiцiєнтiв (див. табл. 5) площиною (001): а, б – поверхонь 𝑊1 та 𝑊2 для
квазипоздовжньої АХ, в, г – поверхонь 𝑊1 та 𝑊2 для квазипоперечної швидкої АХ, д, е – поверхонь 𝑊1 та 𝑊2 для
квазипоперечної повiльної АХ
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a

б
Рис. 3. Приклади вiзуалiзацiї акустичних хвиль у дослi-
джуваних зразках: а – для поздовжньої хвилi, що розпо-
всюджується в напрямку [001]; б – для поздовжньої хвилi,
що розповсюджується в напрямку [100]

Таблиця 6. Швидкостi акустичних
хвиль (м/с), визначених експериментально
для деяких напрямкiв в кристалах CaWO4

Тип хвилi
Напрямок

[001] [100] [110]

Поздовжня хвиля 4366 4856 4867
Поперечна хвиля
(поляризацiя QTS) 2231 2222 2328

знаком: для швидкої 𝑊2 > 0, тодi як для повiль-
ної 𝑊2 < 0. Вiд’ємний знак останньої величини
вказує на те, що пiд час поширення квазипопере-

чної повiльної АХ в даному напрямку анiзотропiя
спричиняє її додаткове фокусування, тодi як для
квазипоперечної швидкої навпаки – розбiжнiсть.

3. Результати експериментального
визначення швидкостi та кутiв знесення
акустичних хвиль

Для експериментальних дослiджень були виготов-
ленi зразки кристалiв CaWO4 прямих зрiзiв. Пара-
лельнiсть граней виготовлених зразкiв була ≈10′.
При механiчнiй обробцi (шлiфуваннi i полiруван-
нi) зразкiв проводився iнтерферометричний кон-
троль цих зразкiв згiдно з технологiєю, що описа-
на у роботi [15].

3.1. Експериментальнi дослiдження
швидкостi звуку

Швидкiсть звуку в дослiджуваних кристалах ви-
мiрювалася за методом Пападакiса [16], при цьо-
му для збудження поздовжнiх акустичних хвиль
було використано п’єзо-перетворювачi, виготовле-
нi з кристала LiNbO3 𝑌 + 36∘ зрiзу, а у випадку
збудження поперечних хвиль – п’єзоперетворюва-
чi 𝑌 + 163∘ зрiзу цього ж кристала. Вимiрянi зна-
чення швидкостей акустичних хвиль наведено у
табл. 6. Як випливає iз порiвняння значень, на-
ведених у табл. 2 i 5, експериментальнi i теорети-
чнi результати для швидкостей акустичних хвиль
спiвпадають з точнiстю, не гiршою за 6%.

3.2. Експериментальне дослiдження
кутiв зносу акустичних хвиль

Експериментальне дослiдження кутiв зносу аку-
стичних хвиль проводилося тiньовим методом (ме-
тод Теплера) [9]. Пiд час експериментiв акусти-
чний пучок спочатку генерувався у буферi (ко-
мiрцi Брега), свiтлозвукопровiд якого виготовле-
ний iз плавленого SiO2. До вiльної гранi цього свi-
тлозвукопроводу за допомогою спецiального клею
крiпився зразок, що дослiджувався. Акустичний
пучок, досягнувши вiльної гранi буфера, частко-
во вiдбивався, а частково проходив у дослiджува-
ний зразок. Вiзуалiзували обидва акустичнi пучки
в буферi та у зразку за допомогою розширеного
паралельного лазерного променя, що продифра-
гував на акустичних пучках. При цьому частота
поперечної АХ становила 150 МГц (саме на та-
ку центральну частоту узгоджений п’єзоперетво-
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Таблиця 7. Експериментально визначенi
кути знесення для деяких напрямкiв
в кристалах CaWO4

Тип хвилi
Напрямок

[001] [100] [110]

Поздовжня хвиля 0 15,1∘ 15,1∘

Поперечна хвиля 0 0 0

рювач використаного буфера). Для реєстрацiї ди-
фрагованого лазерного променя (див. рис. 3) вико-
ристовували цифрову ПЗЗ-фотокамеру. У буферi
акустичний пучок поширювався вздовж нормалi
до вiльної гранi свiтлозвукопроводу. Дослiдження
проводили на трьох зразках. Середнi значення екс-
периментально визначених кутiв зносу наведено у
табл. 7.

Як видно з таблицi, результати експерименталь-
но визначених кутiв знесення повнiстю узгоджую-
ться з розрахунковими даними.

4. Висновки

На основi розв’язання рiвняння Кристоффеля по-
будовано поверхнi фазових швидкостей для квази-
поздовжньої, квазипоперечної швидкої та квазипо-
перечної повiльної АХ у кристалi CaWO4, визначе-
но екстремальнi значення швидкостi для кожного
типу АХ, та напрямки, в яких вони реалiзуються.
Показано, що максимальна та мiнiмальна швид-
костi квазипоздовжньої АХ рiвнi 5227 та 4462 м/с
вiдповiдно, для квазипоперечної швидкої тi самi
величини дорiвнюють 3311 та 2368 м/с, для ква-
зипоперечної повiльної – 2475 та 1917 м/с. Макси-
мальне знесення АХ вiдбувається при її поширен-
нi в площинi (001), при цьому для квазипопере-
чних АХ значення кута знесення може досягати
величини близько 45∘, а для квазипоздовжньої –
близько 18∘.

Для трьох типiв АХ в кристалах CaWO4 визна-
чено квадратичнi коефiцiєнти анiзотропiї 𝑊1 та
𝑊2 для рiзних напрямкiв їх поширення. Показано,
що в цьому кристалi iснують такi напрямки поши-
рення квазипоперечних АХ, для яких розбiжнiсть
(квадратичний коефiцiєнт анiзотропiї |𝑊2|) значно
перевищує розбiжнiсть, яка мала б мiсце у випад-
ку iзотропного середовища. Максимум величини

|𝑊2| рiвний ∼116 для квазипоперечної швидкої, та
∼113 для квазипоперечної повiльної в напрямках,
що визначаються однаковими для обох АХ кутами
сферичної системи координат 𝜃 = 89,5∘, 𝜑 = 41∘, i
зв’язаних iз ними елементами симетрiї класу 4/m.
Показано, що максимуми квадратичних коефiцiєн-
тiв 𝑊2 для швидкої та повiльної квазипоперечних
АХ є протилежнi за знаком: 𝑊2 > 0 для швид-
кої та 𝑊2 < 0 для повiльної. Це вказує на те, що
пiд час поширення квазипоперечної повiльної АХ
в даному напрямку анiзотропiя спричиняє дода-
ткове фокусування акустичного пучка, тодi як для
квазипоперечної швидкої АХ, навпаки – додаткову
розбiжнiсть.

Наведено також результати експериментально-
го визначення швидкостей та кутiв для всiх трьох
типiв акустичних хвиль, якi в межах точностi екс-
перименту спiвпадають iз розрахованими вiдповiд-
ними величинами, що пiдтверджує достовiрнiсть
отриманих розрахункових даних.
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PROPAGATION OF ACOUSTIC
WAVES IN CALCIUM TUNGSTATE CRYSTALS

On the basis of the solution of Christoffel equation, the phase-

velocity surfaces for a quasi-longitudinal acoustic wave (AW)

and the fast and slow quasi-transverse AWs in the CaWO4

crystals have been plotted, and the extreme velocity value for

each AW type and the direction of its realization have been

determined. It is shown that the maximum shear angle occurs

for the AW propagating in the (001) plane; in the case, the

shear angle can reach a value of about 45∘ for the quasi-trans-

verse AW, and about 18∘ for the quasi-longitudinal one. The

quadratic anisotropy coefficients 𝑊1 and 𝑊2 for various AW

propagation directions are determined. It is shown that there

exist such directions of the quasi-transverse AW propagation

in the CaWO4 crystal for which the divergence (the quadratic

anisotropy coefficient |𝑊2|) significantly exceeds the divergence

that would occur in the case of isotropic medium. A direction

in which the crystal anisotropy induces an additional focusing

of the acoustic beam of the slow quasi-transverse AW or an

additional divergence of the acoustic beam of the fast quasi-

transverse AW is determined. The experimental values of the

velocities and shear angles of the AWs are presented, which

confirm the reliability of the obtained calculation results.

Ke yw o r d s: acoustic wave, Christoffel equation, acoustic
wave shear.
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