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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ  
МОДЕЛИ ПОПУЛЯЦИИ ВОЛЬТЕРРА С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 

 
Рассмотрено математические модели динамики популяции, которые описаны двумя дифференциальными уравне-

нииями с квадратичной правой частью. Вычислены точки спокойствия, определен их тип. Введено запаздывание. Показа-
но, что стационарное состояние равновесия неустойчивое. Приведены результаты численного моделирования. 

The mathematical models of the population dynamics are considered wich are described by two differential equations with quadratic 
right side. Calculated stationary points and specified their type. We get the delay. The stationary state of equilibrium position is unstable 
are shown. The results of numerical modeling are shown. 

 
Введение. Рассмотрим математическую модель популяции, предложенную В.Вольтерра [1–3]. Она представля-

ет собой систему обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений с запаздыванием с квадратичной пра-
вой частью. Построим фазовые портреты систем без запаздывание. Далее рассмотрим влияние запаздывания  
[4–6]. Учитывая специфику уравнений с последействием, построение фазового портрета системы с запаздыванием 
вызывает затруднение. Поэтому фазовый портрет системы с запаздыванием строится в предположении, что нача-
льные условия для решений системы с запаздыванием представляют собой постоянные значения ("система с за-
мороженными начальными условиями"). 

1. Построение фазового портрета системы. Построение фазового портрета нелинейной системы на плоско-
сти будет проводиться следующим образом. 

 Находятся особые точки. 
 Строятся фазовые портреты каждой из особых точек в отдельности. 
 Находятся периодические решения (циклы) и строятся их фазовые портреты. 
 Производится "сшивание" отдельных фазовых портретов в фазовый портрет системы в целом. 
Следует отметить, если для нахождения особых точек требуется решать системы нелинейных (квадратичных) 

уравнений, то конструктивные алгоритмы нахождения периодических траекторий отсутствуют. Фазовый портрет в окре-
стности особой точки ( )0 0 0,O x y  строится методом линеаризации. Пусть исходная нелинейная система имеет вид 

( ),x P x y
•
= , ( ),y Q x y

•
= . 

Нелинейные функции ( ),P x y  и ( ),Q x y  в окрестности особой точки ( )0 0 0,O x y  раскладывают в ряд с точнос-
тью линейного приближения 
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Поскольку ( )0 0 0,O x y  особая точка, то ( )0 0, 0P x y =  и ( )0 0, 0Q x y = . Обозначив 
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и отбросив нелинейные члены, получаем систему, линейного приближения в точке ( )0 0 0,O x y  

( ) ( )0 0 0 0x a x x b y y
•
= − + − , ( ) ( )0 0 0 0y c x x d y y

•
= − + − ,                                     (1.1) 

или 

( ) ( )0
d z t A z t
dt

= ,  ( ) ( )
( )

x t
z t

y t
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 0 0
0

0 0

a b
A

c d
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.                                            (1.2) 

Если собственные числа линеаризованной системы имеют ненулевые действительные части, то в достаточно 
малой окрестности положения равновесия ( )0 0,O x y  фазовый портрет линеаризованной системы топологически 
эквивалентен фазовому портрету исходной нелинейной системы [7]. 
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2. Модель Вольтера (простая) без запаздывания. Предварительно рассмотрим классическую модель "хищ-
ник-жертва" без учета запаздывания (времени полового созревания) 

( ) ( ) ( )x t a cy t x t⎡ ⎤= −⎣ ⎦� , ( ) ( ) ( )y t d gx t y t⎡ ⎤= − −⎣ ⎦� .                                           (2.1) 

Предполагается, что все параметры положительные, т.е. 
0a > , 0c > , 0d > , 0g > . 

Точки покоя (стационарные точки) определяются из системы уравнений 

[ ] 0a cy x− = , [ ] 0d gx y− =                                                                  (2.2) 

и равны ( )1 1 1,O x y , ( )2 2 2,O x y , 1 0x = , 1 0y = , 2
dx
g

= , 2
ay
c

= , т.е. система имеет две точки покоя. 

2.1. Система (2.1), линеаризованная в точке ( )1 1 1,O x y , имеет вид 
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. 

Ее собственными числами будут 
1 0aλ = > , 2 0dλ = − < . 

Положение равновесия – седло. Сепаратрисами будут: 0x =  - устойчивая сепаратриса, 0y =  - неустойчивая 
сепаратриса. 

2.2. Система, линеаризованная в точке ( )2 2 2,O x y , имеет вид 

( ) [ ] ( )( ) ( )( )2 2 2 2x t a cy x t x cx y t y= − − − −� ,  

( ) ( )( ) [ ] ( )( )2 2 2 2y t gy x t x d gx y t y= − − − −� . 

После подстановки значений точки ( )2 2 2,O x y , получаем 

( ) ( )( )2 2
d z t A z t z
dt

= − , 2

0

0

dc
gA

ag
c

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 2

d
gz
a
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Собственные числами будут чисто мнимыми  

1 i adλ = , 2 i adλ = − . 

Положением равновесия (критический случай) могут быть либо центр, либо фокус (устойчивый или неустойчи-
вый). Многочисленными исследованиями (например, [1]) показано, что положением равновесия является центр.  

Пример 2.1. Рассмотрим систему уравнений с параметрами 2a = , 2c = , 2d = , 2g = . Фазовый портрет сис-
темы в целом, соответствующий этим параметрам, изображен на рис 2.1. 

 

 
 

Рис. 2.1 Динамика системы Вольтера без запаздывания 
 
3. Модель Вольтера (простая) с запаздыванием. Далее рассмотрим модель "хищник-жертва", учитывающую 

время полового созревания, т.е. модель с запаздыванием. Она имеет вид 

( ) ( ) ( )x t a cy t x t⎡ ⎤= − − τ⎣ ⎦� , ( ) ( ) ( )y t d gx t y t⎡ ⎤= − − − τ⎣ ⎦� .                                         (3.1) 

Как и в предыдущем случае, все параметры положительные, т.е.    0a > , 0c > , 0d > , 0g > . 
Точки покоя (стационарные точки) определяются из системы уравнений (2.2) 

Они равны ( )1 1 1,O x y , ( )2 2 2,O x y , 1 0x = , 1 0y = , 2
dx
g

= , 2
ay
c

= . 
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3.1. Система (3.1), линеаризованная в точке ( )1 1 1,O x y , имеет вид 

( ) ( )1
d z t A z t
dt

= , 
0

0
a

A
d

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

и является системой без запаздывания. Как и в предыдущем случае, положением равновесия является седло с 
сепаратрисами, являющимися осями координат. 

3.2. Система, линеаризованная во второй точке ( )2 2 2,O x y , имеет вид 

( ) ( )( )2 2
d z t B z t z
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Ее характеристическим уравнением является 

{ } 2 2 2det 0

dc e
gA E e

ag e
c

−λτ

− λτ

−λτ

−λ −
− λ = = λ + ω =

−λ

, adω = . 

Исследуем расположение корней полученного характеристического квазиполинома 
2 2 2 0e− λτλ + ω = .                                                                           (3.2) 

Представим полученное характеристическое (3.2) уравнение в виде 

( )( ) 0i e i e−λτ −λτλ + ω λ − ω = . 

Уравнение распадается на два 
0i e−λτλ + ω = , 0i e−λτλ − ω = .                                                               (3.3) 

Нетрудно видеть, что если 0λ  является решением одного из уравнений, то 0λ  будет решением другого. Поэто-
му будем рассматривать только второе из уравнений. Его решение ищем в виде   u ivλ = + . 
Подставив в уравнение, получаем 

( )cos sinuu iv i e v i v− τ+ = ω τ − τ . 

Разделив действительную и мнимую части, запишем систему двух уравнений относительно переменных u , v . 

sinuue τ = ω ντ , cos 0vve vτ = ω τ = .                                                          (3.4) 

После замены x u= τ , y v= τ , 1ω = ωτ  получаем 

1sinxxe y= ω , 1cosxye y= ω .                                                             (3.5) 

Покажем, что система (3.5) имеет хотя бы одно решение ( )0 0,x y , у которого 0 0x > .  

Рассмотрим промежуток 
2

0 π
<≤ y . На этом промежутке cos 0y ≠ .  Разделим первое уравнение на второе. По-

лучаем систему 
x ytgy= , 1cosytgyye y= ω .                                                               (3.6) 

На промежутке 2
0 π

<≤ y  функция ( ) ytgyyeyf =1  удовлетворяет условиям 

( ) 001 =f , ( ) 01 >yf , ( ) +∞→yf1  при 0
2
−→

πy . 

Функция ( ) yyf cos12 ω=  удовлетворяет следующим условиям 

( ) 12 0 ω=f , 0
22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πf , ( ) 02 >yf . 

Графики функций представлены на рис. 3.1. 

Поэтому всегда найдется пересечение графиков кривых , т.е. точка 
2

0: 00
π

<< yy , которая удовлетворяет ус-

ловию ( ) ( )0201 yfyf = , т.е. является решением второго из уравнений (3.6). Поскольку 2
0 0

π
<< y  , то 

0000 >= tgyyx . 
Таким образом,  характеристическое уравнение (3.2) при любых 0ω >  и 0τ >  будет иметь хотя бы один корень 

0λ  с положительной  действительной частью.  
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Рис. 3.1. Графическое решение уравнения (3.6). 
 

Пример 2.2. Оценим зависимость запаздывания на динамику системы. Рассмотрим пример системы с запазды-
ванием с теми же параметрами 2a = , 2c = , 2d = , 2g = . Особые точки имеет тот же вид.  

Рассмотрим вторую особую точку ( )2 2 2,O x y , 2 1x = , 2 1y = .  
Система, линеаризованная в этой точке имеет вид 

( ) ( )( )2 2
d z t B z t z
dt

= − , 2
0 2
1 0

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 2
1
1

z ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                                (3.7)  

Построим графики фазовых траекторий системы (3.7), соответствующие "замороженным" начальным условиям 
при различных величинах запаздываний 0>τ .  

В отличие от уравнений без последействия, дифференциальные уравнения с постоянным запаздыванием яв-
ляются уравнениями в бесконечномерном функциональном пространстве и построить фазовый портрет системы на 
плоскости без дополнительных ограничений не удается.  

На Рис.3.2–3.5 приведены траектории движений системы, начинающиеся из одной точки при "замороженных" 
начальных данных, т.е. при условиях ( ) 1=tx , ( ) 1=ty , 0≤≤− tτ . Показано, что при возникновении запаздывания 
и его увеличении происходит бифуркация и фазовый портрет системы (3.7) меняется. 
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Рис. 3.2.                                                     Рис. 3.3. 
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Рис. 3.4.                                                     Рис. 3.5. 
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