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ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ЗІ ЗСУВОМ АРГУМЕНТУ В ПРОСТОРІ 2l У ВИПАДКУ 
ВИРОДЖЕНОГО ОПЕРАТОРНОГО КОЕФІЦІЄНТА 

Наведено достатні умови розв’язності однорідного диференціального рівняння зі зсувом аргументу у просторі 

2l у випадку необмеженого оператора блочного вигляду з довільним розташуванням спектра.

The sufficient conditions for solvability of homogeneous differential equation with argument’s displacement in the 2l space in 
the case of unbounded operator coefficient with block structure with any specter are given.  

1. Вступ.
� ��� ������ ������������� ������� ��������� �и������������ �������� � ���и� ����������� ��������� �� ��� 

( ) ( 1),x t Ax t t′ = − ∈R , (1) 

�������� ���������� �и������������� ������� �� ���������и � �������� 2l , ��� ������� ���������� ��������� ���-
������и.

� �и�����, ���и ( )A L B∈ � ( ) { }|itA ite tσ ∩ ∈ = ∅R ������, �� �� �������� ��� �и�� ��и������и� ����’����. ��-

�� �� ����� �� �и���������, ������ ���������� ����’���� ������� �������������. � ������ ������������ �.�. [1] ���� 
����’���и �������� �� ���� ������� ������������ �������.

� ��� �� ��� ��и ������������ ���� ������ �� ����’������ ����������и� �и���� �и�����������и� ������� (�и�., ��-
��и����, [2,3]), �и�и����� ���������� ����и��� ��������и, ������ ��и� �� ����������� �������� ����и. ���� ���� 
�����и – ����������� ����’����� �������� (1) ��� ����и� ������ ���������и� ����и��и� ���������� � �������� 2l .

2. Постановка задачі. ����� ( ),B ⋅ – ���������и� ������� �������. ���������� �и������������ �������� (1), �� 

:A B B→ – ������и� ��������, ( )1 ,x C B∈ R – ������ �������.

��� ����� ������ [1], �� ���� ( )A L B∈ , �� ������ ��������� A ����������� � ����� �������и� ����и� 1 2 3, ,σ σ σ ,

�� 1σ �� �����и������� � ��������� �������� { }|itite t∈R , 2σ ���и�� �� ��� �������, ��� �� ����и�� �� ����� ����-

�����и��: ( ) ( )1
21 ,k k k+ π− + π ∈Z , 3σ ����������� �и�� � ����� ���������и��, �� ����’����, �� ������� ���������� 

��������� ���������и, ����� 1( , ) : ( , ) | 0 : sup ( )r t
E

t
x C B x C B r e x t−

∈

 ∈ = ∈ ∀ > < ∞ 
 R

R R , ��� �и����:

( ) 31 322
2 31 32

C t C tC tx t e x e x e x= + + . (2) 

���� 1 2 3, ,P P P – ��������и, �� ������������ ���и��� ������� 1 2 3, ,σ σ σ , , 1, 2,3,k kB P B k= =  – ����������и ����-

���� B , ��и���� B � �� ������ �����, 2 2 3 3,A AP A AP= =  – ��������и, �� ����и��� ����� � ��������� 2 3,B B , �� 

�������� 1
2 2( )C f A−= , �� 1( ) ,zf z ze f −= – �������� ������������, �� �������и�� ���� ����и� ������ ��� � ����и 

����и� �������. ���� �� ����и�и ������� � ������и ���������и��, �� � �� ����� ����� ��и���и ��� ����и� “�������и�”
������������: 1

1f
− � 1

2f
− (�и�. [1]). ���� 1

31 1 3( )C f A−= , 1
32 2 3( )C f A−= , 2 31 32, ,x x x B∈ – �������� ����� ������и.

��������� ���и���и ����’���� �������� (1), ���� ������ �� ����’������ ������������ �� �и��������� ����и�и 
��� �и����� �������� 2B l= �� ����и, �� �������� A � ������������ ����и���, �� ��� ������ ���������. � ���-
�� ���� �������� ������������ �� ����������� ��������� �������, ��� ������������ ����и� ������. ����� ���� �������� 
������������� � ����������и������� ����������� ��������. �������� A ��и ����� ���� ���и ���������и�.

3. Дослідження прямої суми блоків 2х2

���������� �������� �и����� (1) � ����и������� ��������. ������ ��������� 
a b

A
c d

 
=  
 

����������� � ���� 

�����и� �и��� 1 2,λ λ (����и��, ����и�). ����� A ����и���� �� ������������ ���������� ���������� ����и:

1 1

2

0
0

A T T −λ 
=  λ 

,�� 1 2λ ≠ λ . ���� ����� �����и ����и�� �������� 1

2

d b
T

c a
λ − 

=  λ − 
. ����’����� �������� 

1At t= λ (����� �������� �����и� ����������, �� ���������� �и��� 1λ ). ���и�����, �� 1T t− – �����и� ������ ���-
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�и�� 1

2

0
0
λ 
 λ 

, �� ���������� �������� �и��� 1λ , ����� 
1 1

,
0

T t k k−  
= ∈ 

 
C ⇒ 1

,
0

t kT k
 

= ∈ 
 

C . ����, �����и� 

�����и� ������������ ��� 1λ � 1
1
|

0
B t kT k

   = = ∈  
   

C .

���������� ������и�� �����и� ���������� ��� 2λ : 2
0
|

1
B t kT k

   = = ∈  
   

C .

���� ����� 10
0

A T T −λ 
=  λ 

, �� 
0

0
A E

λ 
= = λ λ 

( E – ��и�и��� ����и��), ���� ����� ������ �������� 2C �

�����и�.

���� � A ����и���� �� �и����� 11
0

A T T −λ 
=  λ 

, �� ����� �����и ����и�� �������� 2
1

2
0

a d
T

c

− 
 =   
 

. ��� �

����� �и����� ������� �� ����и������� �� ��� ����������� ����������и.
������и�� ���� ����и�и:

{ }1 | ,itC z z ite t= ∈ ≠ ∈C R – ����и ���� ��������;

{ }2 2| , ,itC z ite t t k kπ= = ∈ ≠ + π ∈R Z – ����и �� �������, ���� ����� ���������и��;

{ }3 2| ,itC z ite t k kπ= = = + π ∈Z - ����и ���������и�� �������.

�����, �и���и�������и ������� (2), �и ������ ���и���и ����’���и �������� (1) � ���������� ��� �и����� ����и-

�� 
a b

A
c d

 
=  
 

� ��� ������������ ����� ������� (����� �����и� �и��� 1 2,λ λ ����и�� A ). 

1. ���� 1 2 1, Cλ λ ∈ , �� ����’���� ( ) 0x t ≡ .

2. ���� ( ) { }Aσ = λ (����� 1 2λ = λ = λ – ���� ������ �и��� ��������� 2) � 2Cλ∈  : 

 �)
0

0
A

λ 
=  λ 

, ���� ( ) 1
Ktx t e c= , �� 

0
0

K
σ 

=  σ 
– ������и���� ����� ����������и ����’���� � ���-

�����, 2
1c ∈C , ,e iσσ = λ σ∈ R , ����� ( ) ( )1 , zf f z ze−σ = λ = . ���и� �и���, ( ) 2

1 1,
tx t e c cσ= ∈C .

�) 1
2 2

1
0

A T T −λ 
=  λ 

, ,
2
a d eσ+

λ = σ = λ .

����� ����������и ����’���� ( ) 1
Ktx t e c= ���и����� KA Ke= . ����� �������и�и, �� K �� ���� ���и ���������-

�� ��������� ��������� �����. ���� 11
0

K S S −
σ 

=  σ 
, �� S – ����� ���и������� ����и��, �� ����и�� K �� 

���������� ���������� ����и. �����:

1 1
2 2

1( 1)
00

K e e
Ke S S T T

e

σ σ
− −

σ

  λσ σ+  
= =     λσ   

,

�������и 1( 1) 1

0 0

e e e
M M

e e

σ σ σ
−

σ σ

   σ σ+ σ
=      σ σ   

, �� 
1 0

10
( 1)

M
eσ

 
 =  
 σ+ 

, �� 

1 1 1
2 2

11
00

e
SM M S T T

e

σ
− − −

σ

  λσ  
=     λσ   

, ����� ����и 2SM T= , ����� 1
2S T M −= .

��� 1 1
2 2

1
0

K T M MT− −σ 
=  σ 

. ��������� ����’���� ���и������ � �и���-

��: ( ) ( ) 11 1
2 2 1 2

2
, , ,

0

t t
t

t

ce te
x t T M MT c e D t c c

ce

σ σ
− − σ

σ

   
= = ∈       

C



�� ��������� ( )

21 11
2 2( 1) ( 1):

( ) 1 1
2( 1) ( 1)

a d a dt t
e c eD t

ct t d a
e e

σ σ

σ σ

 − − + −  
σ+ σ +  =  − + σ+ σ+ 

.

3. ���� 1 2 1 2 2, , Cλ ≠ λ λ λ ∈ , ���� 1 1

2

0
0

A T T −λ 
=  λ 

 � ����’���� 

( )
1

1 2

2

1
1 2

2

1 1
1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 1 2 2

0 01 00,
0 10 0 0

0 1 0
, . .

0 10

t
K t K t

t

t
t t

t

ex t e c e c c B c B T T k T T T k T
e

ek T k T k e T k e T k k
e

σ
− −

σ

σ
σ σ

σ

      
= + = ∈ ∈ = + =               
       

= + = + ∈                 
C

4. ���� 1 2 3Cλ = λ = λ∈ , �� ( ) 1 2
1 2

K t K tx t e c e c= + . ����и�� �и����и �������� A :

a) 
0

0
A

λ 
=  λ 

, � ����� �и����� «��������» ������������ �������и�� ����� λ ���������и�� ������� � ��� ��-

��и ������ ��� ( ) ( )1 1
1 1 2 2,f f− −σ = λ σ = λ .

������������ ���������� �������� � (1) ����� �����и �������и� �и���� ���������� 1 2,K K .

1 2
1 1 2

1
0 0

0 0 0 0
K e eK e

σ σ   σ σ= =      
   

, 2

2 12
2 1

0 0 0 0

0 0
KK e

e eσ σ

   
= =      σ σ   

.

( )
1 2

1 2
1 2

1 2

0 0 0 00 0
0 00 0 0 0 0 0

, , , , .
0 0

t tt tt t

t t

k l ke le
x t e e e e k l m n

m n me ne

σ σ        σ σ       σ σ       
σ σ

 +       
= + + + = ∈          +         

C

�) ���� 1
2 2

1
0

A T T −λ 
=  λ 

, ( ) 1 2
1 2

K t K tx t e c e c= + . 1 2,K K �� ������ ���и ������������ ���������� ���������� 

����и, ���� 1 1
1

1

1
0

K S S −
σ 

=  σ 
, 2 1

2
2

1
0

K V V −σ 
=  σ 

, 1 2
1 2e eσ σλ =σ =σ .

����� ����������и ����� 1
1
KK e A= , � 11 1

1 2 1 1 2
1

1
0

K TM MT− −σ 
=  σ 

, 21 1
2 2 2 2 2

2

1
0

K T M M T− −σ 
=  σ 

, �� ����и�� M ���-

�и���� � ������ 2) ��� σ , � 1 2,M M –���������� ����и�� ��� 1 2,σ σ . ����’���� : 

( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1 1 1 2
2 1 1 2 1 2 2 2 2 2 1 1 2 2 1 2, , .

0 0

t t t t
t t

t t

e te e te
x t T M M T c T M M T c e D t c e D t c c c

e e

σ σ σ σ
σ σ− − − −

σ σ

   
= + = + ∈      

   
C 5. 

����� 1 2 1 2 2 3, ,C Cλ ≠ λ λ ∈ λ ∈ � 1 1

2

0
0

A T T −λ 
=  λ 

. ���� ( ) ( )1 2
1 0

, , ,
0 1

t ttx t ke T le me T k l mσ σσ    
= + + ∈   

   
C .

6. ����� 1 2 1 2 3, , Cλ ≠ λ λ λ ∈ . ����, ���� 1 2,σ σ ������������ �и��� 1λ , 3 4,σ σ – �и��� 2λ ,�� ����’����� ���� : 

( ) ( ) ( )31 2 4
1 0

, , , ,
0 1

tt t tx t ke le T me ne T k l m nσσ σ σ   
= + + + ∈   

   
C .

7. ���� 1 2 1 1 2 2, ,C Cλ ≠ λ λ ∈ λ ∈ , �� ( ) 0
,

1
tx t ke T kσ  

= ∈ 
 

C .

8. ���� 1 2 1 1 2 3, ,C Cλ ≠ λ λ ∈ λ ∈ , �� ( ) ( )1 2
0
, ,

1
t tx t ke le T k lσ σ  

= + ∈ 
 

C .

�����и 1)-8) – �������� �и�������� ��� ����и�� �и����и �и����� ����’���� �и�������������� �������� (1) � ���-
�и������� ����������� �������� � ���������� ��� ����и�� A .

�и��� ������ ��������и �������� ����’���и, ��� ���и���и ����и, ��и ��и� �������� (1) ��� � �������� 2l ��� 
����’����. ��� ����� �������� ��������� ���и.

Лема 1. ����� ����и�� A � ������������ ����������� �������� 2C ��� �и���� , , , ,
a b

A a b c d
c d

 
= ∈ 
 

C .

���� ����� 



(
1
22 2 2 2 2 2 2 2 2 221 ( ) 8Re( ) 4 4

2
A a b c d a b c d adcb ad cb = + + + + + + + + − − 


(3)

.

���������. �������� ����и����и�� �������� ( )* *A AA r AA= = , �� ( )*r AA – ����������и� ������ ���-

��������� ���������, ��и� ����� ����������и, ��������и ������ �и��� ����и��.
Лема 2. ����� 1 2, iσ σ ∈ R (����� ������ �� ������ ���), ,a b∈C . ���� 

1 2sup t t

t
ae be a bσ σ

∈
+ = +

R
. (4) 

��������� ����� ���и���и, ������и��и ������� 1 2t tae beσ σ+ �� ��������� �� t �������и �и�������������� 

�и������.
�и���и�������и ������� (3), ����� ���и���и ����и ����и�� ( ) ( ) ( )1 2, ,D t D t D t .

����� ����и�� ������ ����и ����’�����, �������и� � ������� 1)−8). 
 1) ( ) 1 10 : ( )x t t= = ψ ≡ ψ ;

2) a) 1 1 2 2( ) sup ( )t

t
x t e c c tσ

∈
≤ ⋅ = = ψ ≡ ψ

R
;

2) �) ( ) ( ) ( )1 1
3

2 2
: ( ) sup :t t

t

c c
t x t e D t e D t t

c c
σ σ

∈

   
∀ ∈ = ≤ ⋅ ⋅ = ψ   

   R
R ;

3)
1 2

1 2

1 2

1 1 2
1 2

1 2 2

1 0 ( )
( )

0 1 ( )

t t
t t

t t

k e d k e bx t k e T k e T
k e c k e a

σ σ
σ σ

σ σ

 λ − +     = + = =         + λ − 

1 2 1 2
2 2

1 1 2 1 2 2( ) ( )t t t tk e d k e b k e c k e aσ σ σ σ= λ − + + + λ − ≤

2 2
1 1 2 1 2 2 4 4( ( ) ) ( ( ) ) : ( )k d k b k c k a t≤ λ − + + + λ − = ψ ≡ ψ ;

4) a) ���������� ������и�� : 
1 2

1 2

2 2
5 5( ) ( ) ( ) : ( )

t t

t t

ke le
x t k l m n t

me ne

σ σ

σ σ

 +
= ≤ + + + = ψ ≡ ψ  + 

;

4) �) ( )1 2
1 1 2 2 1 1 2 2 6: ( ) :t tt x t e D c e D c D c D c tσ σ∀ ∈ = + ≤ ⋅ + ⋅ = ψR ;

5)  ( )
1 2

1 2

1 2

1

2

( ) ( )1 0
( )

0 1 ( )( )

t tt
t tt

t tt

ke d le me b
x t ke T le me T

ke c le me a

σ σσ
σ σσ

σ σσ

 λ − + +   
= + + = =      + + λ −     

1
22 2

1 2 2( ( ) ) ( ( ) ( ) ) )k d lb mb kc l a m aλ − + + + + λ − + λ − =: 7 7( )tψ ≡ ψ ;

6) ( ) ( )31 2 4
1 0

( )
0 1

tt t tx t ke le T me ne Tσσ σ σ   = + + + ≤   
   

≤
1
22 2

1 1 2 2 8 8( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) ) : ( )k d l d mb nb kc lc m a n a tλ − + λ − + + + + + λ − + λ − = ψ ≡ ψ ;

7)  2 2
2 9 9

0
( ) ( ) : ( )

1
tx t ke T kb k a tσ  = ≤ + λ − = ψ ≡ ψ 
 

;

8) ( )1 2 2 2
2 10 10

0
( ) ( ) ( ( ) ( ) ) : ( )

1
t tx t ke le T kb lb k a l a tσ σ  = + ≤ + + λ − + λ − = ψ ≡ ψ 

 
.

Зауваження. ���� 2 �������, �� �и���и����� �����и ������и� ���������� ���� ��������� � ����и�и.
��������� ����� �� �������� (1) � �������� 2l .�������� A ���и�� �и����:



1 1

1 1

2 2

2 2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

a b
c d

a b
A

c d

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

O O

O O

(5) 

����и����� ����и i i

i i

a b
c d
 
 
 

����и�� (5) ������������ �����������и� �и�� ����и��� 2x2. ����и����и� ����’���� ( )Nx t

��� N -���� ����� �и���������� ��������и � ������� 1)−8) � ( ): ( ) ( )N i Nt x t t∀ ∈ ≤ψR ,

( ) { }( )( ) ( ), 1,...,10N N N i NA x t A t i i N≤ ψ = ∈ , � ��и������� � ���������� ��� �и����� N -���� �����. ������� ������-

��������: ( )1 2( ) 0 ... 0 ( ( ), ) ( ( ), ) 0 ...
t

N N Nx t x t e x t e=% , �� 1 2
1 0
,

0 1
e e   

= =   
   

–������и ���и�� � ����и������� 

��������. ���� ������ ���и���и ��������и� ���, ��и� ���� ������и�� �� �������� �������� (1) : 

( )
1

( )N
N

x t x t
∞

=
= ∑ % (6) 

�и���и�������и ������ �и�� ���������� , ����������� ���� �������:
Теорема 1. ����� �������� A ��� �и���� (5). ����:
1) ����� ����’���� �������� (1), �� ������� ���������� ��������� ���������и, ��� �и���� (6). 
2)    ���� 

2 2
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: ( )N i N
N

t A t
∞

=
∀ ∈ ψ < ∞∑R , 2

( )
1

( )i N
N

t
∞

=
ψ < ∞∑ ,

��и���� ���и ���������� ������ �� ������� ��������, � ����и� ��� ��� ����, �� ������� ���������� ��������� ��������-
�и, ���� ��� (6) � ����’����� �������� (1) � ����� ( ),EC BR �������, �� ��������� ���������� ��������� ���������и.



3) ���� � ����и�� A ����� ������ �и����� 2)�) �� 4)�) �
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∞
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i N
N

∞
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ψ < ∞∑ ,

���� ��� (6) ���������� � 2l �� ���������� ����’���� �������� (1). 
 Доведення. ����� 1 �и��и��� � �������и� �и�� ���������, ���� ����и �� �������� (1) ����������и �� �����-

����� ����и����� ����������и. ����� 2 � �������и� �и�� ���������, �������� ��������� : � 22

1
( ) ( )N

N
x t x t

∞

=
= ∑ � ����-

��������� ������� x �� Ax , �� �и��и����� � ����������� ��������� �����.
4.Дослідження прямої суми блоків n x n. 

���� ������ ���������и �������� (1), �� ����и�� A – ����������� � ��� ������ ��������� � ������ ������ (����-
������) �����������.
��� ���������� � ������������ ������� ����� ��������и �� ��� �и�����. ���������� N -�и� n -�и����и� ���� 

NA , ���� ������ �и��� { }1,..., nλ λ ����� �и����и�и � ��������и��и����� �������� det( ) 0NA E−λ = .

������� NA �� ���������� ���������� ����и. ����� T – ����и�� ��������. ������� nC ����и������� �
����� ���� ����������и� ������������, �� ������������ ����и��� �������. ����’���� � ����� �������� ���� ����� 
����’�����, �� ������������ ����и� ����и���. �������и ���������� ������������ ������, ����� �������и�и �и���� 
����’���� ��� ������� �и�����.

1) ���� ������ �и���, �� ���������� ����и�� �������, ���и�� � ����и�� 1C , �� ����’���� ��� ���� ����и�и �����-
�и�.

2) ���� ����и�� ������� �����и�����, �� � �и����� �������� �и��� 2Cλ∈  ����� ����’���� 

( ) ( )1, , , 0, , ,.0,1,0,...,0 ,tke T k fσ −∈ σ = λ =e C e  �� ��������� ��и�и�� �����и�� ��� ������������ ����и�и � ����и��,

� � �и����� 3Cλ∈  ����� ����’���� ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1
1 2 1 1 2 2, , , , 0, , ,.0,1,0,...,0t tk e k e T k f fσ σ − −+ ∈ σ = λ σ = λ =e C e .

3) ���� ����и�� ������� U ����� ��� �����и����� � 2Cλ∈ , �� ������и�� ����и�� M � ����и 1UUe MZM −= ,

�� Z – ��������� ��������� ����� ��� ����и�� UUe . ������и�� ����� ( )G t ����и�� ������� n n× , � ���� �� 

���� �����, �� ����� ������������ ����и�� ������� ����������� � NA ������ ����и�� 01 U tM e M− , �� 0U – ���-

�и�� ������� ��� � �����������, �� � U , ��� ���������� �и��� ( )1fσ λ−= , � ��� ���� ����и�и ��������� �����и.

���� ����� ( ) ( ) 1 , nx t TG t T c c−= ∈C . � �и����� 3Cλ∈  ��� ���������� ���и������� ����и���и�и, ���� ����, �� 

����� ��� ������и, �� ������������ �и���� ( ) ( )1 1
1 1 2 2,f f− −σ = λ σ = λ .

n -�и����и� ����’���� ( )Nx t ��� N -���� ����� �и���������� �������и�и ��������и � ( ): ( ) ( )N i Nt x t t∀ ∈ ≤ψR ,

( )( )( ) ( ),N N N i NA x t A t i i N≤ ψ = , � ��и������� � ���������� ��� �и����� N -���� �����. ������� ��������������:
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M

M
– ������и ���и�� � n -�и������� ���-

�����. ���� ������ ���и���и ��������и� ���, ��и� ���� ������и�� �� �������� �������� (1) : 
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1
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x t x t

∞

=
=∑ % (7)  

�и���и�������и ������ �и�� ���������� , ����������� ���� �������:
Теорема 2. ����� �������� A ��� ������-����������и� �и����. ����:
1) ����� ����’���� �������� (1), �� ������� ���������� ��������� ���������и, ��� �и���� (7). 

2)     ���� 2 2
( )

1
: ( )N i N
N

t A t
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( )
1
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=
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��и���� ���и ���������� ������ �� ������� ��������, � ����и� ��� ��� ����, �� ������� ���������� ��������� ���-
������и, ���� ��� (6) � ����’����� �������� (1) � ����� ( ),EC BR �������, �� ��������� ���������� ��������� �����-
����и.

3) ���� � ����и�� A ����� ������, ��и���и� � �и����� 3)  �
2 2
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1

N i N
N

A
∞

=
ψ < ∞∑ , 2

( )
1

i N
N

∞

=
ψ < ∞∑ ,

���� ��� (7) ���������� � 2l �� ���������� ����’���� �������� (1). 



Доведення ���������� ��������� ������и 1. 
5. Висновки 

� ������ ���������� �и������������ �������� �� ������ ��������� � �������� 2l ��� �и����� �и������и� ������-
���и� ���������и� ������������, ������ ��и� ���� ���и�� �������и� �и��� �����и���и �������� ������� 

{ }|itite t∈R . � ����� �и����� �� �и��������� ����� ��������� �� ��и����� ����’�����. ����� � �и����� ���������� 

������� ��������и � �������� 2l ������� �����и ����и, �� ��и� ������� ����’���и, �� ��������� ���������� ������-
��� ���������и �� ���� �и�и���и �� ����’���и ��� �и����� ����и����и� ������.
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