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Обтікання сфери в’язкою нестисливою 
рідиною 

 
Чисельно досліджується обтіканні сфери 

в’язкою нестисливою рідиною в широкому діа-
пазоні чисел Рейнольдса. При ламінарних режи-
мах обтікання задача розв’язується шляхом пря-
мого чисельного моделювання. При турбулент-
них режимах використовується підхід LES.  
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Flow of viscous incompressible fluid past a 
sphere 

 
Flow of viscous incompressible fluid past a 

sphere is studied numerically in a wide range of 
Reynolds number. For the laminar flow regimes the 
problem is solved through the use of direct 
numerical simulation. For the turbulent flow 
regimes LES approach is employed 
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Характер обтекания сферы меняется драмати-
чески с ростом числа Рейнольдса. Чем выше зна-
чение числа Рейнольдса, тем сложнее природа те-
чения. Ниже мы подробно описываем характер 
обтекания сферы в широком диапазоне чисел Рей-
нольдса. При числах Рейнольдса Re < 20 течение 
представляет собой безотрывное ламинарное те-
чение с гладкими незамкнутыми линиями тока. 
Течение за сферой идентично течению перед 
сферой [1, 2].  

 

Стационарное осесимметричное обтекание 
(20 < Re < 210) 
 

Экспериментальные исследования стационар-
ного следа за сферой при малых числах Рейнольд-
са проводили Taneda [1] и Nakamura [2]. Было 
установлено, что при числах Рейнольдса выше 25 
течение отделяется от сферы вблизи задней точ-
ки и формирует замкнутый рециркуляционный 
след в форме осесимметричного вихревого коль-
ца. По мере увеличения числа Рейнольдса угол 
отрыва потока и длина следа растут. Taneda пока-
зал, что размер вихревого кольца был пропорцио-
нален логарифму числа Рейнольдса. Magarvey, 
Bishop [3] и Wu, Faeth [4] также проводили экспе-
риментальное исследование обтекания сферы. 
Wu и Faeth установили, что течение остается 
осесимметричным и стационарным вплоть до Re = 
= 200, а Magarvey и Bishop – вплоть до Re = 210. 
Эти результаты хорошо согласуются с расчетами 
Natarajan, Acrivos [5], которые установили, что 
течение испытывает регулярную бифуркацию 
при значении Re около 210.  

 
Мы проводили расчеты для четырех значений 

числа Рейнольдса: Re = 50; 100; 150; 200. На рис. 
1 показано сравнение полученных нами значений 
для коэффициента сопротивления Cd с данными 
работ [6-10]. Наблюдается хорошее совпадение 
при всех четырех значениях числа Рейнольдса. 
Значения коэффициента сопротивления при Re = 
= 100 приведены в табл. 1. Видно, что получен-
ные нами значения Cd находятся в диапазоне 
значений, представленных другими авторами.  

 
Стационарный режим с симметрией отно- 
сительно плоскости (210 < Re < 270) 

 

Magarvey, Bishop [3] и Wu, Faeth [4] исследо-
вали течение в данном диапазоне чисел Рей-
нольдса и пришли к заключению, что течение 
остается стационарным, однако больше не явля-

Рис. 1. Коэффициент сопротивления Cd 
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ется осесимметричным. В течении за сферой по-
являются два вихревых хвоста, вытянутых вдоль 
по потоку и имеющих равную по модулю и про-
тивоположную по знаку интенсивность. Johnson 
и Patel [12] объяснили нарушение осевой симме-
трии следа азимутальной неустойчивостью ви-
хревого ядра, имеющего низкое давление. 

 

 

 
Нестационарный режим с симметрией 
относительно плоскости (270 < Re < 400) 
 

В данном диапазоне чисел Рейнольдса вихре-
вой след за сферой сохраняет симметрию отно-
сительно плоскости, однако теряет стационар-
ность. Magarvey, Bishop [3], а также Wu, Faeth [4] 
обнаружили, что след является нестационарным 
и состоит из последовательности взаимосвязан-
ных вихревых петель, сбрасываемых со сферы. 
Sakamoto и Haniu [13] проводили эксперименты 
по обтеканию сферы в широком диапазоне чисел 
Рейнольдса. Они обнаружили периодический 
сброс вихревых петель при Re = 300. Причем 
процесс был регулярным и симметрия относи-
тельно плоскости сохранялась. Упомянутые вы-
ше экспериментальные работы хорошо согласу-
ются с целым рядом расчетных работ по числен-
ному моделированию таких течений. Упомянем 
работы Johnson и Patel [12], Ploumhans, et al. [14], 
Tomboulides и Orszag [15], Mittal [8, 16].  

 

 

 
Мы проводили расчеты при Re = 300 и также 

пришли к выводу, что процесс сброса вихревых 
петель носит ярко выраженный периодический 
характер и след обладает симметрией относи-

 
Рис. 4. Коэффициент сопротивления при Re = 350  

Таблица 1 
Коэффициент лобового сопротивления Cd при 
Re = 100. Сравнение полученных результатов c 
результатами работ [6], [8-11] 
 

данная 
работа 

[6] [8] [9] [10] [11] 

1.091 1.09 1.09 1.087 1.087 1.096 
 

 

Рис. 3. Коэффициент сопротивления при Re = 300 

 

Рис. 2. Идентификация срывающихся вихрей. 
Изоповерхность второго инварианта Q тензора 
градиента скорости; Q=0.02, Re = 300 

Таблица 3 
Число Струхаля St при Re = 300. Сравнение c 
результатами работ [10], [12], [17-20] 
 

данная 
работа 

[10] [12] [17] [18] [19] [20] 

0.133 0.133 0.137 0.136 0.134 0.134 0.136 
 

Таблица 2 
Среднее значение коэффициента сопротивле-
ния Cd при Re = 300. Сравнение c результатами 
работ [10], [12], [17-21] 
 

данная 
работа 

[10] [12] [17] [18] [19] 

0.657 0.661 0.656 0.656 0.657 0.658 
 [20] [21] 
 0.671 0.671 
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тельно плоскости (см. рис. 2). На рис. 3 представ-
лено периодическое изменение во времени коэф-
фициента лобового сопротивления Cd. В табл. 2 
представлены средние значения коэффициента 
лобового сопротивления Cd, а в табл. 3 – числа 
Струхаля. Видно, что полученные нами данные 
находятся в диапазоне данных, представленных 
другими авторами.  

При увеличении числа Рейнольдса до 350 те-
чение становится более сложным. На рис. 4 пока-
зано изменение во времени коэффициента сопро-
тивления Cd . Видно, что данная кривая представ-
ляет собой суперпозицию нескольких колебатель-
ных процессов. Колебания с более высокой ча-
стотой и малой амплитудой соответствуют сбро-
су вихрей в следе за сферой. А медленные коле-
бания с большей амплитудой соответствуют коле-
баниям самой струи за сферой, что, естественно, 
приводит к колебаниям точки отрыва вихрей. 

 
Нестационарный асимметричный режим 
(400 < Re < 1000), переход к турбулентности 
 

В данном диапазоне чисел Рейнольдса тече-
ние теряет симметрию относительно плоскости, а 
угол отрыва вихрей изменяется иррегулярным 
образом. Sakamoto и Haniu в экспериментальной 
работе [13] отметили, что сброс вихрей начал 
приобретать иррегулярный характер при Re = 
= 420. В расчетных работах Dallmann et al. [22] 
было указано, что симметрия относительно плос-
кости все еще наблюдается при Re = 400. Также 
следует отметить численную работу [20], в кото-
рой авторы показали, что при Re = 500 след так-
же состоит из вихревых петель, но они имеет раз-
личную ориентацию. Временной спектр скорос-
ти, взятой в нескольких точках, теперь уже ста-
новится широкополосным. Хотя, по-прежнему, 
наблюдается доминирующий пик при St = 0.167. 
Следующее изменение характера течения наблю-
дается при Re = 800. В работе [23] было показа-
но, что при Re > 800 в течении присутствуют как 
крупномасштабная неустойчивость в следе (сброс 
вихрей), так и мелкомасштабная неустойчивость 
в сдвиговом слое (неустойчивость Кельвина – 
Гельмгольца). В то время как число Струхаля, 
определяемое сбросом вихрей, практически не 
зависит от числа Рейнольдса, число Струхаля, 
определяемое неустойчивостью Кельвина –Гельм-
гольца, возрастает с ростом числа Рейнольдса. 
Аналогичные результаты были получены также в 
работах [13], [20]. 

 
Турбулентный режим при Re > 1000 
 

Турбулентные режимы обтекания сферы ис-
следовались в работах [21], [24-26] и других. При 

числах Рейнольдса ниже критического значения 
Re < 3.8×105 в следе за сферой наблюдались яв-
ные периодические флуктуации, происходящие 
благодаря срыву вихрей. Также было установле-
но, что в докритическом режиме имеет место от-
рыв ламинарного пограничного слоя и уже затем 
в оторвавшемся сдвиговом слое происходит фор-
мирование вторичных вихрей вследствие неус-
тойчивости Кельвина – Гельмгольца. При превы-
шении критического значения Re > 3.8×105 об-
ласть в следе сразу за сферой существенно сжи-
мается, а коэффициент сопротивления резко умень-
шается. Периодический сброс вихрей более не 
наблюдается. 

 

 
 

Мы проводили численные расчеты для докри-
тического значения Re = 104. Для этого исполь-
зовалась техника LES. Для моделирования SGS 
масштабов использовалась дифференциальная k-
модель с одним уравнением. Полученные нами 
значения для коэффициента сопротивления и чи-
сел Струхаля хорошо соответствовали результа-
там других авторов. Картина течения показана на 
рис. 5. Видно как срыв вихрей с поверхности 
сферы, так и последующую турбулизацию следа 
вниз по потоку. 

 
Заключение 
 
Полученные нами численные результаты 

хорошо согласуются с численными и экспе-
риментальными результатами других авторов. В 
диапазоне 270 < Re < 3,8×105 наблюдаются явные 
периодические флуктуации в следе за сферой, 
вызванные сбросом вихрей. Такие флуктуации 
могут служить источником звуковых колебаний в 
среде. 

 

 

Рис. 5. Изоповерхность второго инварианта Q 
тензора градиента скорости; Q=0.02, Re = 104  
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