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Оптимізація системи обслуговування з ба-
гатьма виконавцями та з рекурентним по-
током заявок різних типів

В роботі розглядається система обслуговува-
ння з багатьма виконавцями до якої надходять за-
явки, що потребують різного часу виконання. Час
обслуговування вважається експоненціально роз-
поділеним з параметром, що залежить від типу
заявки. Вхідний потік вважається довільним ре-
курентним потоком заявок.

В результаті було описано спосіб знаходжен-
ня стаціонарних ймовірностей процесу обслуго-
вуваннята наведено приклад оптимізації параме-
трів вхідних потоків системи з метою ефектив-
ного завантаження наявних виконавців.
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Optimization of the queuing system with
many servers and with recurrent flow of jobs
of different types

This paper considers a queuing system with many
servers which receives jobs that require different
service time. The service time is exponentially
distributed with parameter depending on the type of
the job. The input flow is assumed to be an arbitrary
recurrent process of events.

As a result it was described a way to find the
stationary probabilities of the service process. At
last it was provided an example of input flows
optimization in order to make servers to be loaded
effectively.
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Статтю представив д. т. н. Заславський В. А.

Розглянемо систему обслуговування з M виконав-
цями та одним потоком заявок, який є потоком від-
новлення, де інтервали часу між заявками мають
функцію розподілу F (x). Кожна заявка з ймовірні-
стю pi (i = 1,2) потребує для обробки одного вико-
навця на експоненціально розподілений час з пара-
метром µi. Якщо всі M виконавців зайняті, заявка
отримує відмову в обслуговуванні та губиться.

Випадок з одним типом заявок розглянуто на
роботі [1]. Випадок з різними заявками але з пу-
ассонівським потоком на вході розглянуто в роботі
[2]. В даній роботі узагальнюється результат робо-
ти [1] на випадок двох типів заявок, що потребують
різний середній час для обслуговування. Опишемо
роботу цієї системи випадковим процесом

X(t) = (X1(t),X2(t))
∈ {(x1, x2) ∶ x1 + x2 ≤M, x1, x2 = 0,M} ,

де Xi(t) – кількість виконавців, зайнятих заявками
i-го типу в момент часу t ≥ 0.

Позначимо τn — час надходження n-ї заявки.
Тоді (τn+1 − τn) має функцію розподілу F (x).

Позначимо ζn = X(τn − 0). Тобто ζn = (ζ1n, ζ2n)—
це стан системи безпосередньо перед надходжен-
ням n-ї заявки.

Розглянемо

An
r1,r2(s) = E{e

−sτn(ζ
1
n

r1
)(ζ

2
n

r2
)}.

Для подальшого аналізу нам потрібні декілька
допоміжних тверджень.
Лема 1 ([1]). Якщо ξ(M,p) – випадкова величина
розподілена біноміально з параметрами M та p ∈
(0,1), матимемо

E{(M − ξ(M,p)
r

)} = E{(ξ(M,1 − p)
r

)} = (1 − p)r(M
r
).
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Лема 2. Нехай pk1,k2 – деякий розподіл ймовірно-
стей:

pk1,k2 ≥ 0, k1, k2 = 0,M, k1+k2 ≤M,
M

∑
k1=0

M−k1
∑
k2=0

pk1,k2 = 1.

Якщо

br1,r2 =
M−r2
∑

k1=r1

M−k1
∑

k2=r2
(k1
r1
)(k2
r2
)pk1,k2

(r1, r2)-й біноміальний момент цього розподілу,
тоді

pk1,k2 =
M−k2
∑

r1=k1

M−r1
∑

r2=k2
(−1)r1−k1+r2−k2(r1

k1
)(r2
k2
)br1,r2 .

Доведення. Спочатку покажемо, що для довільних
dk та 0 ≤ r ≤m з

cr =
m

∑
k=r
(k
r
)dk (1)

випливає

dk =
m

∑
r=k
(−1)r−k(r

k
)cr. (2)

Підставивши вираз для cr в формулу для dk, отри-
маємо

dk =
m

∑
r=k
(−1)r−k(r

k
)

m

∑
i=r
(i
r
)di =

m

∑
i=k

di
i

∑
r=k
(−1)r−k(r

k
)(i
r
).

Для доведення (1)-(2) достатньо показати, що

i

∑
r=k
(−1)r−k(r

k
)(i
r
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, i = k,
0, i > k.

Випадок i = k є очевидним. Розглянемо випадок
i > k.

i

∑
r=k
(−1)r−k(i

r
)(r
k
) =

i

∑
r=k
(−1)r−k( i

k
)(i − k
r − k

) =

= ( i
k
)
i−k
∑
r=0
(−1)r(i − k

r
) = ( i

k
)(1 − 1)i−k = 0.

Отже маємо (1)-(2) доведеним. Тепер до

br1,r2 =
M−r2
∑

k1=r1
(k1
r1
)
M−k1
∑

k2=r2
(k2
r2
)pk1,k2 (3)

застосуємо двічі перетворення (1)-(2), з чого й
отримаємо твердження леми. ∎

Лема 3 ([3, c. 212]). Якщо для деякої послідовності
xn існує limn→∞ xn = x, тоді

lim
w→1
(1 −w)

∞
∑
i=0

xiw
i = x.

Теорема 1. An
r1,r2(s) задовольняють наступним

співвідношенням
An
0,0(s) = (∫

∞

0
e−sx dF (x))

n

= ϕ(s)n

An+1
r1,r2(s) = ϕ (s + µ1r1 + µ2r2)

⎛
⎝
An
r1,r2(s)+

+p1An
r1−1,r2(s) + p2A

n
r1,r2−1(s)−

− ∑
ai∶a1+a2=M

(p1(
a1

r1 − 1
)(a2
r2
)+

+p2(
a1
r1
)( a2
r2 − 1

))An
a1,a2(s)) .

Доведення. Розглянемо
E{e−sτn+1(ζ

1
n+1
r1
)(ζ

2
n+1
r2
)∣ζn = (a1, a2), τn+1 − τn = x} =

= e−sxE{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}⋅

⋅
2

∑
k=1

pkE{(
ζkn+1
rk
)(a3−k − ξ(a3−k,1 − e

−µ3−kx)
r3−k

)

∣ζn = (a1, a2), τn+1 − τn = x,n-а заявка має тип k} ,
де ξ(k, p) – випадкова величина розподілена біно-
міально з параметрами k та p ∈ (0,1).

Перетворимо останній вираз, використовуючи
лему 1. Отримаємо

E{e−sτn+1(ζ
1
n+1
r1
)(ζ

2
n+1
r2
)∣ζn = (a1, a2), τn+1 − τn = x} =

= e−(s+µ1r1+µ2r2)xE{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}⋅

⋅
2

∑
k=1

pk(
a3−k
r3−k
)d(ak, rk),

де

d(ak, rk) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(ak + 1
rk
), a1 + a2 <M,

(ak
rk
), a1 + a2 =M.

Якщо час очікування заявки має функцію роз-
поділу F (x) та ϕ(s) = ∫ ∞0 e−sx dF (x), тоді

E{e−sτn+1(ζ
1
n+1
r1
)(ζ

2
n+1
r2
)∣ζn = (a1, a2)} =

= ϕ (s + µ1r1 + µ2r2)E{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}⋅

⋅
2

∑
k=1

pk(
a3−k
r3−k
)d(ak, rk).

Помножимо рівність на P{ζn = (a1, a2)} та просу-
муємо по a1, a2 ≥ 0∶a1 + a2 ≤M . Матимемо
An+1
r1,r2(s) = ϕ(s + µ1r1 + µ2r2)⋅

⋅
2

∑
k=1

pk
⎛
⎝ ∑
ai∶a1+a2+1≤M

(a3−k
r3−k
)((ak

rk
) + ( ak

rk − 1
)) ⋅

⋅E{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}P{ζn = (a1, a2)}+

+ ∑
ai∶a1+a2+1>M

(a1
r1
)(a2
r2
)E{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}⋅

⋅P{ζn = (a1, a2)}
⎞
⎠
.
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Враховуючи, що

An
r1,r2(s) = ∑

ai∶a1+a2≤M
(a1
r1
)(a2
r2
)⋅

⋅E{e−sτn ∣ζn = (a1, a2)}P{ζn = (a1, a2)}
та використавши лему 2, отримаємо твердження
теореми. ∎

Наслідок 1. Генератрису для An
r1,r2(s)

Φr1,r2(s,w) =
∞
∑
n=1

An
r1,r2(s)w

n (4)

можна визначити наступними співвідношеннями

Φ0,0(s,w) =
wϕ(s)

1 −wϕ(s)

Φr1,r2(s,w) =
wϕ (s + µ1r1 + µ2r2)

1 −wϕ (s + µ1r1 + µ2r2)
⋅ ((i

1
0

r1
)(i

2
0

r2
)+

+p1Φr1−1,r2(s) + p2Φr1,r2−1(s)−

− ∑
ai∶a1+a2=M

(p1(
a1

r1 − 1
)(a2
r2
) + p2(

a1
r1
)( a2
r2 − 1

)) ⋅

⋅Φa1,a2(s)) ,

де i10 та i20 – кількість зайнятих виконавців в момент
часу t = 0 заявками першого та другого типів відпо-
відно.
Доведення.

Φ0,0(s,w) =
∞
∑
n=1

An
0,0(s)w

n =
∞
∑
n=1

ϕ(s)nwn = wϕ(s)
1 −wϕ(s)

Рекурентне співвідношення для Φr1,r2(s,w)
отримується перетворенням відповідного рекурен-
тного співвідношення для An

r1,r2(s), отриманого в
теоремі 1. ∎

Теорема 2. Біноміальні моменти

Br1,r2 = ∑
ai∶a1+a2≤M

(a1
r1
)(a2
r2
)Pa1,a2

стаціонарного розподілу
Pa1,a2 = lim

n→∞
P{ζn = (a1, a2)}

процесу ζn = (ζ1n, ζ2n) задовольняють наступним
співвідношенням:

B0,0 = 1

Br1,r2 =
ϕ (µ1r1 + µ2r2)

1 − ϕ (µ1r1 + µ2r2)
⋅

⋅ (p1Br1−1,r2 + p2Br1,r2−1−

− ∑
ai∶a1+a2=M

(p1(
a1

r1 − 1
)(a2
r2
) + p2(

a1
r1
)( a2
r2 − 1

)) ⋅

⋅Ba1,a2) .

Доведення. Використовуючи лему 3, маємо

Br1,r2 = lim
n→∞

Bn
r1,r2 = lim

w→1
(1 −w)

∞
∑
i=1

Bi
r1,r2w

i =

= lim
w→1
(1 −w)Φr1,r2(0,w).

Використовуючи рекурентне співвідношення
для Φr1,r2(0,w) з наслідку 1, маємо

lim
w→1
(1 −w)Φr1,r2(0,w) =

= ϕ (µ1r1 + µ2r2)
1 − ϕ (µ1r1 + µ2r2)

⋅ (p1 lim
w→1
(1 −w)Φr1−1,r2(0,w)

+p2 lim
w→1
(1 −w)Φr1,r2−1(0,w)−

− ∑
ai∶a1+a2=M

(p1(
a1

r1 − 1
)(a2
r2
) + p2(

a1
r1
)( a2
r2 − 1

)) ⋅

⋅ lim
w→1
(1 −w)Φa1,a2(0,w)) ,

звідки отримуємо рекурентне співвідношення для
Br1,r2 . Розглянемо випадок B0,0 окремо.

lim
w→1
(1 −w)Φ0,0(0,w) = lim

w→1

(1 −w)wϕ(0)
1 −wϕ(0)

=

= lim
w→1

(1 −w)w ∫
∞
0 e−0x dF (x)

1 −w ∫
∞
0 e−0x dF (x)

= lim
w→1

(1 −w)w
1 −w

= 1.

Що і треба було довести. Теорему доведено. ∎

Лема 4. Якщо f(0,0) = 0, то розв’язок рекурентно-
го співвідношення

br1,r2 = c(r1, r2) (c1br1−1,r2 + c2br1,r2−1) + f(r1, r2)

можна подати у вигляді

br1,r2 = d0,0,r1,r2c
r1
1 c

r2
2 b0,0+

+
r1

∑
a1=0

r2

∑
a2=0

da1,a2,r1,r2f(a1, a2)c
r1−a1
1 cr2−a22 , (5)

де

da1,a2,a1,a2 = 1
da1,a2,a1,r2 = c(a1, r2)da1,a2,a1,r2−1
da1,a2,r1,a2 = c(r1, a2)da1,a2,r1−1,a2

da1,a2,r1,r2 = c(r1, r2)(da1,a2,r1−1,r2 + da1,a2,r1,r2−1)

тобто

da1,a2,r1,r2 = ∑
по всім шляхам π

з (a1, a2) в (r1, r2)

∏
по всіх клітинках (b1, b2)
шляху π крім (a1, a2)

c(b1, b2)

Доведення леми можна отримати підстановкою
(5) у рекурентне співвідношення для br1,r2 .
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Наслідок 2. Біноміальний момент

Br1,r2 = ∑
ai∶a1+a2≤M

(a1
r1
)(a2
r2
)Pa1,a2

стаціонарного розподілу
Pa1,a2 = lim

n→∞
P{ζn = (a1, a2)}

процесу ζn = (ζ1n, ζ2n) можна подати у вигляді:

Br1,r2 = d0,0,r1,r2p
r1
1 p

r2
2 −

−
r1

∑
b1=0

r2

∑
b2=0

db1,b2,r1,r2p
r1−b1
1 pr2−b22 c(b1, b2)⋅

⋅
M

∑
a1=0

Ba1,M−a1 (p1(
a1

b1 − 1
)(M − a1

b2
) + p2(

a1
b1
)(M − a1

b2 − 1
))

де db1,b2,r1,r2 визначені як в лемі 4 при

c(r1, r2) =
ϕ (µ1r1 + µ2r2)

1 − ϕ (µ1r1 + µ2r2)
та Br1,M−r1 визначені системою (якщо її розв’язок
існує)

Br1,M−r1 +
M

∑
a1=0

Ba1,M−a1

r1

∑
b1=0

M−r1
∑
b2=0

db1,b2,r1,M−r1 ⋅

⋅ pr1−b11 pM−r1−b22 c(b1, b2)⋅

⋅ (p1(
a1

b1 − 1
)(M − a1

b2
) + p2(

a1
b1
)(M − a1

b2 − 1
)) =

= d0,0,r1,M−r1p
r1
1 p

M−r1
2 .

Доведення. Застосовуємо лему 4 до результату те-
ореми 2. ∎

Лема 5. Якщо Pr1,r2 стаціонарні ймовірності для
процесу ζn. Тоді стаціонарні ймовірності P r1,r2

процесу X(τn), n = 0,1, . . . дорівнюють

P r1,r2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Pr1−1,r2p1 + Pr1,r2−1p2, r1 + r2 <M,

Pr1−1,r2p1 + Pr1,r2−1p2 + Pr1,r2 , r1 + r2 =M.

(6)
Розглянемо задачу оптимізації параметрів p1 та

p2 вхідного потоку
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

c1E{X1} + c2E{X2}→max,

p1 + p2 = 1,

де розподіл вектора (X1,X2) співпадає з (6).
Виразивши p2 = 1 − p1, матимемо

E{Xi} = ∑
a∶a1+a2≤M

P a1,a2(p1)ai

c1E{X1} + c2E{X2} =
= ∑
a∶a1+a2≤M

P a1,a2(p1)(c1a1 + c2a2).

Дану функцію можна максимізувати чисельно.
Розглянемо, для прикладу, випадок µ1 = .5, µ2 = .6,
c1 = 54, c2 = 60, якщо час між надходженнями за-
явок розподілений згідно гамма розподілу з пара-
метрами 2 та 1/3.

.....
0
.

0.2
.

0.4
.

0.6
.

0.8
.

1
.188.7 .

188.8

.

188.9

.

189

.

p1

Рис. 1. Функція c1E{X1} + c2E{X2} в залежності від
p1.

Таким чином оптимальними значеннями керу-
ючих ймовірностей для обраних параметрів будуть
p1 = 0.4651 та p2 = 0.5349.
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