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Нехай (ξk, ηk)k∈N є послідовністю незалежних копій випадкового вектора (ξ, η) з майже напевно до-
датними координатами. В роботі вивчається асимптотика процесу M(u) ∶= ∑j≥1 1{Sj−1≤u<Sj−1+ηj}, де
(Sk)k∈N є стандартним випадковим блуканням з кроками (ξk)k∈N, що стартує в нулі. За різноманітних
моментних припущень на ξ та η, отримано клас граничних теорем для скінченновимірних розподілів
(M(ut))u≥0 при t→∞. Отримані результати доповнюють відомі раніше твердження, див. Mikosch and
Resnick (2006), про асимптотичну поведінкуM(u) у випадку незалежних ξ та η.

Ключові слова: дробово інтегрований обернений стійкий субординатор, дробово інтегрований стій-
кий процес Леві, випадкове блукання, випадковий процес з імміграцією, теорія відновлення.

Let (ξk, ηk)k∈N be a sequence of independent copies of a random vector (ξ, η) with almost surely positive
coordinates. We study the asymptotic behavior of a random process M(u) ∶= ∑j≥1 1{Sj−1≤u<Sj−1+ηj}, where
(Sk)k∈N is the zero-delayed random walk with steps (ξk)k∈N. Under various moment assumptions on ξ and η,
we obtain limit theorems for finite-dimensional distributions of (M(ut))t≥0, as t→∞. Our results complement
previously known theorems, see Mikosch and Resnick (2006), on the asymptotics of M(u) for independent ξ
and η. The random processM(u) could be interpreted as follows. Let D ∶=D[0,∞) be the Skorokhod spaces of
right-continuous real-valued functions which are defined on [0,∞) and have finite left limits at each point of
the domain. Let X ∶= (X(t))t≥0 be a random process with paths in D which might be arbitrarily dependent of a
positive random variable ξ and let (X1, ξ1), (X2, ξ2), . . . be a sequence of independent copies of the pair (X,ξ).
The process Y (t) ∶= ∑k≥0Xk+1(t − Sk) is called random process with immigration at the epochs of a renewal
process. Assume that the random variable τX ∶= inf{t ≥ 0 ∶ X(s) = 0 for all s ≥ t} is almost surely finite. We say
that the process X is active at t ≥ 0 if and only if t < τX . The value M(u) of random process M with η = τX
is then the number of active processes at time u ≥ 0. Thus, our limit theorems for M(u) can be interpreted as
asymptotic results for the number of active processes in a system with immigration.

Keywords: fractionally integrated inverse stable subordinator, fractionally integrated stable Levy process,
random walk, random processes with immigration, renewal theory

Статтю представив д.ф.-м.н., проф. Хусаїнов Д. Я.

Вступ

Нехай D ∶= D[0,∞) є простором Скорохода, що
складається з функцій, визначених та неперерв-
них справа на [0,∞) та які мають скінченні грани-
ці зліва на (0,∞). Розглянемо випадковий процес
X ∶= (X(t))t≥0 з траєкторіями в D і додатну випад-
кову величину ξ, яка може як завгодно залежати
від X. Нехай (X1, ξ1), (X2, ξ2), . . . є послідовністю
незалежних копій пари (X,ξ), а (Sk)k∈N0

(тут і на-
далі N0 ∶= {0,1,2, . . .}) є стандартним випадковим

блуканням з кроками (ξj)j∈N, тобто

S0 ∶= 0, Sk ∶= ξ1 + . . . + ξk, k ∈ N. (1)

Ми позначатимемо (ν(t))t∈R момент першого по-
трапляння в (t,∞) випадковим блуканням (Sk):

ν(t) ∶= inf{k ∈ N0 ∶ Sk > t} =#{k ∈ N0 ∶ Sk ≤ t}, t ∈ R.
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Випадковий процес Y ∶= (Y (t))t∈R, що визначає-
ться рівністю

Y (t) ∶= ∑
k≥0

Xk+1(t − Sk) =
ν(t)−1
∑
k=0

Xk+1(t − Sk), t ∈ R

(2)
було введено в роботах [5, 6], де він отримав назву
випадкового процесу з імміграцією в моменти від-
новлення. Ця назва стає зрозумілою з такої інтер-
претації: в момент часу S0 = 0 перший іммігрант
прибуває в систему і породжує процесX1, далі, для
кожного k ∈ N, в момент Sk іммігрант k+1 прибуває
в систему і породжує процес Xk+1. Тоді Y (t) є су-
мою процесів, породжених іммігрантами, що при-
були в систему до часу t включно і описує кумуля-
тивний ефект процесів, породжених всіма прибу-
лими іммігрантами. Процес X називається проце-
сом відповіді.

У даній роботі досліджується клас випадкових
процесів з імміграцією M ∶= (M(t))t∈R, побудова-
них на процесах відповіді X(t) = 1{η>t}, де η є де-
якою додатною випадковою величиною, а 1A по-
значає індикатор події A. Таким, чином ми вивча-
тимемо випадкові процеси вигляду

M(t) ∶= ∑
j≥1

1{Sj−1≤t<Sj−1+ηj}, t ∈ R, (3)

де (ξj , ηj)j∈N є копіями випадкового вектора (ξ, η) з
як завгодно залежними координатами (ξ, η).

З точки зору загальної теорії випадкових проце-
сів з імміграцією процес M можна інтерпретувати
як кількість процесів в системі, що активні в мо-
мент часу t. Термін “активний” розуміється в на-
ступному сенсі: якщо процес відповіді X має скін-
ченну тривалість, тобто величина

τX ∶= inf{t ≥ 0 ∶X(s) = 0 для всіх s ≥ t} (4)

є майже напевно скінченною, то процес X актив-
ний в момент часу t тоді й тільки тоді коли t < τX .
Очевидно, що кількість активних процесів в мо-
мент t дорівнює M(t), де M побудовано на парі
(ξ, τX).

ПроцесM , як з залежними так і з незалежними
ξ та η, виникає у багатьох задачах прикладної ймо-
вірності. Зокрема:

• процес M описує число зайнятих серверів в
системі масового обслуговування (GI/G/∞)
[6, 8];

• для незалежних ξ, η випадкова величина
M(t) представляє кількість активних пере-
дач даних в момент часу t в комп’ютерній ме-
режі [10];

• процес M(t) є різницею між кількістю візи-
тів в інтервал [0, t] стандартного випадково-
го блукання (Sn)n∈N0

та збуреного випадко-
вого блукання (Sn + ηn+1)n∈N0

[1];

• процес M(t), що породжується парою вели-
чин (∣ lnW ∣, ∣ ln(1 −W )∣), деW – деяка випад-
кова величина зі значеннями в (0,1), вини-
кає в аналізі числа порожніх комірок в гратці
Бернуллі [7].

В роботі [10] вивчалась слабка збіжність скін-
ченновимірних розподілів підхожим чином нормо-
ваного та центрованого процесу

M̃(t) ∶= ∑
j≥1

1{Sj≤t<Sj+ηj}, t ∈ R (5)

за припущення, що послідовності (ηj)j∈N та (ξj)j∈N
є незалежними. Зрозуміло, що за цього припущен-
ня (M̃(t))t∈R

f.d.= (M(t))t∈R, де
f.d.= позначає рівність

скінченновимірних розподілів, а тому результати
[10] вірні й для процесу M . У даній роботі нас ці-
кавить питання про збіжність скінченновимірних
розподілів процесу (M(t))t∈R без припущення про
незалежність ξ та η. Часткову відповідь на це пи-
тання можна отримати з загальної асимптотичної
теорії випадкових процесів з імміграцією, побудо-
ваної в роботах [5, 6, 9]. Відповідні твердження бу-
дуть сформульовані у наступному розділі. Проте,
існує декілька випадків, у яких граничні теореми
для процесу (M(t))t∈R не вдається отримати з відо-
мих раніше результатів. Одним з таких випадків є
наступний: припустимо,що обидві випадкові вели-
чини ξ та η мають нескінченне середнє, а їх хвости
правильно змінюються і асимптотично порівнюва-
ні, тобто

P{ξ > t} ∼ cP{η > t} ∼ t−αℓ(t), t→∞, (6)

для деяких c > 0, α ∈ (0,1) та функції ℓ, що повіль-
но змінюється на нескінченності. Виявляється, що
за додаткового припущення про сумісну правильну
зміну розподілу пари (ξ, η), можна отримати грани-
чну теорему для процесу (M(t))t∈R. Цей результат,
який є основним у даній роботі, сформульовано і
доведено в останньому розділі роботи.
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У роботі використовуються такі позначення:
d→ – збіжність за розподілом послідовності випад-
кових величин; f.d.d.

→ – збіжність скінченновимір-
них розподілів послідовності випадкових проце-
сів; P→ – збіжність за ймовірністю.

Граничні теореми для процесу M(t)

I) Випадок Eξ <∞ та Eη <∞: збіжність до стаціо-
нарної версії. На тому ж ймовірнісному просто-
рі, де задана послідовність (ξk, ηk)k∈N, визначимо
такі об’єкти:

• незалежну копію (ξ−k, η−k)k∈N послідовності
(ξk, ηk)k∈N;

• випадковий вектор (ξ0, η0), що не залежить
від (ξk, ηk)k∈Z∖{0} та має розподіл

P{ξ0 ≤ x, η0 ≤ y} =
1

Eξ ∫[0, x]
zP{ξ ∈ dz, η ≤ y}

при x, y ≥ 0;

• випадкову величину U , що не залежить від
(ξk, ηk)k∈Z та має рівномірний розподіл на
[0,1].

Покладемо

S−k ∶= −(ξ−1 + . . . + ξ−k), k ∈ N

та

S∗0 ∶= Uξ0, S∗−1 ∶= −(1 −U)ξ0,
S∗k ∶= S

∗
0 + Sk, S∗−k−1 ∶= S

∗
−1 + S−k−1, k ∈ N.

З теореми 1.1 роботи [9] випливає такий результат

Твердження 1. Припустимо, що Eξ <∞, Eη <∞ та
розподіл ξ неарифметичний. Тоді

M(u + t)
f.d.d.
Ð→ M∗(u), t→∞,

де
M∗(u) ∶= ∑

k∈Z
1{0≤u+S∗

k
<ηk}, u ∈ R,

a −∞ < u1 < u2 < . . . < un <∞ є точками неперервно-
стіM∗.
З ау важення 1 . Якщо Eξ = ∞ та Eη < ∞, то
M(t) d→ 0 при t→∞ (див. твердження 4 нижче).

II) Випадок Eη = ∞, Eξ < ∞: граничні теоре-
ми з центруванням та нормуванням. У цьому
випадку граничні теореми для M можна отрима-
ти за припущень, що випадкова величина ξ лежить
в області притягання α-стійкого розподілу з α ∈
(1,2], а функція P{η > t} правильно змінюється на
нескінченності з показником −ρ, ρ ∈ [0,1):

P{η > t} ∼ t−ρℓ∗(t), t→∞, (7)

для деякої функції ℓ∗, що повільно змінюється на
нескінченності. Нагадаємо (див. теорема 1, §5, Роз-
діл XVII в [3]), що ξ лежить в області притягання
α-стійкого розподілу з α ∈ (1,2] тоді й лише тоді,
коли

µ2(t) ∶= E[ξ2 1{ξ≤t}] ∼ t
2−αℓ(t), t→∞, (8)

для деякої функції ℓ, що повільно змінюється на не-
скінченності. Нехай

c(t) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

σ
√
t, якщо σ2 ∶= Dξ <∞,

t1/α(ℓ#(t))1/α, якщо σ2 =∞,
(9)

дe у випадку σ2 =∞ також припускається, що вико-
нується умова (8) з α ∈ (1,2], а ℓ# – функція спряже-
на за де Брейном до L(t) ∶= 1/ℓ(t1/α) (див. Теорема
1.5.13 в [2]). З теореми 2.4 роботи [5] випливає
Твердження 2. Припустимо, що випадкова вели-
чина ξ лежить в області притягання α-стійкого роз-
поділу з α ∈ (1,2], а функція c визначена формулою
(9) та виконується умова (7) з ρ ∈ [0,1).
(A1) Якщо P{η > t} = o(t/c2(t)) при t→∞, то

M(ut) − 1
Eξ ∫

ut
0 P{η > y}dy

√
(Eξ)−1 ∫

t
0 P{η > y}dy

f.d.d.
Ð→ V−ρ(u), t→∞,

де (V−ρ(u))u≥0 – центрований гауcсівський процес
з коваріацією

E(V−ρ(s)V−ρ(t)) = t1−ρ − (t − s)1−ρ, 0 ≤ s ≤ t.

(A2) Якщо t/c2(t) = o(P{η > t}) при t→∞, то

M(ut) − 1
Eξ ∫

ut
0 P{η > y}dy

(Eξ)−(α+1)/αc(t)P{η > t}
f.d.d.
Ð→ ∫

u

0
(u − y)−ρdSα(y), t→∞,
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де (Sα(y))y≥0 – стандартний броунівський рух
якщо α = 2 та спектрально негативний α-cтійкий
процес Леві з характеристичною функцією

E expizSα(1) = exp{−∣z∣αΓ(1 − α)
× (cos(πα/2) + isign(z) sin(πα/2))}, z ∈ R, (10)

якщо α < 2.
З ау важення 2 . Випадок t/c2(t) ∼ c1P{η > t} при
t→∞ та c1 ∈ (0,∞) залишається відкритим.

III) Випадок Eη =∞, Eξ =∞: граничні теореми з
нормуванням. Припустимо, що хвости P{ξ > t}
та P{η > t} правильно змінюються на нескінченно-
сті:

P{ξ > t} ∼ t−αℓ(t), P{η > t} ∼ t−ρℓ∗(t), t→∞
(11)

та α, ρ ∈ [0,1).

Підвипадок P{ξ > t} = o(P{η > t}), t → ∞. З те-
ореми 2.5 роботи [5] отримуємо такий результат
Твердження 3. Припустимо, що виконуються умо-
ви (11) та знайдеться така невід’ємна монотонна
функція u, що

P{ξ > t}
P{η > t}

∼ 1

u(t)
→ 0, t→∞.

Тоді
P{ξ > t}
P{η > t}

M(ut)
f.d.d.
Ð→ ∫[0,u]

(u−y)−ρdW←(y), t→∞,

де W←(y) ∶= inf{s ≥ 0 ∶ W (s) ≥ y}, a (Wα(u))u≥0 –
α-стійкий субординатор з експонентою Лапласа
− lnE exp{−zWα(u)} = Γ(1 − α)uzα, u, z ≥ 0.

Підвипадок P{η > t} = o(P{ξ > t}), t → ∞. З
леми 5.1 роботи [4] випливає, що без жодних при-
пущень про правильну зміну має місце такий ре-
зультат
Твердження 4. Якщо Eη = ∞ та P{η > t} = o(P{ξ >
t}) при t→∞, то

M(t) d→ 0, t→∞.

Граничні теореми для процесу M у випадку
Eξ =∞ та P{ξ > t} ∼ cP{η > t}

Нехай Nα,c ∶= ∑k≥0 δ(tk,jk) – процес Пуассона в
[0,∞) × (0,∞] з мірою інтенсивності LEB × να,c, де
LEB – міра Лебега на [0,∞) та

να,c((x,∞]) = c−1x−α, x > 0.

Теорема 1. Припустимо, що випадковий вектор
(ξ, η) задовольняє умову (6). Нехай c – довільна не-
перервна додатна функція така, що

lim
t→∞

tP{ξ > c(t)} = lim
t→∞

tℓ(c(t))
cα(t)

= 1.

Якщо для довільних x, y > 0

lim
t→∞

tP{ξ > xc(t), η > yc(t)} = 0, (12)

то
M(ut)

f.d.d.
Ð→ ∑

k≥0
1{Wα(tk)≤u<Wα(tk)+jk},

де (Wα(t))t≥0 – α-стійкий субординатор, що
не залежить від точкового процесу Nα,c та
має експоненту Лапласа E exp(−λWα(t)) =
exp (−Γ(1 − α)tλα).
З ау важення 3 . Умови (6) та (12) означають,
що має місце збіжність у просторі точкових мір
Mp([0,∞]2 ∖ {(0,0)}) з грубою топологією:

tP{c−1(t)(ξ, η) ∈ ⋅} v→ µα,c(⋅), (13)

де

µα,c{(u, v) ∶ u > x або v > y} = x−α+c−1y−α, x, y > 0.

Умова (12) гарантує, що міра µα,c зосереджена на
координатних осях. Зауважимо, що формула (13)
також означає, що хвіст 1 − P{ξ ≤ x, η ≤ y} правиль-
но змінюється в R2

+ (див., наприклад, розділ 5.4.2 в
[11]).
Доведення. В доведенні використовується міркува-
ння аналогічні до тих, що були використані в дове-
денні теореми 1.1 роботи [7]. Достатньо перевіри-
ти слабку збіжність

(
S[ut]−1
c(t)

, ∑
k≥1

δ(k/t, ηk/c(t)))

⇒ (Wα(u),N(α,c)), t→∞, (14)

в проcторі D ×Mp([0,∞) × (0,∞]). В свою чергу, в
силу леми 8.4 роботи [7], (14) еквівалентно

n

∑
i=1

γi
S[uit]
c(t)

+ γ ∑
k≥1

g (k
t
,
ηk
c(t)
)

d→
n

∑
i=1

γiWα(ui) + γ∑
m

g(tm, jm), t→∞, (15)
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для довільної неперервної функції g з компактним
в [0,∞) × (0,∞] носієм, та довільних 0 ≤ u1 < u2 <
. . . < un, γ, γ1, γ2, . . . , γn ∈ R.

Для довільного фіксованого z > 0 маємо

ϕt(z)

∶= E exp
⎛
⎝
−z
⎛
⎝

n

∑
i=1

γi
S[uit]
c(t)

+ γ ∑
k≥1

g (k
t
,
ηk
c(t)
)
⎞
⎠
⎞
⎠

= E exp
⎛
⎝
−z
⎛
⎝

n

∑
i=1

γi
c(t)

[uit]
∑
k=1

ξk + γ ∑
k≥1

g (k
t
,
ηk
c(t)
)
⎞
⎠
⎞
⎠

= ∏
k≥1

E exp(−z ( ξ

c(t)

n

∑
i=1

γi1{k≤uit} + γg (
k

t
,

η

c(t)
)))

= ∏
k≥1
∫[0,∞)×[0,∞)

(1 −K(z, u, v, k/t))

× P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv} ,

де

K(z, u, v,w) = 1−exp(−z(u
n

∑
i=1

γi 1{w≤ui} +γg(w, v))).

Нехай C – (компактний) носій g. Для довільного
k ∈ N маємо

∫[0,∞)×[0,∞)
K(z, u, v, k/t)P{ ξ

a(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv}

≤ E(1 − exp ( − zξ

c(t)

n

∑
i=1

γi 1{k≤uit} ))

+ P{( ξ

c(t)
,

η

c(t)
) ∈ C}.

Отже, з огляду на (13)

lim
t→∞

sup
k∈N
∫[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)

× P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv} = 0. (16)

Для досить малого x0 > 0 знайдеться число M =
M(x0) > 0 таке, що

0 ≤ − ln(1 − x) − x ≤Mx2, 0 < x ≤ x0.

Звідси отримуємо для досить великих t

0 ≤ − lnϕt(z) − ∑
k≥1
∫[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)

× P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv}

≤M ∑
k≥1
(∫[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)

P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv})

2
.

Використовуючи (16), робимо висновок, що

lim
t→∞
( − lnϕt(z) − ∑

k≥1
∫[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)

× P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv}) = 0 (17)

для кожного z > 0. Зі співвідношення (13) отриму-
ємо

µ(t)(du,dv,dx)

∶= ∑
k≥1

δk/t(dx)P{
ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv}

v→ µα,c(du × dv)dx, t→∞,

в просторі Mp(([0,∞]2 ∖ {(0,0)}) × [0,∞)). Оскіль-
ки функція g має компактний носій в [0,∞) ×
(0,∞], то знайдуться такі a,A > 0, що g(w, v) =
0 при w > A або v < a. Звідси робимо висно-
вок, що носій функції (u, v,w) ↦ K(z, u, v,w), для
кожного фіксованого z > 0, міститься в множині
[0,∞] × [a,∞] × [0,max{A,un}], яка є компактною
в ([0,∞]2 ∖{(0,0)})× [0,∞). Отже, з представлення

∑
k≥1
∫[0,∞)×[0,∞)

K(z, u, v, k/t)

× P{ ξ

c(t)
∈ du, η

c(t)
∈ dv}

= ∫[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)
K(z, u, v, x)µ(t)(dx,du,dv)

випливає

∫[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)
K(z, u, v, x)µ(t)(dx,du,dv)

→ ∫[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)
K(z, u, v, x)dxµα, c(du,dv),

(18)

при t → ∞. Використовуючи рівність g(x,0) = 0 та
згаданий вище факт, що міра µα,c зосереджена на
координатних осях, робимо висновок, що

∫[0,∞)×[0,∞)×[0,∞)
K(z, u, v, x)dxµα, c(du,dv)

= α∫
∞

0
∫
∞

0
(1 − exp ( − zu

n

∑
i=1

γi1{x≤ui}))dx
du

uα+1

+ αc−1 ∫
∞

0
∫
∞

0
(1 − exp(−zγg(x, v)))dxv−α−1dv

= − lnE exp ( − z
n

∑
i=1

γiXα(ui))

− lnE exp ( − zγ∑
m

g(tm, jm))

для кожного z > 0. З цієї формули, враховуючи (17),
отримуємо (15). Теорема 1 доведена. ∎
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