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Розглядається задача корекції кутових швидкостей твердого тіла за поточними вимірами 

орієнтації. Для цієї задачі розроблено адаптивний алгоритм ідентифікації параметрів за 
дискретними вимірами. При розробці методу використовуються підходи до оптимізаційних методів 
другого порядку, а також методи теорії чутливості. Проведено обчислювальний експеримент. 

Ключові слова: адаптивна ідентифікація, матриця чутливості, тверде тіло, кутова швидкість, 
орієнтація. 

 
In this paper we present an adaptive method of parametric identification based on discrete 

measurements. We used methods of the sensitivity theory and second order optimization methods while 
developing the described method. We also propose several modifications of the method. One modification of 
the method uses the regularization approach. It is useful when the sensitivity matrix is singular or ill-
conditioned. In this modification we apply a small parameter experimentally taking into account the input 
data. Another modification of the method is based on the Newton-Raphson method, which improves the 
convergence speed. The main features of the proposed methods are good performance, convergence speed 
and approximation of incoming measurements. We apply these methods to solving the problem of angular 
velocity correction of a rotating solid body with respect to its orientation measurements. This problem has 
an important application in flight dynamics and in navigation. Computational results demonstrate the high 
precision of the proposed methods. 

Keywords: adaptive identification, sensitivity matrix, solid body, angular velocity, orientation. 
 
Статтю представив д.т.н., проф. Гаращенко Ф.Г. 
 
1. Вступ  

Ряд сучасних прикладних задач керування і 
навігації пов’язані з проблематикою 
дослідження, оптимізації і оцінки рухів твердого 
тіла [1,2]. До такої області належить задача 
корекції кутових швидкостей твердого тіла. Така 
проблема виникає в системах керування 
літальними апаратами і пов’язана з необхідністю 
уточнення даних про кутові швидкості в 
динаміці. Задачу такого класу доцільно 
розв’язувати з використанням адаптивних 
підходів [5].  Це пов’язано з цілим рядом 
особливостей: задача має розв’язуватись 
швидкими алгоритмами, бажано в масштабі 
реального часу або близько до цього; відсутня 
інформація про шуми, які призводять до втрати 

точної інформації; алгоритм має бути досить 
простий. Адаптивні методи продемонстрували 
свою ефективність для різних класів прикладних 
задач [3]. Важливою особливістю таких підходів 
є можливість використання числових методів 
оптимізації типу градієнтного спуску та їхніх 
неперервних модифікацій.  

В роботі [4] запропоновано числовий метод 
ідентифікації параметрів системи керування на 
основі матриці чутливості. В основі цього 
методу лежать підходи, характерні для 
оптимізаційних методів другого порядку і в 
експерименті показує високу швидкість 
збіжності.  

В даній роботі пропонується адаптивний 
метод параметричної ідентифікації за 
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дискретними вимірами. Розроблений метод 
застосований до задачі адаптивної корекції 
кутових швидкостей твердого тіла на основі 
вимірів параметрів орієнтації в дискретні 
моменти часу. Проведений обчислювальний 
експеримент показує високу точність методу.  
 
2. Метод адаптивної ідентифікації  

Нехай задана динамічна система вигляду  

 ],[0,),,,(= Tttpxf
dt
dx

Î  (1) 

 .=(0) 0xx  (2) 
Тут *

21 ),...,,(= nxxxx  –  вектор фазових 
координат, *

21 ),...,,(= mpppp  – вектор 
параметрів, 

*
21 )),,(),...,,,(),,,((=),,( tpxftpxftpxftpxf n  – 

вектор-функція правих частин системи (1), яка є 
неперервно диференційованою за змінними x , 
p  і неперервною за змінною t  на 

][0,TRR mn ´´ , 0x  –  вектор початкових умов з 
nR . Позначимо ),( ptx  –  розв'язок задачі Коші 

(1), (2). За теоремою про неперервну 
диференційованість розв'язків системи 
диференціальних рівнянь за параметрами, 
функція ),( ptx  є неперервно диференційованою 
за змінною p . 

В моменти часу Tttt Nk =<...<<...<<0 11 +  
ми одержуємо виміри )(=)(

i
i tyy  вектору 

фазових координат )( itx , Ni ,1,2,= K . 
Інформація про похибку спостереження та про 
характер цієї похибки відсутня. Необхідно 
визначити значення параметра p , яке відповідає 

спостереженням )(iy  в момент часу it . 
Для розв'язання поставленої задачі будемо 

використовувати адаптивний підхід. Вважаємо, 
що на проміжках ),( 1+kk tt  параметр p  приймає 
постійні значення, Nk 0,1,...= .  В моменти часу 
t , які відповідають різним інтервалам, значення 
параметра p  можуть відрізнятись. Таким чином, 
проміжки ),( 1+kk tt  є проміжками 
квазістаціонарності. В моменти itt =  відома 
реалізація ),( ptx , яка відповідає значенню 
параметра 1)(= -ipp . На основі даної реалізації 
шукаємо таке значення параметра )(ip , яке 
мінімізує критерій якості вигляду  

 ( ) ( ) .min,=
2)(

p

i
i yptxpI ®-  (3) 

Застосуємо підходи, які є характерними для 
методів оптимізації другого порядку, а також 
використаємо властивості матриці чутливості [4]. 
Збуримо параметр p  в точці 1)( -ip  на величину 
h  і запишемо розв'язок системи (1)  з 
врахуванням лінійного наближення  
( ) ( ) ).(),(,=, 1)(1)( hrhptUptxhptx i

i
ii

i
i +++ --  (4) 

Тут ),(=)( 1)( -iptUtU  – матриця чутливості 
системи (1), яка відповідає значенню на 
розв'язкові ),( ptx  при 1)(= -ipp , h  належить 

mR , )(hri  нескінченно мала вищих порядків 
малості по відношенню до h  при 0®h . 
Матриця чутливості задовольняє матричне 
диференціальне рівняння  

 ],,[),()(),(=)(
1+Î+ ii ttttgtUptL

dt
tdU  (5) 

 0,=)( itU  (6) 

де 
x

tpptxfptL
¶

¶ ),),,((=),( , 

p
tpptxfptg

¶
¶ ),),,((=),( , 1)(= -ipp . Позначимо 

)(1)()( =),( ii
i

i xptxy D- - .  Відкидаючи в (4)  
функцію )(hri , підставимо лінійне наближення 
до ( )hptx i

i +-1)(,  в функціонал (3). Одержуємо 
квадратичний функціонал вигляду 

( ) =)(=)(),(=
2)(2)( i

i
i

ii xhtUyhtUptxhJ D--+

 .,)(2,)()(= )(*2)( i
iii

i xhtUhhtUtUx D-+D  

Шукаємо параметр )(= ihh  з умови мінімуму 

( )hJ . З 0=)( )(

h
hJ i

¶
¶  одержуємо для знаходження 

)(ih  систему лінійних алгебраїчних рівнянь  
 .)(=)()( )(** i

iii xtUhtUtU D  (7) 
Припустимо, що матриця )()(*

ii tUtU  є 
невиродженою. Тоді  

 .)())()((= )(*1*)( i
iii

i xtUtUtUh D-  (8) 
Виходячи з (1), (2), (5), (6), (8), метод можна 
записати так 

dt
dx ),,,(= )( tpxf i  

)( 0tx ( ) ,1,...=,,=)(,= 1)(
0 Niptxtxx i

ii
-  

=
dt

tdU )(  ),,()(),( )()( ii ptgtUptL +  (9) 

],,[0,=)( 1+Î iii ttttU  
=+1)(ip  )(*1*)( )())()(( i

iii
i xtUtUtUp D+ - , 
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,= 0
(0) pp  де Ni 0,1,...= . Опис алгоритму буде 

таким: 
Крок 1. Вибираємо початкове наближення 

0p . На проміжку ][0, 1t  розв'язуємо задачу (1), (2) 
при 0= pp . Підставляємо розв'язок в (5), (6), 
знаходимо матрицю чутливості )( 1tU . 
Знаходимо  

 .)())()((= (1)
1

*1
11

*
0

(1) xtUtUtUpp D+ -  
 
Крок 2.  На i -му кроці, Ni 1,...=  на 

проміжку ],[ 1+ii tt  розв'язуємо задачу (1), (2) при 
)(= ipp . Знаходимо матрицю чутливості )( 1tU  

як розв'язок задачі (5),  (6)  при )(= ipp . 
Визначаємо  

.)())()((= )(*1*)(1)( i
iii

ii xtUtUtUpp D+ -+  
Якщо матриця )()(*

ii tUtU   в (7) вироджена, 
або близька до виродженої, то можна 
застосувати регуляризацію методу (9). Для цього 
вводиться параметр регуляризації 0>e , для 
якого одержуємо 

dt
dx ),,,(= )( tpxf i  

)( 0tx ( ) ,1,...=,,=)(,= 1)(
0 Niptxtxx i

ii
-  

=
dt

tdU )(  ),,()(),( )()( ii ptgtUptL +  (10) 

],,[0,=)( 1+Î iii ttttU  
=+1)(ip  )(*1*)( )())()(( i

iii
i xtUItUtUp D++ -e , 

,= 0
(0) pp  де Ni 0,1,...= , I  – mm´ -одинична 

матриця. Більш ефективну модифікацію методу 
(9) можна одержати, використовуючи ідеї методу 
Ньютона - Рафсона. Для цього позначимо
 ( ),)())()((=),( )(*1*)( i

iii
i xtUItUtUspsip D++ -e  

де 0>s  – параметр. Одержимо такий метод 

dt
dx ),,,(= )( tpxf i  

)( 0tx ( ) ,1,...=,,=)(,= 1)(
0 Niptxtxx i

ii
-  

=
dt

tdU )(  ),,()(),( )()( ii ptgtUptL +  (11) 

],,[0,=)( 1+Î iii ttttU  
min

[0,1]Îs
( ) ( )))(,(=),( isipIsipI , 

=+1)(ip  0
(0) =)),(,( ppisip , Ni 0,1,...= . 

 
3. Метод корекції кутових швидкостей 

Введемо такі позначення: ),,,( 3210 llll=L  – 

вектор кватерніонів, 1=L , ),,( 321 wwww =  – 
вектор кутових швидкостей.  В моменти часу 

Ttttt Nk =<...<<...<<<0 121 +  відомі виміри 
)(=)(

i
i ty L  вектора кватерніонів. Задача полягає 

в тому,  щоб на відрізку ],[ 1+ii tt  здійснити 
корекцію кутових швидкостей так, щоб вони 
адекватно відповідали поточній орієнтації 
твердого тіла.  

Для поставленої задачі застосуємо метод (9). 
Позначимо матрицю чутливості ))(()( tutU ij= , 

j

i
ij p

u
¶
l¶= , де 0,1,2,3=i , 1,2,3=j . Використаємо 

кінематичні рівняння, які описують орієнтацію 
твердого тіла [2]. Тоді метод буде мати вигляд 

-l+w-l+w-
l ++

2
1)(

221
1)(

11
0 ))(())((=2 ii ptpt

dt
d

 ,))(( 3
1)(

33 l+w- +ipt

-l+w+l+w
l ++

2
1)(

330
1)(

11
1 ))(())((=2 ii ptpt

dt
d

 ,))(( 3
1)(

22 l+w- +ipt

+l+w-l+w
l ++

1
1)(

330
1)(

22
2 ))(())((=2 ii ptpt

dt
d

 ,))(( 3
1)(

11 l+w+ +ipt

-l+w+l+w
l ++

1
1)(

220
1)(

33
3 ))(())((=2 ii ptpt

dt
d

 ,))(( 2
1)(

11 l+w- +ipt  
( ) ,1,...=,,=)(,=(0)],,[ 1)(

01 Nipttttt i
iiii

-
+ LLLLÎ  

 

-+w-+w- j
i

j
ij uptupt

dt
du

2
)(

221
)(

11
0 ))(())((=2

 ),())(( 03
)(

33 tfupt jj
i ++w-

-+w++w j
i

j
ij uptupt

dt
du

2
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)(
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1 ))(())((=2

 ),())(( 13
)(

22 tfupt jj
i ++w-

++-+ j
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j
ij uptupt

dt
du

1
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330
)(
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)(

11 tfupt jj
i +++ w
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j
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dt
du

1
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11 tfupt jj
i ++- w  
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0
(0) = pp .  
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Тут  

),(=)(),(=)(),(=)( 302202101 ttfttfttf l-l-l-  
 ),(=)(),(=)(),(=)( 213312011 ttfttfttf ll-l  
 ),(=)(),(=)(),(=)( 123022321 ttfttfttf l-ll  
 ),(=)(),(=)(),(=)( 033132231 ttfttfttf lll-  
 *)(

3
)(

2
)(

1
)( ),,(= iiii pppp , ),(= )()()( i

i
ii pty L-DL , 

0L  – відома початкова орієнтація. 
 
3. Обчислювальний експеримент 

Для тестування алгоритму створена програма. 
Вхідними даними є: 

1. Кути Крилова, до яких потрібно 
наблизитися системі (так звані "еталонні", або 
"ідеальні", які отримуються з системи 
контрольних вимірів); 

2. Точність (у даному випадку - 
покоординатна), з якою необхідно наблизитися 
до "ідеальних" кутів Крилова; 

3. Початкові значення кутів Крилова. 
Початкові кути Крилова були переведені в 

кватерніони, а отримані в результаті роботи 
алгоритму кватерніони переводилися у кути 
Крилова для обчислення відхилення від заданих 
кутів.  Результат обчислень записувався у файл у 
вигляді 4-вимірних векторів, де перша 
координата є час (умовний час від початку 
обчислень), решта координат - поточні кути 
Крилова. При цьому остання стрічка у файлі 
містила кути Крилова, які покоординатно 
відрізняються від "ідеальних", які задані у п.1, на 
величину, яка не перевищує задану у п.2. 
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Змінюючи початкові, "ідеальні" кути Крилова 
та точність обчислень можна оцінити 
ефективність алгоритму. Він полягає у 
адаптивному підборі параметрів системи так, 
щоб у найкоротший термін налаштуватися на 
"ідеальні" значення. 

Розроблений алгоритм можна використати 
для налаштування системи у тому випадку, коли 
втрачається "ідеальний" сигнал (система 
функціонуватиме автономно), а потім, коли 
"ідеальний" сигнал відновиться, система буде 
автоматично скорегована, компенсуючи 
похибки, які могли виникнути як в процесі 
інтегрування самої системи, так і в результаті 
зашумлення даних з датчиків. Реалізація 
алгоритму передбачає додатковий підбір 
параметрів, таких як крок та метод інтегрування, 
а також частота надходження тестового сигналу.  

Алгоритм протестований при різних вхідних 
даних. Нижче наведені результати роботи 
тестової програми при наступних початкових 
значеннях: 
· поточні кути Крилова: (0.5; 0.7; 0.2) 
· "ідеальні" кути Крилова: (0.01; 0.02; 0.01) 
· допустиме по-координатне відхилення: до 0.01 

Результати обчислень (перше число у стрічці - 
час, далі - кути Крилова): 

0 0.394184 0.543856 0.124349 
2.36 0.0102203 0.0202949 0.0100081 

Таким чином за час 2.36 отримали кути Крилова 
з відхиленням від "ідеальних" з точністю до 0.01. 
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