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Введено поняття сконструйованого та листково сконструйованого графа за допомогою опе-
рацiї додавання ребра. Залежно вiд типу з’єднання описано умови, за яких унiциклiчний граф
G, що є листково сконструйованим з дерева T , має метричну розмiрнiсть 2 та 3.
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A metric dimension of graph G is the smallest size of a subset S ∈ V (G) that elements can
distinguish each vertex pair of G by the shortest-path distance to some vertex in S. Metric dimension
as a graph parameter has numerous applications, such as pharmaceutical chemistry, robot navigation,
network discovery and verification, sonar, combinatorial optimization, and was also studied for graphs
with high degree of symmetry.

The metric dimension decision problem is among the classical NP-hard problems. But for some
families of graphs the metric dimension can be computed in polynomial time. For example, formulas
for metric dimension are known for specially structured graphs, such as trees and hypercubes. In the
paper we present the concept of constucted and leaf-constructed graph with the help of the operation of
an edge addition. Depending on the connection type, we give the conditions under which the unicyclic
graph G, which is a leaf-constructed from the tree T , has metric dimension 2 and 3.
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1 Вступ

Кожна мережа може бути представлена як
граф, у якому вершини розглядаються як про-
цесори, а ребра мiж двома довiльними верши-
нами iндукують зв’язки мiж процесорами. У
працi [1] Кулер розглядав навiгацiю як гра-
фiчну структуру, в якiй робот рухається вiд
вершини до вершини в графовому просторi.
В певний момент часу робот може визначити
своє мiсцезнаходження за допомогою вершин-
орiєнтирiв. Якщо робот знає вiдстань до достат-
ньої кiлькостi орiєнтирiв, то його розташуван-
ня визначається однозначно. Постала проблема
в знаходженнi мiнiмальної кiлькостi орiєнтирiв
та їх розташуваннi в мережi, щоб робот мiг зав-
жди визначити своє мiсцезнаходження. Вияв-
ляється, що мiнiмальна кiлькiсть орiєнтирiв є
метричною розмiрнiстю в графовому просторi,
поняття якої було введене Харарi та Мелтером
в [2]. Слатер у своїй працi [3] описав користь iдеї
пошуку метричної розмiрностi в довготермiно-

вих засобах навiгацiї. Мелтер i Томеску [4] вив-
чали метричну розмiрнiсть для графiв-сiток.
Вiдомо, що обчислення метричної розмiрнос-
тi для довiльного графа є NP-важкою проб-
лемою [5], тому в багатьох працях дослiджуєть-
ся метрична розмiрнiсть конкретних конструк-
цiй графiв та операцiй над ними (декартового,
лексикографiчного та корона добуткiв). Так, у
статтi [6] виведено оцiнку метричної розмiрнос-
тi унiциклiчного графа G, отриманого з дерева
T за допомогою додавання ребра: dim(T )− 2 6
dim(G) 6 dim(T ) + 1. Вiдповiдно, якщо дере-
во T має метричну розмiрнiсть 2, то виконуєть-
ся нерiвнiсть 0 6 dim(G) 6 3. Оскiльки, згiд-
но працi [7], метрична розмiрнiсть G дорiвнює
1 тодi i тiльки тодi, коли вiн є ланцюгом, то
матимемо нерiвнiсть 2 6 dim(G) 6 3. У да-
нiй статтi описано умови, за яких унiциклiчний
граф G, листково сконструйований з дерева T
(dim(T ) < 3), має метричну розмiрнiсть 2. Вiд-
повiдно охарактеризовано типи з’єднання, при
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яких отриманий граф G має метричну розмiр-
нiсть 3.

2 Основнi означення та необхiднi твер-
дження

Нехай G = (V,E) — простий, скiнченний,
неорiєнтовний граф з множиною вершин V ,
|V | < ∞ i множиною ребер E.

Означення 2.1. Для u, v, w ∈ V вершина u роз-
дiляє вершини v i w якщо найкоротша вiдстань
мiж u i v вiдрiзняється вiд вiдстанi мiж u та w.

Означення 2.2. Пiдмножина M ⊂ V називаєть-
ся метричним генератором графа G якщо
будь-яку пару вершин w, v ∈ V роздiляє хоча
б одна вершина u ∈ M .

Зауважимо, що множина вершин V (G) є
метричним генератором для самої себе.

Означення 2.3. Метричний генератор графа G
потужностi, найменшої серед усiх можливих,
називається метричним базисом, а його потуж-
нiть — метричною розмiрнiстю графа G i поз-
начається dim(G).

Як зазначалось в статтi [8] очевидним є той
факт, що метричний базис iснує для будь-якого
графа та не є унiкальним. Наприклад, для про-
стого ланцюга Pn з початком у вершинi u та
кiнцем у вершинi v пiдмножини {u} та {v} бу-
дуть метричними базисами.

Нагадаємо, що степiнь вершини degG(v) —
це кiлькiсть ребер, що їй iнцидентнi.

Означення 2.4. Для деякого графа G листком
називається вершина, що має степiнь 1. Вер-
шина v є внутрiшньою якщо degG(v) > 3.
Внутрiшня вершина v близька до листка l якщо
немає внутрiшнiх вершин в найкоротшому шля-
ху, що з’єднує v i l.

В попереднiх статтях ([9], [10], [11]) було
введено поняття 1-листкової та 2-листкової вер-
шин. Узагальнимо його для довiльної кiлькостi
листкiв.

Означення 2.5. Для деякого натурального n
внутрiшня вершина називається n-листковою
якщо вона близька рiвно до n листкiв.

Означення 2.6. Простий граф називається унi-
циклiчним, якщо вiн мiстить рiвно один цикл.

Нехай G = (V,E) — унiциклiчний граф та
V̂ — множина вершин циклу даного графа.

Означення 2.7. Говоритимемо, що вершина
u ∈ V \ V̂ графа G проектується в верши-
ну w ∈ V̂ якщо для довiльної вершини q ∈ V̂
виконується нерiвнiсть:

dG(u,w) < dG(u, q).

Вершини степеня 3 циклу, в якi проекту-
ються вершини степеня 3, що лежать поза цик-
лом, називатимемо основними.

Означення 2.8. [9] Унiциклiчний граф G на-
зивається парним якщо iснує таке натураль-
не k, для якого |V̂ | = 2k, i непарним якщо
|V̂ | = 2k + 1.

Означення 2.9. [11] Унiциклiчний граф G, що
мiстить лише одну основну вершину, а решта
вершин циклу мають степiнь 2, називатимемо
мiнорним графом.

Нехай G — унiциклiчний граф i Ĝ — йо-
го пiдграф, що є iзометричним простому циклу
Ck.

Означення 2.10. [9] Унiциклiчний граф G на-
зивається базисним графом якщо виконуються
такi умови:

1) для довiльної вершини v графа G
degv 6 3;

2) G мiстить рiвно двi основнi вершини;

3) в кожну основну вершину може проекту-
ватись рiвно одна 2-листкова вершина;

4) Ĝ мiстить лише основнi вершини степеня
3.

Нехай G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) — два
простих графи. Нехай v1 ∈ V1 та v2 ∈ V2. Граф
G = (V1 ∪ V2/ ∼, E1 ∪E2) називатимемо склею-
ванням графiв G1 i G2 по вершинах v1 i v2.

Означення 2.11. [9] Нехай G1 — базисний граф.
Позначимо через u i v основнi вершини графа
G1. Унiциклiчний граф G називається обплете-
нням графа G1 ланцюгами L1, . . . , Lr якщо G
утворений з G1 склеюванням вершин степеня 2
циклу з кiнцями ланцюгiв L1, . . . , Lr таким чи-
ном, що кожна вершина степеня 2 склеюється з
кiнцем лише одного ланцюга, а також для будь-
якої 1-листкової вершини w та сумiжної з нею
вершини a має мiсце нерiвнiсть:

dG(u, v) + dG(v, w) + 1 ̸= dG(u, a).
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Лема 1. [9] Непарний унiциклiчний граф G, що
мiстить двi основнi вершини, має метричну
розмiрнiсть 2 тодi i тiльки тодi коли викону-
ється одна з умов:

1) G — базисний граф;

2) G є обплетенням деякого базисного графа
G1.

Парний унiциклiчний з двома основними вер-
шинами та |V̂ | = 2k має метричну розмiр-
нiсть 2 тодi i тiльки тодi коли виконується
одна з вищезгаданих умов та d(u, v) ̸= k.

В статтi [11] було введено iншу конструкцiю
обплетення графiв.

Означення 2.12. [11] Унiциклiчний граф G на-
зивається частковим обплетенням графа G1,
що є унiциклiчним графом (або простим цик-
лом), ланцюгами L1, . . . , Lr якщо G утворений з
G1 склеюванням вершин степеня 2 циклу з кiн-
цями ланцюгiв L1, . . . , Lr, причому кожна вер-
шина степеня 2 склеюється з кiнцем лише одно-
го ланцюга.

Лема 2. [11] Нехай G — унiциклiчний граф,
що мiстить не бiльше однiєї основної верши-
ни. Граф G має метричну розмiрнiсть 2 то-
дi i тiльки тодi, коли вiн є частковим об-
плетенням простого циклу Cn або частковим
обплетенням мiнорного графа G1 ланцюгами
L1, . . . , Lr.

Позначимо символом nv кiлькiсть листкiв,
для яких v є внутрiшньою вершиною.

Лема 3. [12] Якщо T — дерево (не ланцюг), то
dim(T ) =

∑
v∈V,nv>1 (nv − 1).

Використовуючи дане твердження, можемо
сформулювати умови, за яких метрична роз-
мiрнiсть дерева буде дорiвнювати 2. Має мiсце
наступна теорема.

Теорема 1. Дерево T має метричну розмiр-
нiсть dim(T ) = 2 тодi i тiльки тодi коли у
нього немає жодної вершини степеня бiльшо-
го, нiж 3, iснує або лише одна 3-листкова i
жодної 2-листкової, або двi 2-листковi верши-
ни. Зокрема, не може iснувати рiвно одна 2-
листкова вершина.

Proof. Нехай T — дерево i dim(T ) = 2. Припус-
тимо, що T не мiстить вершин степеня строго
бiльшого, нiж 2. Тодi T є ланцюгом i згiдно з
результатом статтi [7] dim(T ) = 1. Отримали
суперечнiсть. Отже, граф T мiстить принаймнi
одну вершину степеня 3.

Нехай T мiстить вершину w, що має степiнь
4. Тодi можливi такi випадки:

1) w — єдина внутрiшня вершина. Тодi їй вiд-
повiдає 4 листки. За лемою 3 dim(T ) = 3.

2) w — вершина степеня 4, k — 2-листкова
вершина. Згiдно з лемою 3 до базису пот-
рiбно взяти три листки, що є близькими
до w i один листок, близький до k. Отри-
мали ту саму рiвнiсть dim(T ) = 3.

Отже, всi вершини дерева мають степiнь, що не
перевищує 3.

Зауважимо, що довiльне дерево T з
dim(T ) = 2, яке не має вершин степеня бiль-
шого, нiж 3, не може мати рiвно одну 2-
листкову вершину. Припустимо, що така вер-
шина w iснує. Тодi degw = 2 або degw = 3. В
першому випадку згiдно означення 2.5 w має
бути внутрiшньою, тому має виконуватись умо-
ва degw > 3. В другому видаку якщо решта
вершин дерева T мають степiнь менший, нiж
3, то w — єдина внутрiшня вершина, а тому
буде 3-листковою. Якщо iснуватиме ще хоча б
одна вершина u степеня 3, то u буде також 2-
лисковою. В усiх випадках отримали супереч-
нiсть.

Покажемо, що у T не може бути бiльше
двох 2-листкових вершин. Нехай T все ж має
три 2-листковi вершини v1, v2, v3. Тодi згiдно з
лемою 3 до базису потрiбно взяти по одному
листку p1, p2, p3, що є близькими до v1, v2, v3
вiдповiдно. В цьому випадку dim(T ) = 3. Отже,
в деревi T може iснувати рiвно двi 2-листковi
вершини.

Доведемо в iншу сторону. Нехай T — дере-
во, що не має вершин степеня сторого бiльшого,
нiж 3. Причому серед вершин степеня 3 iснує
не бiльше двох 2-листкових. Тодi якщо граф
мiстить рiвно одну вершину w степеня 3 i не
має жодної 2-листкової вершини, то w близь-
ка до трьох листкiв. Отже, згiдно з лемою 3
dim(T ) = 2. У випадку коли в дерева T iснує
n внутрiшнiх вершин, причому двi з них є 2-
листковими, а решта n − 2 мають по одному
листку, dim(T ) = 2 за тiєю ж таки лемою 3.
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Означення 2.13. Говоритимемо, що граф G1

сконструйований з графа G2 якщо G1 отрима-
ний з графа G2 додаванням одного ребра.

Твердження 1. Якщо граф G сконструйова-
ний з дерева T , то G є унiциклiчним графом.

Proof. Оскiльки довання рiвно одного ребра до
дерева T призводить до появи рiвно одного цик-
лу, то граф G є унiциклiчним.

Означення 2.14. Граф G1 називається листко-
во сконструйований з графа G2 якщо G1 отри-
маний з графа G2 додаванням одного ребра, що
з’єднує листок з довiльною вершиною.

Теорема 2. Нехай G = (V,E) — унiциклiчний
граф, листково сконструйований з дерева T i
dim(T ) < 3. Тодi справедливi такi рiвностi:

1) Якщо dim(T ) = 1, то

dim(G) = dim(T ) + 1;

2) Якщо dim(T ) = 2, то

(a) dim(G) = dim(T ) + 1, якщо викону-
ється одна з наступних умов:

i. в деревi T листок було з’єднано ребром
з внутрiшньою вершиною та утворений
унiциклiчний граф G є парним;

ii. в деревi T було з’єднано ребром листок
з вершиною степеня 2 або листки, що на-
лежать рiзним 1-листковим вершинам i
в утвореному унiциклiчному графi G не
виконуються умови леми 1;

(b) dim(G) = dim(T ) у всiх iнших випад-
ках.

Зауважимо, що не виконання умов леми 1
означає, що унiциклiчний граф G має рiвно
двi основнi вершини p, q, не є базисним або
обплетенням базисного графа ланцюгами або є
парним базисним 2.8 (обплетенням парного ба-
зисного графа) i при цьому d(p, q) = k.

Proof. Нехай унiциклiчний граф G — листково
сконструйований з дерева T . Нехай dim(T ) = 1.
Тодi з працi [7] випливає, що T є ланцюгом.
Оскiльки G - унiциклiчний граф i вiдповiдно
не є ланцюгом, то dim(G) > 1. Утворений граф
G може бути простим циклом або унiциклiчним

графом, що є частковим обплетеням циклу рiв-
но одним ланцюгом. В першому випадку згi-
дно [2] dim(G) = 2. В другому випадку вiзьме-
мо в метричний базис графа G листок p, що
проектується в вершину w циклу. Вершини p i
w з’єднанi простим ланцюгом, тому всi верши-
ни, що роздiляє p, будуть роздiлятись w. Як вi-
домо dim(G) > 1, тому iснуватимуть вершини
u, v в циклi, якi не будуть роздiлятись w. То-
му потрiбно додати до базису вершину k, що є
майже симетричною з w в циклi. Цього вияв-
ляється достатньо. Таким чином dim(G) = 2,
тобто dim(G) = dim(T ) + 1.

Нехай маємо унiциклiчний граф G, що
є листково сконструйований з дерева T i
dim(T ) = 2. Припустимо, що вершини u, v, якi
не з’єднанi ребром в деревi T , з’єднанi в G. Тодi
можливi такi варiанти:

1. u, v — вершини в циклi G, якi є листками
в деревi T . Маємо 2 випадки:

1) u, v мають спiльну внутрiшню вершину w.
Оскiльки dim(T ) = 2, то згiдно з теоре-
мою 1 T може мiстити рiвно двi 2-листковi
вершини або лише одну 3-листкову i не
має жодної вершини степеня бiльшого,
нiж 3. Тому отриманий граф G є унiци-
клiчним графом, що є частковим обплете-
ням простого циклу рiвно одним ланцю-
гом або мiнорним графом. В обох випад-
ках згiдно з лемою 2 dim(G) = 2. Отже,
dim(G) = dim(T ).

2) u, v належать рiзним внутрiшнiм верши-
нам w, q вiдповiдно:

(a) w, q – 2-листковi.За теоремою 1 в
графi G не iснуватиме жодної iн-
шої 2-листкової вершини, крiм даних.
Звiдси випливає, що отриманий унi-
циклiчний граф G буде частковим об-
плетеням простого циклу ланцюгами
L1, . . . , Lr. За лемою 2 dim(G) = 2.
Тому dim(G) = dim(T ).

(b) w – 2-листкова, q – 1-листкова вер-
шини. У цьому випадку граф G бу-
де частковим обплетеням мiнорного
графа ланцюгами L1, . . . , Lr i згiдно
з лемою 2 dim(G) = 2. Отримуємо
dim(G) = dim(T ).

(c) w, q – 1-листковi. Унiциклiчний граф
G матиме рiвно 2 основнi вершини.
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Тодi якщо виконуються умови ле-
ми 1 , то метрична розмiрнiсть гра-
фа G буде дорiвнювати 2, матимемо
dim(G) = dim(T ). В iншому випад-
ку, для того щоб роздiлити довiльну
пару вершин до базису потрiбно до-
дати ще одну. Таким чином dim(G) =
3. Отже, dim(G) = dim(T ) + 1.

2. u, v — вершини в циклi графа G, одна з яких
в деревi T є листком, а iнша – внутрiшньою вер-
шиною. Маємо такi випадки:

1) u — листок, що є близьким, до 2-листкової
вершини w, v — 2-листкова вершина.
Отримаємо унiциклiчний граф G, що має
рiвно одну вершину степеня 4. Тодi, згi-
дно з результатами статтi [13], якщо G —
непарний, то dim(G) = 2. Тому dim(G) =
dim(T ). В iншому випадку якщо G — пар-
ний унiциклiчний граф, то dim(G) = 3.
Звiдси випливає, що dim(G) = dim(T )+1.

2) u — листок, що є близьким, до 2-листкової
вершини w, v — 1-листкова вершина.
Оскiльки 1-листкова вершина як i 2-
листкова має степiнь 3, то пiсля додаван-
ня ребра в циклi графа G матимемо рiвно
одну вершину степеня 4. Як випливає зi
статтi [13], якщо отриманий унiциклiчний
граф G є парним, то dim(G) = 3, вiдпо-
вiдно dim(G) = dim(T ) + 1. В iншому ви-
падку dim(G) = 2 або dim(G) = dim(T ).

3) u — листок, що є близьким, до 1-листкової
вершини w, v — 2-листкова вершина. Як
i в попередньому випадку, в утвореному
унiциклiчному графi G 2-листкова верши-
на матиме степень 4. Згiдно зi статтею
[13], якщо G є парним, то dim(G) = 3
(dim(G) = dim(T ) + 1). Якщо G - непар-
ний, то dim(G) = 2 (dim(G) = dim(T )).

4) u — листок, що є близьким, до 1-листкової
вершини w, v — 1-листкова вершина. Вер-
шина v є внутрiшньою 1-листковою, тому
degv = 3. Пiсля додавання ребра отри-
маємо унiциклiчний граф G з degv = 4.
За результатами статтi [13] граф G ма-
тиме dim(G) = 2 або dim(G) = dim(T )
якщо вiн буде непарним i dim(G) = 3 або
dim(G) = dim(T ) + 1 у протилежному ви-
падку.

3. u, v — вершини в циклi G, одна з яких в T
вершина степеня 2, а iнша — листок. У випадку
коли унiциклiчний граф G має не бiльше однiєї
основної вершини вiн буде частковим обплете-
ням простого циклу або мiнорного графа лан-
цюгами L1, . . . , Lr. За лемою 2 dim(G) = 2, то-
му dim(G) = dim(T ). Якщо граф G має рiвно
двi основнi вершини та виконуються умови ле-
ми 1 , то dim(G) = 2, . Отже, dim(G) = dim(T ).
В iншому випадку до базизу потрiбно взяти ще
одну вершину, тому dim(G) = dim(T ) + 1.
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