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�� ��������
� �����
��
� ����
��� 
�
� ������� ������� ����
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� ���	��
� �	 ����
� ���� �	 ��������� �����
��
�� �	 �����	��
 �
����
� �	�
� �	 �������������� 

������� ����	� ��������� �����
��� ����
��
� ��	�	�����
� �����
���� ��	�
�	������ �������
 !����	�"������	� ��	���
�����
��	 ���	��� 

�
 ��	
��
 �	�	�
 ��� �
���� ��	�
� ��	�
��	���� �
������ ���������� �����	�
�	�� ����  �
������

n∑
i=1

(
|uxi(x)|pi−2uxi(x)

)
xi

− |u(x)|p0−2u(x) = f(x), x ∈ Ω, !�"

��� �
����
���� ��	������ pi > 1� i = 0, n� � ���#��$���� �#�	���� ����	�� %
#	&	���� ��	���� � ���	��% �
�

��� 
 #������� �� ��� ��	�
�
�

��� �
����� !���
������� �����	��� ����  �
������ !�" ��� pi = 2� i = 0, n" ���  ������
 ����'���%
��	
���( �	�	�
 ���#	 ���	&	�� 
�&� ����% �����
��% �	 ����
��������
� 	 
��%�	���
����'���% ���������� ��� �
����
���� �#��$����� �	 �����	��� ���
���� �	��� �	
����
��������
 )�*� )+*� ��� ����&� ��	�% �	
$� �
�

��� ��
������� �
������ ��

�
����� �
������ !�" �	 %����� ,� p0 > 2� pi = 2� i = 1, n� �������� )-*�)�*� ,� ��	
��

�	�	�
 �	.��  ����
 ����'���� #�� �#��$��� �	 
�&� �����
��% �	 ����
��������


 ����%,��� �	 �����	��� ���
���� �	��� �	 ����
��������
� � )/*� )�* 	�	��&
��

���%���	�� �����	�� % ���	��% ��	
���� �	�	� ��� ���
�

��� ��
������� �
������
��������� �����	��� ����  !�" ��� p0 > pi� 1 < pi � 2� i = 1, n�

0��	 �	1�( ��	�
 2 ���&���%�� ��	
��
 �	�	�
 ��� %�	&	������ �
������ !�" ���
p0 = pi = 2� i = 1, k� pi > 1� i = k + 1, n !����� ���  �
�

�
 �
������" � &�	�������
%���	�� �
1	��&� ���%� 	 �#�	��� �	�	��� �	 ��
����� x1, . . . , xk  ���#��$���.� 	
�	 ��1��. 2 �#��$���.�

�© ��������� 	
���� 
���
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3�	
���� ��	�� 
��%�	��� �	  ������
 %�	&	������&� ����'���% ����
�$%�	���
�	�	�� 4���������%.�� ���#
�	�
. �����%� ���
 5�%��% ���� �	 	�	���
 �
����&� �
����
( ��%$����
 �������% 6���4��	�	 )�*�)+* �	 �����% �����������
 )7*�

�
 ������� ����������
 8��	
 n 2 �	�%�	���� ������ 9 R
n 2 �
�

��
 �����
��

���	����
 � �������
� ��&���% x = (x1, . . . , xn)� �� xi ∈ R, i = 1, n� � �����.
|x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n�

4�
 :%���
(� ��
 �%� ���&���	.��� ����	���
 �	 �
����
���� ���$��	� �������
�
R

n �	 R
n+1 
 �	#%�	.�� ��	����� � R� ;�,� v(z)� z ∈ D̃� 2 ��	���#%�� :%���
�� ��

�
� v|D ���%�
������ (( ��%$���� �	 ���$��% D ⊂ D̃�

8��	
 Ω 2 ���#��$��	 ./�0�1�2�34��53� �#�	��� % �������
 R
n !n � 2"� ��#��

��� �����&� �	�%�	����&� s < n 
��%.�� ����	 1 � l1 < . . . < ls � n �	�
� ,�
���$��	 Ω ∩ {x ∈ R

n : x2
l1

+ . . . + x2
ls
< R2} < �#��$��	 ��� #%������&� R > 0�

=���	���� ����� k �	
���1� � �	��� ����� s 
 ��	$	������� ,� l1 = 1, . . . , lk = k�
��#�� ���$��	 Ω ∩ {x ∈ R

n : x2
1 + . . . + x2

k < R2} < �#��$��	 ��� ��$��&� R > 0 

��� #%������&� j ∈ {1, . . . , k} ���$��	 Ω∩{x ∈ R

n :
∑

i=1,k,i�=j

x2
i < R2} < ���#��$��	

���	 # ��� ����&� R > 0� ��
� ��&�� ����%��	������� ,� 0 �	��$��� Ω� >���� Ωτ

��� ���
����&� τ > 0 ����	�	������ ��'���% ���������% ���$��� Ω ∩ {x ∈ R
n :√

x2
1 + . . .+ x2

k < 1 + τ}� ,� �
����� 0� 8��	
 ��$	 ∂Ω �#�	��
 Ω �%������&�	��	 

�	�	� ,� ��� #%������( ����������( �	 Ω :%���
( v �����% ���� �
��
���

d

dτ

∫
Ωτ

v(x)d x =
∫
Sτ

v(s)h(s)d s, τ > 0, !+"

�� Sτ
���= ∂Ωτ\∂Ω� h ∈ C(Ω)� h > 0� d s 2 ������� ���,
 �������
 Sτ � !��� �����	���

%���� !+" ����	���� ���	&	��� ,�# ��$	 �#�	��
 Ω #%�	 &�	���."�

3	%�	$���� ,� #%�����	 ���
������	 �#�	��� ��&���% Ω = Ω1 × Ω2� �� Ω1 2
���#��$��	 �#�	��� � R

k � &�	���. ��$�.� 9 Ω2 2 �#��$��	 �#�	��� � R
n−k�  

��	�
���
�������. 
 �	�������� �	��	���% %���%�
8��	
 ∂Ω = Γ1

⋃
Γ2� �� Γ1� Γ2 2 �
�����
 ���$��� �	 ∂Ω !���	 � ��� ��$� #%��

����$���." 
 Γ1

⋂
Γ2 = ∅� =
� ν = (ν1, . . . , νn) ���%�
������ ��������
 ������

����
1���( ����	�
 �� ��$
 ∂Ω !∂Ωτ " �#�	��
 Ω !Ωτ "�
>���� C(Ω) ����	�	������ �����
� ����������� �	 Ω :%���

� 	 ����� C1(Ω) 2

�����
� ���������� ��:�����

����� � Ω :%���

� ��
 �	��� � ���
����� �� ����
1�&� ������% ���%��	.�� ���������� ������$���� �	 Ω� 8��	
 C1

� (Ω) 2 �
������
�
�������% C1(Ω)� ���
 ���	�	 ���� � :%���

� ���
( ���� �#��$��
� 9 C1,+

� (Ω) 2 �
��
�����
� �������% C1

� (Ω)� �������	�� ���&�  ���
�' ��
 � Ω :%���
(� =���	�	������
����� C1

0 (Ω,Γ1) �
������
� �������% C1
� (Ω)� �������	�� ���&�  :%���
(� ��
 �	#%�

�	.�� �%����
 ��	����� � ����
 Γ1�

=��
���� Lq, ���(Ω) =
{
v(x), x ∈ Ω : v|Ωτ ∈ Lq(Ωτ ) ∀ τ > 0

}
� �� q ∈ [1,∞]� 8	

�������
 Lq, ���(Ω) ��������� ��	��	���	 �
�

�	 ���%��%�	 
 �
�'� �
����� ‖·‖Lq(Ωτ )�
τ > 0� � ���. �
� ��	 ���	���� ��%���� ���������� ��,� �����$���� :%���
(� ��

�
��
 �	
$� ��.�� !����� �	�����	�� )�*"� ?��$� �#
$�
��� ����
�������
 �������
�
�������% Lq, ���(Ω) ���	�	 � ,� ��� ��$��&� τ > 0 ����
����
��� ��%$��� �	 Ωτ

����
� �	�	��( ����
�������
  �#
$��. � Lq(Ωτ )�
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8��	
 r ∈ L∞, ���(Ω)� ������% r(x) � 1 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω� 8	 �������
 C(Ωτ )�
�� τ > 0 2 ���
���� ������ ������� ����%

‖v‖Lr( · )(Ωτ )
���= inf{λ > 0 : ρr,τ (v/λ) � 1}� �� ρr,τ (v) ���=

∫
Ωτ

|v(x)|r(x) d x�

=��������� �
�

��&� �������% C(Ωτ ) �	 �
 . �����. ����	���� ����� Lr( · )(Ωτ )
!���� )�-*"� 0��$��	 Lr( · )(Ωτ )  �
�

��� �
���������� �������% L1(Ωτ ) 
 �	���

�	 ���� %�	&	������� ��������� @�#�&	� =
� Lr( · ), ���(Ω) ���%�
������ �	���	���

�������% C(Ω) �	 ������&
 .� �����$���. �������. �
����� ‖ · ‖Lr( · )(Ωτ ), τ > 0�
=��
���� Lr( · )(Ω) =

{
v ∈ Lr( · ), ���(Ω) : supτ>0 ‖v|Ωτ ‖Lr( · )(Ωτ ) <∞}

�

8��	
 P
���={p = (p0, p1, . . . , pn) : pi ∈ L∞(Ω)� pi(x) > 1 ��� �� �� x ∈ Ω}� ���

p ∈ P ����� p∗ = (p∗0, p
∗
1, . . . , p

∗
n) ����	���� �������% :%���
.� ���������� ���(

�	��������.�� %���% 1
pi(x)+

1
p∗

i (x) = 1� i = 0, n� ��� �� �� x ∈ Ω� ��� ��$��&� τ > 0 �
�

W 1
p( · )(Ωτ ) ���%�
������ #	�	�
� �����
�� �����	��
 ����������� �������% C1(Ωτ )

�	 �����. ‖v‖W 1
p( · )(Ωτ )

���= ‖v‖Lp 0( · )(Ωτ ) +
n∑

i=1

‖vxi‖Lp i( · )(Ωτ )� ?�������� ,� W 1
p( · )(Ωτ )

 �
���������� �������%
{
v(x), x ∈ Ωτ : v ∈ Lp 0( · )(Ωτ ), vxi ∈ Lpi( · )(Ωτ ), i = 1, n

}
�

8	 �
�

���% �������
 C1
0 (Ω,Γ1) ������� ������&
. !�
�

��&� ��%���&� �������

�%" �	 ������&�. ������� �
�����A ‖·‖W 1
p( · )(Ωτ )� τ > 0� 3	���	��� ���&� �������% �	

�������. ������&
 . ����	���� �����
◦
W

1
p( · ), ���(Ω,Γ1)� 	 �	���	��� C1

c (Ω) �	 �
 .

�	��. ������&
 . ����	�	������ W 1
p( · ), ���(Ω)� ?�������� ,� ����
����
��� {vk}∞k=1

 �#
$��. �� v � ��� �������	�� ��,� ‖vk −v‖W 1
p( · )(Ωτ ) −→

k→∞
0 ��� ��$��&� τ > 0� =
�

◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1) ���%�
������ �
������
� �������%

◦
W

1
p( · ), loc(Ω,Γ1)� ,� ���	�	 ���� �

:%���

� ���
( ���� �#��$��
�
�
 ������������ ������ � ������� �����!"�"��
 B��&������ �	�	�%

n∑
i=1

d

dxi
ai(x, u,∇u) − a0(x, u,∇u) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ω, !-"

u|Γ1 = 0,
n∑

i=1

ai(x, u,∇u) νi

∣∣
Γ2

= 0, !C"

�� ∇u = (ux1 , . . . , uxn)� =���%������ ,� ���
��
 �	�
 �	��������.�� �	�
 %����A
1) ��� ��$��&� i ∈ {0, 1, . . . , n} :%���
� ai(x, s, ξ)� (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R

n�  
�	�	������
�����.� ��#�� ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω :%���
� ai(x, ·, ·) : R × R

n → R 2
���������	 
 ��� #%������� s ∈ R� ξ ∈ R

n :%���
� ai(·, s, ξ) : Ω → R 2 ���
��	D
1′) ai(x, 0, 0) = 0 ��� �� �� x ∈ Ω� i = 0, nD
2) ��� ��$��&� i ∈ {0, 1, . . . , n}� �� �� x ∈ Ω 
 #%������� s ∈ R� ξ ∈ R

n

�����% ���� ���
��
���

|ai(x, s, ξ)| � h1i(x)
( n∑

j=1

|ξj |pj(x)/p∗
i (x) + |s|p0(x)/p∗

i (x)
)

+ h2i(x)�

�� p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ P� h1i ∈ L∞, ���(Ω)� h2i ∈ Lp ∗
i ( · ), ���(Ω)D

3) fi ∈ Lp ∗
i ( · ), ���(Ω)� i = 0, n�
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��������� �
 	0�6�273�3�� �80/9�0.8� 0�4�5� :;<= :"< 3�0/��8 >?3.1�@

u ∈
◦
W

1
p( · ), loc(Ω,Γ1)= �.� 0�48/8273�A �3��6��273? ��/3�B�7

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, u,∇u) vxi + a0(x, u,∇u) v
}
d x =

∫
Ω

{ n∑
i=1

fi vxi + f0 v
}
d x !�"

42� C?47
�.8D >?3.1�D v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1)�

E�?/�F�33� !� ����	 1′) ��  ����������.� ���
���� 
�	�1�� ��
�1� ����	�����

ãi(x, s, ξ)
���= ai(x, s, ξ)− ai(x, 0, 0)� f̃i(x)

���= fi(x)− ai(x, 0, 0) ��� �� �� x ∈ Ω (i = 0, n),
�
��
��� !�" ��$�	 �	���	�� � ãi� f̃i �	�
��� �
����
��� ai� fi� ������% ãi(x, 0, 0) = 0
(i = 0, n) ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω�

4�	$	.��� ,�A
4) p0(x) = 2� p1(x) = 2, . . . , pk(x) = 2 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω !��������� ,�
p∗0(x) = 2� p∗1(x) = 2, . . . , p∗k(x) = 2 ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω"�

1%�	������ ���	����
 %���� �	 ���
��
 �	�
� ��� ���� %�	&	������
 ����'���� �	�
�	�
 !-"� !C" 
��% �	  ����
 % ��	�
 :%���

 � �����. �����
���. �	 ����
��������
�

8��	
 �����%.���� ,� �	�
 %����A
5) ��� �	
$� ��
� x ∈ Ω �	 #%������� s, r ∈ R 
 ξ, η ∈ R

n

a0(x, s, ξ) =
k∑

i=1

bi(x)ξi + c(x, s, ξ), !/"

�� bi, bi,xi ∈ C(Ω)� bi|Γ2 = 0� i = 1, k� 


n∑
i=1

(ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η))(ξi − ηi) + (c(x, s, ξ) − c(x, r, η))(s − r) �

� q1(x)
k∑

i=1

|ξi − ηi|2 + q2(x)|s− r|2, !�"

�� q1, q2 ∈ C(Ω)� min
x∈Ωτ

q1(x) > 0 ∀τ > 0�

q2(x) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(x) > 0 ∀ x ∈ Ω; !7"

6) ��� ��$��&� i ∈ {1, . . . , k}� �� �� x ∈ Ω �	 #%������� s, r ∈ R 
 ξ, η ∈ R
n

��	�����	 ���
��
���



56: ����� �����	
��

|ai(x, s, ξ) − ai(x, r, η)| � g1i(x)
k∑

j=1

|ξj − ηj | + g2i(x)|s− r|, !�"

�� g1i� g2i 2 ����
 ���������
 �	 ���
�' ��
 �	 Ω :%���
(� ������%

2
k∑

i=1

(g2i(x))2 �
k∑

j=1

bj(x)
xj

|x| ∀x ∈ Sτ , ∀τ > 0; !�E"

7) 
��% ���������	 ���	��	 :%���
� A(τ)� τ � 0, �	�	� ,�

d1(τ)λ−1/2(τ) + d2(τ)λ−1(τ) � A(τ) ∀τ > 0 


+∞∫
0

d z

A(z)
= +∞, !��"

�� d1(τ) = sup
s∈Sτ

( k∑
i=1

g2
1i(s)/(q1(s)h(s))

)1/2

; d2(τ) = sup
s∈Sτ

(( k∑
i=1

g2
2i(s)

)1/2

− 1
2

k∑
i=1

bi
xi

|x|
)
;

λ(τ) = inf
v

{[∫
Sτ

E(v)h d s
][∫

Sτ

v2 d s
]−1}

.

F%� 
�:
�%� #����� �� ��
� ���������� ��:�����

����� � ����
 Sτ :%���
��� ��


�	�%��.���� �	 ∂Sτ ∩ Γ1; E(v) ���= q1
k∑

i=1

v2
xi

+ (q2 − 2−1
k∑

i=1

bi,xi)v2.

E�?/�F�33� �� 3 %���� 6)� ������	� ������	 � ,� ��� (( �����	��
 :%���
(
ai(x, s, ξ)� (x, s, ξ) ∈ Ω × R × R

n� i = 1, k� ���� �� �	��$	�� �
� ��
���� ξk+1, . . . , ξn�

B��&������ �	�	�% ��1
 ��� ����	
��&� ��:�����
	����&� �
������

d τ

dα
= A(τ), τ(0) = 0. !�+"

?�������� ,� ����'���� τ(α)� α � 0� �
 ( �	�	�
 ����	�	 ���� �
��
��.
∫ τ(α)

0
d z

A(z) = α�

3�
��� �	 %���� !��"� ������	� ������	 � ,� τ(α) → +∞ ��� α→ +∞�

=��
���� Ωα ���= Ωτ(α)� Γα
1

���= Γ1,τ(α)� Γα
2

���= Γ2,τ(α)� S
α ���= Sτ(α)�

〈v〉α ���=(
∫
Ωα E(v) d x)1/2� α � 0�

#������ �
 ����G /�.83?@�7B� ?�8/� 1)H7)� �84� 0�4�5� :;<= :"< / .2�B� >?3.1�G

0
◦
W 1

p( · ), loc(Ω,Γ1)= �.� 0�48/8273�@�7 ?�8/?∫
ΩR

E(v) d x = o(1)eR ��� R→ +∞, !�-"

�8F� ���� 3� C�27I� 843868 ?0�6�273�3868 �80/9�0.?�

��� ��$��&� �	�%�	����&� l ���
���� Λl
���= inf

v

{[∫
Ωl E(v) d x

][∫
Ωl v

2 d x
]−1}

�
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�� 
�:
�%� #������� �� ��
� :%���
�� v � �������% C1(Ωl)� ��
 ���
��..�� �%���


�	 ∂Ωl\Γ2; q1l
���= min

Ωl

q1(x) > 0.

#������ �
 ����G= .��� ?�8/ 1)H7)= /�.83?@�7B� J� 4/� ?�8/�K
8) 42� ��/� x ∈ Ω � C?47
�.�� s ∈ R= ξ ∈ R

n

n∑
i=1

ai(x, s, ξ)ξi + c(x, s, ξ)s � q1(x)
k∑

i=1

|ξi|2 + q2(x)|s|2 + q3(x)
n∑

i=k+1

|ξi|pi(x)

4� q3 ∈ L∞(Ω)= q3l
def= ess inf

x∈Ωl
q3(x) > 0 ∀l ∈ N;

9) 42� C?47
�.868 l ∈ N

Λ−1
l

∫
Ωl

|f0(x)|2 d x+ q−1
1l

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi(x)|2 d x+ q−1
3l

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x � C1e

(1−ε)l,

4� C1= ε > 0 H B��2�= �.� /�4 l 3� 0�2�F��7�
�84� �B3?A ?0�6�273�3�G �80/9�08. 0�4�5� :;<= :"<= �.�G 3�2�F��7 .2�B? A4�


38B��= /�03�5�38�? / ��8���� !� L�G �80/9�08. 0�48/8273�A 81�3.?

〈u〉l � C2e
(1−ε)l/2, l ∈ N, !�C"

4� C2 > 0 H B��2�= �.� 0�2�F��7 ��27.� /�4 C1 � ε�

$
 ������%�� "����%����


&��� �
 ����G u1, u2 ∈
◦
W 1

p( · ), loc(Ω,Γ1) H >?3.1�D= 42� �.�� /�.83?A�7B� ��/3�B�7

:M< :�8C�8= .82� /0��� u = u1= u = u2< 0� ?�8/�= J8 supp v 2�F��7 / ΩR∗ = 4�
R∗ > 0 H 4��.� 5�B28� �84� 42� C?47
�.�� R1, R2= 0 < R1 < R2 � R∗= ���/�273�
3���/3�B�7

〈u1 − u2〉R1 � e(R1−R2)/2〈u1 − u2〉R2 . !��"

���������� 8��	
 {u1m}∞m=1� {u2m}∞m=1 2 ����
�������
 :%���

 � �������%
C1

0 (Ω,Γ1)� ��
 �#
&	.���� �
����
��� �� u1 
 u2 �	 �����. 〈 · 〉R∗ � ������% ���

��$��&� m ∈ N ��%$���� u1m|ΩR∗ �	 u1m|ΩR∗ �	��$��� �������% C2(ΩR∗)� =��
���

�� w
���= u1 − u2� wm = u1m − u2m� m ∈ N� ?�������� ,� 〈w − wm〉R∗ → 0 ���

m→ +∞�
4
��
���� �
� 
���&�	����( ����$����
 !�"� �	���	��( ��� u1� �% �	�% ����$�
����

	�� �	���	�% ��� u2� 4�#�	�1� ������#%�� τ ∈ (0, τ(R∗))� ���
���� � �����	�


�
��� �
��
�	��� ����$����
 v = wmψδ� �� m ∈ N� δ ∈ (0, τ) 2 ���
���� ������
ψδ 2 :%���
� � �������% C1(Rk)� ��� ���( �����%.���� %����A ψδ(x′) = 1 ���
|x′| < τ − δ !�%� 
 �	�
 ���
���� ����	����� x′ = (x1, . . . , xk))� ψδ(x′) = 0 ���
|x′| > τ 
 0 � ψδ(x′) � 1� |∇ψδ(x′)| � C/δ ��� ��
� x′ ∈ R

k� �� C > 0 2 ��	�	� ��	 ��
�	��$��� �
� τ 
 δ� F��
 �	������∫

Ωτ

[ n∑
i=1

(ai(u1) − ai(u2))(wmψδ)xi + (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x = 0. !�/"



556 ����� �����	
��

F%� 
 �	�
 ����������% �� ����	�����

c(v) def= c(x, v,∇v), ai(v)
def= ai(x, v,∇v), i = 0, n. !��"

=�����1��� �
��
��� !�/"� ��	���%.�� !/"

Im ≡
∫
Ωτ

[ n∑
i=1

(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi + (c(u1m) − c(u2m))wm +
k∑

i=1

biwm,xi wm

]
d x =

= σmδ(τ) +Gmδ(τ), !�7"

�� σmδ(τ) =
∫

Ωτ

[ n∑
i=1

{
(ai(u1m) − ai(u2m))wm,xi − (ai(u1) − ai(u2))wm,xiψδ

}
+

+(a0(u1m) − a0(u2m))wm − (a0(u1) − a0(u2))wmψδ

]
d x,

Gmδ(τ) = − ∫
Ωτ

k∑
i=1

(ai(u1) − ai(u2))wmψδ,xi d x.

=���������� Gmδ �	�� ������	���� ai(ujm) �%��� ���	 ΩR∗ 
 ���
����

aiρ(ujm(x)) ���=
∫

Rn

ai(ujm(y))ωρ(x− y) d y, i = 1, k, j = 1, 2,

�� ωρ 2 ���	 %����������� ρ > 0� F��


Gmδ(τ) =
∫
Ωτ

k∑
i=1

[(aiρ(u1m) − ai(u1)) − (aiρ(u2m) − ai(u2))] wmψδ,xi d x+

+
∫

Ωτ\Ωτ−δ

k∑
i=1

[
(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wm

]
xi

ψδ d x+
∫

Sτ−δ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)−aiρ(u2m))wmνids−

−
∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s+
∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s. !��"

F%� ν = (ν1, . . . , νn) 2 ��������
 ������ ����
1���( ,��� �#�	��
 Ωτ !Ωτ−δ" ����	�

�� Sτ !Sτ−δ"� ��#�� νi(x) = xj/|x|� j = 1, n� x ∈ Sτ !Sτ−δ"�

3 %���� 6) 
 ���
�����
 ��1
 2 G%���������&� ������	 

∫
Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m) − aiρ(u2m))wm νi d s �
∫
Sτ

k∑
i=1

|(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)ρ−

−(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|)| |wm| |νi| d s+
∫
Sτ

k∑
i=1

(g1i|∇̃wm| + g2i|wm|) |wm| |νi| d s �
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�
(∫

Sτ

( k∑
i=1

g2
1i

)
|∇̃wm|2 d s

)1/2(∫
Sτ

|wm|2 d s
)1/2

+
∫
Sτ

( k∑
i=1

g2
2i

)1/2

|wm|2 d s+ Lmρ(τ),

!+E"

�� Lmρ(τ)
def=

∫
Sτ

bmρ(s) d s� bmρ(x)
def=

k∑
i=1

|(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)ρ−(g1i|∇̃wm|+g2i|wm|)|×

× |wm|� ∇̃wm = (wm,x1 , . . . , wm,xk
)�

=���������� 
 ��
���� ����% �
�% �	����% �
�����
 !�7"� ����������%.�� ���
��
�
��� !�" �	 :���%�% 
���&�%�	��� �	����	��

Im �
∫
Ωτ

E(wm) d x+
1
2

∫
Sτ

k∑
i=1

bi νiw
2
m d s. !+�"

?�H$� � !�7" �	 �
���	�
 !��"2!+�"� ����������%.�� ������
 � %���
 7) ����	������
�����	 ��∫
Ωτ

E(wm)dx �
[
d1(τ)λ−1/2(τ)+d2(τ)λ−1(τ)

] ∫
Sτ

E(wm)hds+σmδ(τ)+G∗
mρδ(τ)+Lmρ(τ),

!++"
τ > 0� �� G∗

mρδ 2 �%�	 ��
� ����
� ��	��( �	����� !��"� �	 �������� ���	����&��

=���	���� Fm(τ) ���=
∫
Ωτ
E(wm) d x� 3 !++"� ��	���%.�� %���% 7) 
 !�+"� �	������

Fm(τ) � dF (τ)
dτ

dτ

dα
+ σmδ(τ) +G∗

mρδ(τ) + Lmρ(τ), τ > 0,

��
���

0 � −Fm +
dFm

dα
+ σmδ +G∗

mρδ + Lmρ. !+-"

�����$��1� !+-" �	 e−α 
 ���
���&�%�	�1� ����$	�% ���
��
��� �	 α �
� R1 �� R2�
�����	 ��

Fm(τ(R1)) � eR1−R2Fm(τ(R2)) +

R2∫
R1

[σmδ +G∗
mρδ + Lmρ]eR1−α dα. !+C"

I�	��&
��� �� � )�* 
 )�C* ��$�	 ���	�	��� ,� 
���&�	�
∫ R2

R1
[σmδ+G∗

mρδ+Lmρ]eR1−α dα

�� �	�&���� �	��
� ��,� m ∈ N ����	���� ������� ρ = ρ(m) > 0 ����	���� �	�� 

δ = δ(m, ρ) ����	���� �	��� 4�	���%.�� �	��	����� � !+C" ����$��� ��
��% !��"�

'
 ��������� ������� �����!"�"��
 ��������� ���	�
� �� 8��	
 u1�
u2 2 ��	 %�	&	������� ����'���� �	�	�
 !-"� !C"� ��
 �	��������.�� %���% !�-"� F��

〈u1 − u2〉R = o(1)eR/2 ��� R → +∞� 3�
��� �	 � ��
��� !��" �	 �� ��� ���
�����
R1 
 R2� R1 < R2� ���
��
���

〈u1 − u2〉R1 � γ(R2), !+�"
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��

�� γ(R2) → 0 ��� R2 → +∞� J
��%.�� R1 
 �����%�	�1� R2 �� +∞� � !+�" �����
�	 �� �
��
��� 〈u1 − u2〉R1 = 0� ��#�� u1 = u2 �	
$� ��.�� �	 ΩR1 � 8	 �
���	�

���
������
 R1 �����	 ��� ,� u1 = u2 �	
$� ��.�� �	 Ω� �

��������� ���	�
� 
� 8��	
 l ∈ N� B��&������ ��	
��% �	�	�%

n∑
i=1

d

dxi
ai(x, ul,∇ul) − a0(x, ul,∇ul) =

n∑
i=1

∂

∂xi
fi(x) − f0(x), x ∈ Ωl, !+/"

ul|Γl
1∪Sl = 0,

n∑
i=1

ai(x, ul,∇ul) νi

∣∣
Γl

2
= 0. !+�"

=
� Ul ���%�
������ ���������� �������% :%���

 � C1(Ωl)� ��
 �	�%�..���� �
����
 Γl

1 ∪ Sl� �	 �����. �������% W 1
p( · )(Ω

l)� ?�������� ,� Ul ⊂W 1
p( · )(Ω

l)�
	0�6�273�3�� �80/9�0.8� �	�	�
 !+/"� !+�" �	���	 ���� :%���
� ul � �������% Ul�

��	 �	�������� 
���&�	���% ����$�
���∫
Ωl

{ n∑
i=1

ai(x, ul,∇ul) vxi + a0(x, ul,∇ul) v
}
d x =

∫
Ωl

{ n∑
i=1

fi vxi + f0 v
}
d x !+7"

��� #%������( :%���
( v ∈ Ul�
��������� 
��%�	��� %�	&	������&� ����'���% ul �	�	�
 !+/"� !+�" �����������

������� K	�����
�	 !����� �	�����	�� )7� �� ++*"� 	 
�&�  ���
��� ��&�� �����	���
����������%.�� %���% 5)�

��� ��$��&� l ∈ N :%���
. ul ������$��� �%��� �	 Ω� �	��1��1� �	 ���
������$����� ����	����� ul� =��	$���� ,� �����	�	 ����
����
��� {ul}∞l=1 �
�����
�
�����
����
���� ��	 �#
$�	 � ������% ����
 �� %�	&	������&� ����'���% !-"� !C"�

6���	��% ��
���� 〈ul〉l� ��� ���&� ���
���� � 
���&�	���

 ����$����
 !+7"
v = ul� F��
� ��	���%.�� !��"� �����	 ��∫

Ωl

{ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

}
d x =

∫
Ωl

{ n∑
i=1

fi ul,xi + f0 ul

}
d x. !+�"

4���������%.�� %���� �	 ���
��
 �	�
� :���%�% 
���&�%�	��� �	����	�� 
 ���
��
�
��� ��1
 2 G%���������&�� � !+�" �	������

∫
Ωl

{
q1

k∑
i=1

|ul,xi |2 + (q2 − 2−1
k∑

i=1

bi,xi)|ul|2 + q3

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
}
d x �

� ε1
2

∫
Ωl

|ul|2 d x+
1

2ε1

∫
Ωl

|f0|2 d x+
ε2
2

∫
Ωl

k∑
i=1

|ul,xi |2 d x+
1

2ε2

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+

+
ε3
2

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x) d x+
1

2ε3

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x, !-E"

�� ε1� ε2� ε3 2 ���
���
 ���	��
 ��	�
�
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=��
���1� � ���
�����
 !-E" ε1 = 2−1Λl� ε2 = 2−1q1l� ε3 = 2−1q3l� ����$���

∫
Ωl

{
E(ul) + q3

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
}
d x �

� 2Λ−1
l

∫
Ωl

|f0|2 d x+ 2q−1
1l

∫
Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+ 2q−1
3l

∫
Ωl

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i (x) d x.

3�
��� �	 � %���� 9) ������	 ��
��	

〈ul〉l � C2e
(1−ε)l/2. !-�"

8��	
 m ∈ N 2 :
����	�� ������ =��	$���� ,� ����
����
��� {ul}  :%��	����
�	����. �	 �����. 〈 · 〉m� 4
������ #%�����
 �	�%�	���
 ����	 l, r� ������% l � m�
0	 ��

〈ul+r − ul〉m �
r−1∑
i=0

〈ul+i+1 − ul+i〉m. !-+"

?��
���� ul+i+1� ul+i ���	��$%.�� %���� ���� � ��� R∗ = l + i� �� � ���&� �����
�$���� ������	 ��
��	

〈ul+i+1−ul+i〉m � e−1/2〈ul+i+1−ul+i〉m+1 � . . . � e−(l+i−m)/2〈ul+i+1−ul+i〉l+i. !--"

3 !-�" �����	 ��

〈ul+i+1 − ul+i〉l+i � 〈ul+i+1〉l+i+1 + 〈ul+i〉l+i � C3e
(1−ε)(l+i)/2, !-C"

�� C3 > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l �	 i �� �	��$���� 8	 �
���	�
 !-+"�!-C" ����$���

〈ul+r − ul〉m �
r−1∑
i=0

C3e
m/2e−ε(l+i)/2 � C4e

(m−εl)/2. !-�"

F%� C4 > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l 
 r �� �	��$����
3 !-�" ������	 � ,� 〈ul+r − ul〉m → 0 ��� l → ∞ ��� #%������� r ∈ N� ��#��

����
�������
 {ul}� {ul,xi}� i = 1, k� :%��	����	���
 � �������
 L2(Ωm) ��� ��$��&�
m ∈ N� F��% 
��% :%���
� u ∈ L2, loc(Ω) �	�	� ,� uxi ∈ L2, loc(Ω)� i = 1, k� 


ul−→
l→∞

u ������ � L2, ���(Ω), !-/"

ul,xi −→
l→∞

uxi ������ � L2, ���(Ω), i = 1, k. !-�"

8	 �
���	�
 %���� 6) � !-/"� !-�" �	 ��

ai(ul)−→
l→∞

ai(u) ������ � L2, ���(Ω), i = 1, k. !-7"

8��	
 R > 0 2 ���
���� ������ ζ(x′) = ψ1(x′)� x′ ∈ R
k� �� :%���
� ψ1 �	�	 �	�	

�� % ��������
 ���� � ��� τ = R + 1� δ = 1� 4
������ � !+7" v = ulζ� 8��	
 �����
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l0 �	��� ,� ��� ���
����&� l � l0 �	 �� Ωl ⊃ ΩR+1� F��
 ��� l > l0 �
��� �������
����������� �����	 ��

∫
ΩR+1

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi + a0(ul)ul

]
ζ d x =

∫
ΩR+1

[
f0ul +

n∑
i=1

fiul,xi

]
ζ d x+

+
∫

ΩR+1

k∑
i=1

fi ul ζxi d x−
∫

ΩR+1

k∑
i=1

ai(ul)ul ζxi d x. !-�"

?�
���� ���	��� �
�����
 !-�"� ����������%.�� %���% 8)� ���
�����
 ��1
 2 G%�
���������&� �	 L�&	� � ���%���	�
� ��	�%�	�1�� ,� |∇ζ| � C �	 R

k� �	������

∫
ΩR+1

[
q1(x)

k∑
i=1

|ul,xi(x)|2+(q2(x)−2−1
k∑

i=1

bi,xi)|ul(x)|2+q3(x)
n∑

i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x)
]
ζd x �

�
∫

ΩR+1

[
|ul|2 +

k∑
i=1

|ul,xi |2
]
ζ d x+

∫
ΩR+1

[
|f0(x)|2 +

k∑
i=1

|fi(x)|2
]
ζ d x+

+η
∫

ΩR+1

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|p i(x)ζ d x+ C5(η)
∫

ΩR+1

n∑
i=k+1

|fi(x)|p∗
i(x)ζ d x+

+C6

∫
ΩR+1

k∑
i=1

{
|ai(ul)|2 + (1 + |bi(x)|)|ul|2 + |fi|2

}
|ζxi | d x, !CE"

�� η > 0 2 ���
���	 ��	�	� C5(η) > 0, C6 > 0 2 ����
 ��	�
�
8	 �
���	�
 !-/"2!-7" � !CE"� ��#��	.�� ��	����� η ������ �	���� ����$���

∫
ΩR

n∑
i=k+1

|ul,xi(x)|pi(x) d x � C7(R). !C�"

F%� C7(R) > 0 2 ��	�	� ��	 �
� l �� �	��$���� 3&
��� � %����. �" �	 �	 �
���	�
 !-/"�
!-�" 
 !C�" ��� ��$��&� i = 0, k + 1, . . . , n �	 ��

∫
ΩR

|ai(ul)|p∗
i(x)d x � C8

∫
ΩR

{ k∑
j=1

|ul,xj |2 +
n∑

j=k+1

|ul,xj |p j(x) + |ul|2
}
d x+C9(R) � C10(R),

!C+"
�� C8, C9(R), C10(R) > 0 2 ����
 ��	�
� ��
 �
� l �� �	��$	�� !	�� ��$%�� �	��$	��
�
� R"�

3 !-/"� !-�"� !C�"� !C+" 
 %���� �"� ��	�%�	�1� ��:�������
��� �������
�
Lpi( · )(ΩR)� i = k + 1, n� �	 Lp∗

i ( · )(ΩR)� i = 0, k + 1, . . . , n� R > 0� �����	 ��
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��%�	��� �
�����
�������

{
ulj

}∞
j=1

����
�������

{
ul

}∞
l=1

!�	 ���. �	��1��� ��

�	�� ����	�����" �	 :%���

 χi ∈ Lp∗
i( · ), ���(Ω) i = 0, k + 1, . . . , n� �	���� ,�

ulj,xi −→
j→∞

uxi ��	#�� � Lpi( · ), loc(Ω), i = k + 1, n, !C-"

c
(
ulj

)−→
j→∞

χ0( · ) ��	#�� � Lp∗
0( · ), ���(Ω), !CC"

ai

(
ulj

)−→
j→∞

χi( · ) ��	#�� � Lp∗
i( · ), ���(Ω), i = k + 1, . . . , n. !C�"

=��	$���� ,�
χ0 = c(u), !C/"

χi( · ) = ai

(
u), i = k + 1, . . . , n. !C�"

8��	
 w ∈W 1
p( · ), ���(Ω), ψ ∈ C1,+

c (Rk)� 3&
��� � ���
��
��. !�" �	 ��

∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj ) − ai(w)

)(
ulj ,xi − wxi

)
+

+
(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0 !C7"

��� ��
� j ∈ N� ��
���∫
Ω

n∑
i=1

ai(ulj )ulj ,xi ψ dx−
∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj )wxi + ai(w)(ulj ,xi − wxi)

)−

−(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑
i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0 !C�"

��� ��
� j ∈ N�
4�	�% ��� ,� ��� #%������&� j ∈ N ��	�����	 �
��
���∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(ulj )vxi + a0(ulj )v − f0v −
n∑

i=1

fivxi

}
d x = 0 !�E"

��� #%������� v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1) �	���� ,� MNOO v ��$��� � Ωlj �

3 �
�����
 !�E"� ����1� % �

 v = ulj ψ� �����	 ��

∫
Ω

n∑
i=1

ai(ulj )ulj ,xi ψ dx = −
∫
Ω

{
a0(ulj )ulj ψ − f0 ulj ψ−

−
n∑

i=1

fi ulj ,xi ψ +
k∑

i=1

ai(ulj )ulj ψxi −
k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x. !��"
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3 !C�" �	 !��" ����$���

−
∫
Ω

{
a0(ulj )ulj ψ−f0 ulj ψ−

n∑
i=1

fi ulj ,xi ψ +
k∑

i=1

ai(ulj)ulj ψxi −
k∑

i=1

fi(x)ulj ψxi

}
d x−

−
∫
Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj )wxi + ai(w)(ulj ,xi − wxi)

)−

−(
c(ulj ) − c(w)

)(
ulj − w

)
+ 2−1

k∑
i=1

bi,xi(ulj − w)2
}
ψ dx � 0. !�+"

=���
���� � !�+" �� &�	���
 ��� j → ∞� ��	�%�	�1� !/"� !-/"� !-�"� !-7"� !C-"�
!CC" �	 !C�"� � ���%���	�
 �����	 ��

−
∫
Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

biuxi)uψ − f0 uψ −
n∑

i=1

fi uxi ψ +
k∑

i=1

ai(u)uψxi+

−
k∑

i=1

fi(x)uψxi

}
d x−

∫
Ω

{ k∑
i=1

ai(u)wxi +
n∑

i=k+1

χiwxi +
n∑

i=1

ai(w)(uxi − wxi)−

−(χ0 − c(w))(u − w) + 2−1
k∑

i=1

bi,xi(u− w)2
}
ψ dx � 0. !�-"

8��	
 ν ∈ N �	��� ,� MNOO ψ ⊂ Ωlν � =��
���� ��� j > ν � �
�����
 !�E" v = uψ 

����
1��1� �� &�	���
 ��� j → ∞� �	������

∫
Ω

{ k∑
i=1

ai(u)uxi +
n∑

i=k+1

χi uxi

}
ψ dx = −

∫
Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

biuxi)uψ−

−f0 uψ −
n∑

i=1

fi uxi ψ +
k∑

i=1

ai(u)uψxi −
k∑

i=1

fi uψxi

}
d x. !�C"

3 !�-" �	 !�C" ����$���

∫
Ω

{ k∑
i=1

(ai(w) − ai(u)) (uxi − wxi) +
n∑

i=k+1

(ai(w) − χi) (uxi − wxi)+

+(c(w) − χ0) (u− w) − 2−1
k∑

i=1

bi,xi(u− w)2
}
ψ dx � 0 !��"

��� ���
����&� w ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� ψ ∈ C1,+

c (Ω)�
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4���1� � !��" w = u− λg� λ > 0� g ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� �	������

λ

∫
Ω

{ k∑
i=1

(ai(u− λg) − ai(u)) gxi+

+
n∑

i=k+1

(ai(u− λg) − χi) gxi + (c(u− λg) − χ0)g − 2−1λ

k∑
i=1

bi,xig
2
}
ψ dx � 0 !�/"

��� ���
����� g ∈W 1
p( · ), ���(Ω)� =��
���� ��	�% 
 �
�% �	����� ���
�����
 !�/" �	 λ�


 � �����	�

 ���
�����
 �����% �� λ �� 0� � ���%���	�
 ����$���

∫
Ω

{ n∑
i=k+1

(ai(u) − χi) gxi + (c(u) − χ0)g
}
ψ dx � 0 ∀g ∈ W 1

p( · ), ���(Ω). !��"

3 !��" #��%�� �� ����
 ����	��% g(x) = 1� 	 ���
� g(x) = −1� �����	 �� !C/"�
4�	�%�	�1� !C/"� � !��" ����$���

∫
Ω

n∑
i=k+1

(ai(u) − χi) gxi ψ dx � 0 ∀g ∈ W 1
p( · ), ���(Ω). !�7"

?��
���� !�7" �����% ���� ��� ���
����( g ∈ W 1
p( · ), ���(Ω)� �� ��#��	.�� ����	��%

g(x) = xl� l = k + 1, n� 	 ���
� g(x) = −xl� l = k + 1, n� �����	 �� !C�"�

8��	
 v ∈
◦
W

1
p( · ), �(Ω,Γ1)� ��� ��$��&� j � ν� �� ν ∈ N �	��� ,� MNOO v ⊂ Ωlν �

� ���	����� ulj �	 �� �
��
��� !+7"� =���
���� � �

 �� &�	���
 ��� j → +∞� ��	�
�%�	�1� !/"� !-�"� !-7"� !CC"2!C�"� � ���%���	�
 �����	 �� �
��
��� !�" ��� �	�	��(

:%���
( v� ?��
���� v 2 ���
���	� 
 u �	��$��� �������%
◦
W

1
p( · ), ���(Ω,Γ1)� �� u  

%�	&	������� ����'����� �	�	�
 !-"� !C"� ?�
��% !�C" ����$% �� � !-�" 
 !-�" �	�A
〈u〉l � 〈u − ul〉l + 〈ul〉l = lim

m→∞〈um − ul〉l + 〈ul〉l � C2e
(1−ε)l/2� �

5 ������� ��  �� !���"�#� $�  � /�	��� ��
��
�	 "���,��	�	 
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