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ut +

∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) − ∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.
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9�#�� x ∈ R
k, y ∈ R

m, z = (x, y) ∈ R
n, k + m = n; Qτ = R

n × (0, τ), 0 < τ < T.
:��������� � � ��'%
 QT 

������

A(u) ≡ ut +
∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) −
∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f

0�3
� ��!�%(���. �����.

u(z, 0) = u0(z), z ∈ R
n. 013

;�% Dj
wu �����!�5 ��(%�
 �'
# ��#
��"# -��(�
6 u �� ��
��"�" w = (w1, . . . , wl)

��
��(� j (j = 1, 2), �
"!��� D1
wu ≡ Dwu,

Dγ
w =

∂|γ|

∂wγ1
1 . . . ∂wγl

l

, |γ| = γ1 + · · · + γl.
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| Dj
xu |p=

∑
|α|=j

| Dα
x u |p

1/p

, p ∈ [2,∞), j = 1, 2;

| Dzu |q=
∑

|β|=1

| Dβ
z u |q

1/q

, q ∈ [2,∞).

$
"��'(�%"����) 8� �"(���.%�'� %�(
 ����"<

(A) -��(�
6 aα(·, ·, ξ, η, ζ) �"�

�
 � QT ��� �'
# (ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k),

-��(�
6 aα(z, t, ·, ·, ·) ����
�
��
 � R
1+k+N(k) ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT ,

�� N(k) − ���="�� ��(%�
� ζα, |α| = 2; ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i

��� �'
#(ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k) �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<∑

|α|=2

(aα(z, t, ξ, η, ζ) − aα(z, t, ξ̃, η̃, ζ̃))(ζα − ζ̃α) � A0

∑
|α|=2

|ζα − ζ̃α|p,

|aα(z, t, ξ, η, ζ)| � A1

∑
|σ|=2

|ζσ|p−1, �� A0, A1 − ����%�
 '%��
, p ∈ [2,∞);

(B) -��(�
6 bβ(·, ·, ξ, η) �"�

�
 � QT ��� �'
# (ξ, η) ∈ R
1+m,

-��(�
6 bβ(z, t, ·, ·) ����
�
��
 � R
1+m ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT %�

|β| = 1;���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i ��� �'
#

(ξ, η) ∈ R
1+m �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<∑

|β|=1

(bβ(z, t, ξ, η) − bβ(z, t, ξ̃, η̃))(ηβ − η̃β) � B0

∑
|β|=1

|ηβ − η̃β |q,

|bβ(z, t, ξ, η)| � B1

∑
|σ|=1

|ησ|q−1, �� B0, B1 − ����%�
 '%��
, q ∈ [2,∞);

(C) -��(�
� c(·, ·, ξ) �"�

�� � QT ��� �'
# ξ ∈ R,

-��(�
� c(z, t, ·) ����
�
��� � R ���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT ;
���=� ��� �'
# (z, t) ∈ QT i ��� �'
# ξ ∈ R �
��"���
 %�(
 ��

���'%
<

(c(z, t, ξ) − c(z, t, ξ̃))(ξ − ξ̃) � C0|ξ − ξ̃|r, r ∈ (1,∞),
|c(z, t, ξ)| � C1|ξ|r−1, �� '%��� C0 > 0 �
" r � 2 i C0 = 0 �
" r ∈ (1, 2),
C1 = >?@AB > 0;

(F) f(z, t) =
∑
|α|=2

Dα
x fα(z, t) +

∑
|β|�1

(−1)|β|Dβ
z gβ(z, t);

fα ∈ Lp′
(QT ), |α| = 2,

1
p

+
1
p′

= 1; gβ ∈ Lq′
(QT ), |β| = 1,

1
q

+
1
q′

= 1;

g0 ∈ Lr0(QT ), r0 = max {2; r};
(U) u0 ∈ L2(Rn).
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$����!"�� !�
�� Wp �
�'%

) �("� 5 ���"(����� ���="�" -��(�
� C([0, T ];
C∞

0 (Rn)) �  ���#����� �
�'%�



{u ∈ Lr0(QT ), Dα
xu ∈ Lp(QT ), |α| = 2}, ‖u‖Wp = ‖u‖Lr0(QT ) + ‖D2

xu‖Lp(QT );

!�
�� Wq �
�'%

) �("� 5 ���"(����� ���="�" -��(�
� C([0, T ]; C∞
0 (Rn)) �  ���#�&

���� �
�'%�



{u ∈ Lr0(QT ), Dβ
z u ∈ Lq(QT ), |β| = 1}, ‖u‖Wq = ‖u‖Lr0(QT ) + ‖Dzu‖Lq(QT ).

��������� �� 	.�/�012�2�� �3.45�.63� .�7�8� 9!:; 9�: 2�.�4������3 <=26>�?
u ∈ C([0, T ]; L2(Rn))

⋂
Wq

⋂
Wp, �6� .�7343012�@ ��42�A�1∫

Rn

u(z, τ)v(z, τ) dz +
∫

Qτ

[
−uvt +

∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xv +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z v + c(z, t, u)v

]
dz dt =

∫
Qτ

[∑
|α|=2

fα(z, t)Dα
xv +

+
∑
|β|�1

gβ(z, t)Dβ
z v

]
dz dt +

∫
Rn

u0(z)v(z, 0) dz 0C3

70� 4A�� τ ∈ (0, T ] � 70� 734�0123B <=26>�B v ∈ Wq

⋂
Wp ��63B; C3 vt ∈ L2(QT ).

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U)� �37� �A2=@ @7�2�D
=.�/�012�2�D �3.45�.36 .�7�8� 9!:; 9�:�

���������� 9�#�� R 2 ���
���� ����%�� -
('����� !"'��

ΠR
x = {x ∈ R

k : |x| < R}, ΠR
y = {y ∈ R

m : |y| < R},

ΩR = ΠR
x × ΠR

y , QR
τ = ΩR × (0, τ), SR

T = ∂ΩR × (0, T ). :��������� ����!�

A(u) = fR, (z, t) ∈ QR
T , 0D3

u(z, 0) = uR
0 (z), z ∈ ΩR, 0�3

u |SR
T
= 0,

∂u

∂ν
|∂ΠR

x ×ΠR
y ×(0,T )= 0, 0�3

�� ν 2 ��(%�
 ����
*���6 ��
���
 �� ∂ΠR
x × ΠR

y × (0, T )

fR(z, t) =
{

f(z, t), (z, t) ∈ QR
T ,

0, (z, t) ∈ QT \ QR
T ,

uR
0 (z) =

{
u0(z), z ∈ ΩR,
0, z ∈ R

n \ ΩR.

9� �
�'%��
 ���� %��
��" �"(���.%�'� �'
 ����" �����=���� ���C �11) ��� 1)
E ����� ;��� ����!� 0D320�3 ��5 5�"�"� 
���F���( uR � '��'
 
�����
�
� %�("�) 8�
uR ∈ L∞((0, T ); L2(ΩR)),

uR ∈ Lq((0, T ); W 1,q
0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T ); Lp(ΠR

y ; W 2,p
0 (ΠR

x ))) ∩ Lr0(QR
T ) ≡ VR(0, T ).
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uR
t = −

∑
|α|=2

Dα
x (aα(·, ·, uR, DxuR, D2

xuR)) +
∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(·, ·, uR, Dzu

R))−

−c(·, ·, uR) + fR(·, ·)




uR
t ∈ V ∗

R(0, T ) ≡ Lq′
((0, T ); W−1,q′

(ΩR)) + Lp′
((0, T ); Lp′

(ΠR
y ; W−2,p′

(ΠR
x ))) + Lr′

0(QR
T ).

;��
 �� �
�'%��
 %��
��" ���� �1C) '� ���� uR ∈ C([0, T ]; L2(ΩR)), �'(
��("

VR(0, T ) ⊂ L2(QR
T ) ⊂ V ∗

R(0, T )

8
���� 
 ����
�
���� �

� %���) �
��"���� -�
���� 
�%��
������ !�'%"���"

〈uR
t , uR〉(V ∗

R(t1,t2),VR(t1,t2)) =
1
2

∫
ΩR

|uR(z, t2)|2 dz − 1
2

∫
ΩR

|uR(z, t1)|2 dz

��� ���
���"# t1, t2, 0 � t1 < t2 � T, �� !�
�� 〈·, ·〉(V ∗
R(t1,t2),VR(t1,t2)) �����!��� ���&

!���� -��(�
����� � �
�'%�
� V ∗
R(t1, t2) �� ������%�# �
�'%�
� VR(t1, t2).

$
����="�� -��(�
. uR ����� �� � ��'%� QT \QR
T . 9�#�� R �� ���5 ���!���� �

���="�" ��%�
����"# !"'��� ;��
 ��%"���� ��'�
����
'%� -��(�
� {us}. G!��"���)
(�=�� -��(�
� us,l = us − ul, s > l ����������5 

��
'%�∫
Rn

|us,l(z, τ)|2 dz + 2
∫

Qτ

[∑
|α|=2

(aα(z, t, us, Dxus, D2
xus) − aα(z, t, ul, Dxul, D2

xul))Dα
x us,l+

+
∑
|β|=1

(bβ(z, t, us, Dzu
s) − bβ(z, t, ul, Dzu

l))Dβ
z us,l + (c(z, t, us) − c(z, t, ul))us,l

]
dz dt =

=
∫

Qτ\Ql
τ

[∑
|α|=2

f l
α(z, t)Dα

xus,l +
∑
|β|�1

gl
β(z, t)Dβ

z us,l

]
dz dt +

∫
Rn\Ωl

|ul
0(z)|2 dz, τ ∈ (0, T ].

0�3

9�#�� ε 2 ���
���� �( �������� ���� ����%�� -
('����� !"'��� 9� �
�'%��
 ����
(F), (U) 
'��5 %�(� !"'�� N0 ∈ N, 8� ��� �'
# l > N0 �
��� !�'%"�� 0�3 ���*� �
�
ε� ;��
) �"(�
"'%���.!" ����" (A), (B), (C), � 0�3 ���
="�� ��

��
'%�

‖us,l‖C([0,T ];L2(Rn)) +
∫

QT

[
A0|D2

xus,l|pp + B0|Dzu
s,l|qq + υC0|us,l|r0

]
dz dt < ε, 0H3

�� υ = 0 �
" r < 2 
 υ = 1 �
" r � 2. 7 0H3 �"��"��5) 8� ��'�
����
'%� {us}
-�������%����� � �
�'%�

 C([0, T ]; L2(Rn))∩Wq ∩Wp. $����!"�� !�
�� u �
��"�.
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��'�
�����'%
 {us} � ����� �
�'%�

� ��� (�=���� ������%� us ��5�� 

��
'%�∫
Rn

us(z, τ)v(z, τ) dz +
∫

Qτ

[
−usvt +

∑
|α|=2

aα(z, t, us, Dxus, D2
xus)Dα

x v +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, us, Dzu
s)Dβ

z v + c(z, t, us)v
]

dz dt =
∫

Qτ

[∑
|α|=2

fs
α(z, t)Dα

xv +

+
∑
|β|�1

gs
β(z, t)Dβ

z v

]
dz dt +

∫
Rn

us
0(z)v(z, 0) dz, 0�3

�
��"���� ��� �'
# τ ∈ (0, T ] 
 ��� �'
# -��(�
� v ∈ Wq ∩Wp %�("#) 8� vt ∈ L2(QT ).
I��(�
6 aα (|α| = 2), bβ (|β| = 1) %� c ����������.%� ����" ���" 1�1 �1C) '� ����

;���

aα(·, ·, us, Dxus, D2
xus) → aα(·, ·, u, Dxu, D2

xu), |α| = 2

'�� (� � Lp′
(QT ),

bβ(·, ·, us, Dzu
s) → bβ(·, ·, u, Dzu), |β| = 1

'�� (� � Lq′
(QT ), c(·, ·, us) → c(·, ·, us) '�� (� � Lr′

(QT ) �
" s → ∞. �

� %���)
us

0 → u0 � L2(Rn), fs
α → fα (|α| = 2) � Lp′

(QT ), gs
β → gβ (|β| = 1) � Lq′

(QT ), gs
0 → g0

� Lr′
0(QT ) �
" s → ∞. G%=�) ��
��*��*" � 0�3 �� �
��"�
 �
" s → ∞ ���
="��)

8� -��(�
� u 5 ����������"� 
���F��(�� ����!
 0�3) 013� �

� %���) ��� -��(�
6 u
�
��"���� 

��
'%�

1
2

∫
Rn

|u(z, τ)|2 dz +
∫

Qτ

[∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xu +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z u + c(z, t, u)u

]
dz dt =

∫
Qτ

[∑
|α|=2

fα(z, t)Dα
xu +

+
∑
|β|�1

gβ(z, t)Dβ
z u

]
dz dt +

1
2

∫
Rn

|u0(z)|2 dz. 0�	3

��� ��������� 5�"��'%
 �
"��'(�5��) 8� 
'��.%� ��� ����������
 
���F��(" u1 

u2� ;��
 ������
!�� �( 0�	3 ���
="�� 

��
'%�∫

Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz + 2
∫

Qτ

[∑
|α|=2

(aα(z, t, u1, Dxu1, D2
xu1)−

−aα(z, t, u2, Dxu2, D2
xu2))Dα

x (u1 − u2) +
∑
|β|=1

(bβ(z, t, u1, Dzu
1) − bβ(z, t, u2, Dzu

2))×

×Dβ
z (u1 − u2) + (c(z, t, u1) − c(z, t, u2))(u1 − u2)

]
dz dt = 0,



 !2 ����� ������	 
���
� ��������

τ ∈ (0, T ]. J
�#���.!" ����" (A), (D), (C), ���
=�5��) 8�∫
Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz � 0, τ ∈ [0, T ],

%� %� u1(z, t) = u2(z, t) ���=� �'.�" � QT . ;��
��� ���������

J"(�
"'%���.!" ��%��"(� %� 
��6 �
��
 �1D�) ��'�
�"�� ����" (����(%��'%
 %�
�����
�(" ��'
� ������������� 
���F��(� ����!
 ��*
�

9�#�� u 2 ����������"� 
���F���( ����!
 0�3) 013� $
"�����

ωm(T ) = sup
ym∈R

{z ∈ AKLLu(·, T )}, Sm,f (T ) = sup
ym∈R

{z ∈ AKLL f, t ∈ (0, T )},

Sm(T ) = sup {Sm,f(T ) ; ωm(0)};
s0 = 2q, �(8� q ∈ N 
 s0 = [q] + q +1 � �
�%"��=���� �"���(� 0[q] 2 �
�� !�'%"�� q3M

a0 =
q − 2
2q

(
q − 2
2q

+
1

n + s0 − q

)−1

, ϑ0 = a0 +
(1 − a0)q

2
, ν0 =

ϑ0q

ϑ0 − 1
.

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U); Sm(T ) < ∞. �37�

ωm(T ) � Sm(T ) + MT β0

∫
QT

|Dzu|qq dz dt

1/λ0

,

7�

λ0 =
1

ν0 − s0 + q
, β0 =

1 − a0

(ϑ0 − 1)(ν0 − s0 + q)
,

� A��0� M .�0�E��1 4�7 n, q.

���������� 9�#�� ρ(ym) = (ym−ξ)s0 �
" ym � ξ 
 ρ(ym) = 0 �
" ym < ξ, N ξ � Sm(T ).
$��%�
..!" ��������� ���" D�1 �1D� ��� ��� ��=���6 � ��'%
) ���
="�� 

��
'%�

1
2

∫
Rn

|u(z, τ)|2ρ(ym) dz +
∫

Qτ

[∑
|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

x (uρ) +

+
∑
|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z (uρ) + c(z, t, u)uρ

]
dz dt = 0, τ ∈ (0, T ]. 0��3

9� �
�'%��
 ���� (A)) (B)) (C) � 0��3 �"��"��5 ��

��
'%�

sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn

|u(z, t)|2ρ(ym) dz +
∫

QT

[
A0|D2

xu|pp + B0|Dzu|qq + C0|u|r
]
ρ dz dt �

� s0B1

∫
QT ∩{ym>ξ}

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt. 0�13



#�� $�%&' ��()�*(�+ (,-,.& ��/&���  !3

$����!"��

Fs0(ξ) = sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn∩{ym>ξ}

|u(z, t)|2(ym − ξ)s0 dz,

Es0(ξ) =
∫

QT∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt.

G'(
��(" ∫
QT ∩{ym>ξ}

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt �

� δ

q′

∫
QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt +
n

qδq/q′

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt,

%�) �" 
��*" δ =
B0q

′

2s0B1
, � 0�13 ���
="�� ��

��
'%�

Fs0(ξ) + Es0(ξ) � M1

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt, 0�C3

�� M1 =
2n

qδq/q′ . 9� �
�'%��
 ��

���'%
 O�
�
 �1D) ���� P�1�

∫
QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt �

(
q

s0 − q + 1

)q ∫
QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0 dz dt = M2Es0 (ξ).

G%=�) � 0�C3 �"��"��5 ��
�(�

Fs0(ξ) � M1M2Es0(ξ). 0�D3

J"(�
"'%�5�� ���� Q�� �1D�

∫
Rn∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz � M3

 ∫
Rn∩{ym>ξ}

|Dzu|qq(ym − ξ)s0−q dz


a0

×

×

 ∫
Rn∩{ym>ξ}

|u|2(ym − ξ)s0−q dz


(1−a0)q/2

, 0��3
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�� '%��� M3 ����="%� �
� n, q. G%=�) � 0�C3) �
�#���.!" 0��3 
 0�D3) �%
"��5��

Es0(ξ) � M1M2M3T
1−a0 [Es0−q(ξ)]

a0+(1−a0)q/2 . 0��3

;��
 �� �
�'%��
 ���" Q�D �1D� � 0��3 �"��"��5 ��
�(�

ωm(T ) � Sm(T ) + (ν0 − s0 + q + 1)M1/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)]
4 ×

×T (1−a0)/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)] [E0(0)]1/(ν0−s0+q)
,

�� M4 = M1M2M3. G%=�) %��
��� ���������

F�=4�E�22� !� 9�#�� u0 ��5 � ��=��"� ��'
� �� ��
���. ym) fα (|α| = 2))
gβ (|β| � 1) ��.%� � ��=��
 ��'
6 �� ��
���. ym ���=� ��� �'
# t ∈ (0, T )� ;�&
�
 �� �
�'%��
 %��
��" 1 u(·, T ) ��5 � ��=��"� ��'
� �� ��
���. ym�

9�#�� u 2 ����������"� 
���F���( ����!
 0�3) 013� $
"�����

ωk(T ) = sup
xk∈R

{z ∈ AKLLu(·, T )}, Sk,f (T ) = sup
xk∈R

{z ∈ AKLL f, t ∈ (0, T )},

Sk(T ) = sup {Sk,f (T ) ; ωk(0)} Es(ξ) =
∫

QT ∩{xk>ξ}

(|Dzu|qq + |D2
xu|qq

)
(xk − ξ)s dz dt,

a =
q − 2
2q

(
q − 2
2q

+
1

n + [q] + 1

)−1

.

������� �� ����D 4�632=?�1A� =�34� (A); (B); (C); (F); (U); Sm(T ) < ∞, p = q.
�37� �A2=@ ��6� x0

k, C3

E0(ξ) � µ exp
[
− ξ − x0

k

µ(1 + T 1−a)1/q

]
���

ξ � max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k},

7� A��0� µ .�0�E��1 4�7 n, q; A0, A1, B0, B1. F36����; �6C3 p = q = 2, �3
x0

k = Sk(T ).

���������� J" �
���

ρ(xk) =
{

(xk − ξ)s, xk � ξ,
0, xk < ξ,

�� ξ � Sk(T ), s = [q]+ q +1. ;��
 ���"*�5%�'� �
��"����. 

��
'%� 0��3� 9� �
�'%��
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���� (A)) (B)) (C) � 0��3 �"��"��5 ��

��
'%�

sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn

|u(z, t)|2ρ(xk) dz +
∫

QT

[
A0|D2

xu|qq + B0|Dzu|qq + C0|u|r
]
ρ dz dt �

�
∫

QT∩{xk>ξ}

sA1

∑
|α|=2

|Dα
x u|q−1|uxk

|(xk − ξ)s−1+

+s(s − 1)A1

∑
|α|=2

|Dα
xu|q−1|u|(xk − ξ)s−2 + sB1

∑
|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(xk − ξ)s−1

 dz dt.

0��3

$����!"��

Fs(ξ) = sup
t∈[0,T ]

1
2

∫
Rn∩{xk−ξ}

|u(z, t)|2(xk − ξ)s dz,

Es(ξ) =
∫

QT ∩{xk−ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s dz dt.

J"(�
"'%���.!" ��

��
'%� R�����
� 
 ��

��
'%� O�
�
 �1D) ���� Q�1�) �
���
!�'%"�� 0��3 ��=�� ��
�"%" �"
����∫

QT

[
s2δ1A1

q′
|D2

xu|qq +
sδ2B1

q′
|Dzu|qq

]
ρ dz dt+

+
∫

QT ∩{xk>ξ}

[(
s(s − 1)k2A1

qδ
q/q′
1

(
q

s − 2q + 1

)q

+
sk2A1

qδ
q/q′
1

)
|Dzu|qq +

sB1

qδ
q/q′
2

|u|q
]
×

×(xk − ξ)s−q dz dt,

δ1 > 0, δ2 > 0. J" �
��� δ1 
 δ2 � ���� A0 − s2δ1A1
q′ = A0

2 , B0 − sδ2B1
q′ = B0

2 . ;��
 � 0��3
���
="�� ��

��
'%�

Fs(ξ) + Es(ξ) � µ1

Es−q(ξ) +
∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt

 , 0�H3

�� '%��� µ1 ����="%� �
� A0, A1, B0, B1, q, k.
9� �
�'%��
 ���" Q�� �1D�

∫
Rn∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz � µ2

 ∫
Rn∩{xk>ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s−q dz


a

×

×

 ∫
Rn∩{xk>ξ}

|u|2(xk − ξ)s−q dz


(1−a)/2

, 0��3
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�
"!��� '%��� µ2 ����="%� �
� n, q. S�%��
�.!" 0��3 �� ��
���. t �� �
��
=(� [0, T ]

 ��'%�'���.!" ��

��
'%� R�����
�) ���
="��∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt � T 1−a [Es−q(ξ)]
a [Fs−q(ξ)]

(1−a)q/2
. 01	3

�

� %���) �� �
�'%��
 ��

���'%
 R�����
� 
 ��

���'%
 O�
�
 �1D) ���� Q�1� �
���
!�'%"�� 0��3 ��=�� ��
�"%" �"
����

µ3

∫
QT

(|D2
xu|qq + |Dzu|qq)ρ dz dt.

;��� � 0��3 ��%"���� ��
�(�
Fs(ξ) � µ4E∫ (ξ). 01�3

�%��
 µ3, µ4 ����=�%� �
� A0, A1, B0, B1, q, n. G'(
��(" Es(ξ) � Es(ξ), %� ��
��� �
0�H3) 01	3) 01�3 �%
"��5��

Es(ξ) � µ5

[
Es−q(ξ) + T 1−a (Es−q(ξ))

a+(1−a)q/2
]
, 0113

�� '%��� µ5 ����="%� �
� A0, A1, B0, B1, q, n. 7����!"��) 8� a +
(1 − a)q

2
� 1 
 Es

'����5 �
" �
�'%���
 ξ. ;��� 
'��5 %�(� x0
k, 8�

(Es−q(ξ))
a+(1−a)q/2 � Es(ξ)

��� �'
# ξ � x0
k. G%=�) � 0113 �"��"��5 ��

��
'%�

Es(ξ) � µ5(1 + T 1−a)Es−q(ξ), ξ � x0
k. 01C3

9� �
�'%��
 ��

���'%
 R�����
� ��5��

E1(ξ) �

 ∫
QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq(xk − ξ)s dz dt


1/s ∫

QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq dz dt


1−1/s

+

+

 ∫
QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|qq(xk − ξ)s dz dt


1/s ∫

QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|qq dz dt


1−1/s

�

� 2 [Es(ξ)]
1/s [E0(ξ)]

1−1/s
. 01D3

Q�����
!�� ���
="�� ��

��
'%�

Es−q(ξ) � 2 [Es(ξ)]
1−q/s [E0(ξ)]

q/s
. 01�3

G%=�) �
�#���.!" 01�3) � 01C3 ��%"���� ��
�(�

Es(ξ) � 2µ5(1 + T 1−a) [Es(ξ)]
1−q/s [E0(ξ)]

q/s
,
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%� %�

Es(ξ) � [2µ5(1 + T 1−a)]s/qE0(ξ). 01�3

;��
 �� �
�'%��
 01�3 � 01D3 ���
="��

E1(ξ) � µ6(1 + T 1−a)1/qE0(ξ), 01�3

�� µ6 = 2(2µ5)1/q.
G'(
��(" E ′

1(ξ) = −E0(ξ), %� 01�3 �� ���5 �"�����

E ′
1(ξ) � − 1

µ6(1 + T 1−a)1/q
E1(ξ),

��
�("

E1(ξ) � E1(x0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ � x0

k. 01H3

7����!"��) 8� E1(ξ) � ξE0(ξ). ;���) �
�#���.!" 01�3) � 01H3 ���
="��

ξE0(ξ) � µ6(1 + T 1−a)1/qE0(x0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ � x0

k.

J" "
�.!" ξ � max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k}, �%
"��5�� %��
�=���� %��
��"� 7�(
���)

�(8� p = q = 2, %� x0
k = Sk(T ).

 � �� ����	� !� "� �� �
��� ��	��� �	�	���������7 ������ 88-���� ,$ %%%�� 9  304�
9 :�  66� 9 ;  � 9 <� "4�"6�

5� #	����
� #� �� =��
	����	���� �	���>� ���������� �	�	����7 �2b��	�	�������7 �
�2b����������7 ������� ���?�>����� ���7 �	
�������@�� ������	���� ����� A���
��	
88-��� BC +�%�� 9  30"� 9 ; 2� 9 <�  4 4� 4 6�

6� �� ����	� !� "� #	�	���������� ������D� 9 E��  30"�
"� #	����
� #� $�� �� ����	� !� "� � ?��
	����	���D7 ��
����7 � �	
	�� ��
�


�� �	�	���������7 ������� ��F??�>����D �����D7 �
���������@� ������@ -���
88:��
D �����	�	 �� ?���>���	������ 	�	����� 9 )�������  301� 9 )D�� 3� 9 %� !"�26�

!� $�	��%�� !� "�� �� ����	� !� "� �2b��	�	���������� ������D 88:��
D �����	�	 ��
?���>���	������ 	�	����� 9 �����  302� 9 )D��  � 9 %� 6� 1!� 51 �516�

0� #	��&����� #� "�� '���� "� �� �2b��	�	���������� ��	����D� �	
	�� 88-�??�����
>�	���D� ��	������� 9  312� 9 :�  "� 9 ;  5� 9 <� 55 5�5555�

1� $�	��%�� !� "� G�����	����� ���
��	������ � �	�	���D� ��	����� ��
���H �2b�
�	�	���������7 ������ 88+��� �	�� ����� 9  334� 9 :� "5� 9 ; "� 9 <� !44�!40�

2� '���(	� �� )�� ��	��%�� !� "�=��
	����	���	 �	���>� ���������� �	
	�� ��
� 
�� �2b�
�	�	�������7 ������ � ����
������ �	 ���	�����H ��������I��� 88-��� $,$ +��	J���
9  332� 9 ;  5� 9 <� 1� 5�

3� '���(	� �� )�� ��	��%�� !� "� #�� ������ ����
���� �	 ���	�����H ��������I��� �2b�
�	�	������� ������� 88)����� 
���� ����� KL�������	 ������7���	M� #����	
�	 �	���
�	���	� 9  332� 9 ; 661� 9 <� 16�10�

 4� #	����
� #� �� #	�	������� ���������� ��	H��� �	
	��� 9 ��J��  333�



 0" ����� ������	 
���
� ��������

  � ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� #�� ?��
	����	���� �	���>@ ���������� �	
	�� ��
�

�� 
����	�����7 �2b��	�	�������7 ������ � ����
������ �	 ���	�����H ��������I���
88-��� $,$ +��	J��� 9  333� 9 ; 0� 9 <�  2�55�

 5� )	������ *� !� #�� ?��
	����	���� �	���>@ ���������� �	
	�� ��
� 
�� 
����	����
��7 �2b��	�	�������7 ������ 88)���� L����� ������ %��� ��7���	�� 9  333� 9 )��� !"� 9
<�  "4� ! �

 6� )	������ *� !� #�� ������������ �	
	�� ��
� 
�� �2b��	�	�������7 ������ �� �����	@�
���� ���?�>����	�� 88E	�� ����
� �	 ?������7� ����� 9  333� 9 :� "5� 9 ; 6� 9 %� 0 �0!�

 "� '���(	� �� )� &�����	���� ����	����� ���������� ��	�	������J �	
	�� ��
� 
�� ������
����
����J �	 ���	�����H ��������I��� �2b��	�	�������J ������� 88$	��� ������ .���
����>����� ������ (�� �	��� ��	>�� )��� "0� E	���	���	� 9 .�����>��  333� 9 %�  6� 2�

 !� '���(	� �� )� -���� ��	�������� ?��
	����	����J �	���>� ���������� �	
	�� ��
� 
��
�2b��	�	�������7 ������ � ����
������ �	 ���	�����H ��������I��� 88$	��� ������
.������>����� ������ (�� �	��� ��	>�� )��� 10� E	���	���	� 9 .�����>�� 5444� 9 %� !� 4�

 0� ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� #�� �	
	�� ��
� 
�� �2b��	�	�������7 ������ �� ����
��	@���� ���?�>����	�� 88+��� �	�� ����� 9 5444� 9 :� !5� 9 ;   � 9 <�  "2"� "30�

 1� ��	��%�� !� "�� )	������ *� !� #�� ?��
	����	���� �	���>@ ���������� �	
	�� ��
�

�� �
���� ��	�� �	�	�������7 ������ � ������������ ���?�>����	�� � ����
������
�	 ���	�����H ��������I��� 88$	��� ������ .������>����� ������ (�� �	��� ��	>�� )���
10� E	���	���	� 9 .�����>�� 5444� 9 %� 25�3 �

 2� ��	��%�� !� "�� ��� 
� +� !� #�� �	���>@ A���	 �	
	�� ��
� �	 7	�	������	>�@

����7 ��	��� ���������� 
�� �2b��	�	�������7 ������ 
��������� ����
�� 88E	�� ���
�J�
9 5444� 9 :�  "� 9 ;  � 9 %� 16�2"�

 3� '	�	,
%���� -� #� �>���� ?��
	����	����J �	���>� ���������� �	
	�� ��
� 
�� �2b�
�	�	�������7 ������ � ����������7 ��
����� �	����J ������J ���	���7 �	 J7 �	����
���	��� 88 )����� �	>���	������ ����� KL�������	 ������7���	M� 9 ; "  � #����	
�	
�	���	���	� 9 5444� 9 %� 0�  �

54� '	�	,
%���� -� #� #�� �>���� � ����������7 ��
����� �	����J ������J ���	���7 ?���

	����	����J �	���>� ���������� �	
	�� ��
� 
�� �2b��	�	�������7 ������ 88E	�� ���
�J�
9 5445� 9 :�  1� 9 ; 5� 9 %�  06� 1"�

5 � '	�	,
%���� -� #�� ��	��%�� !� "� #�� ��	�������� ���������� �2b��	�	�������7 ������
� ����������7 �	 �	����@ ������@ ���	���7 88E	�� ����
� �	 ?������7� ����� 9 5445�
9 :� "!� 9 ; "� 9 %�  3�50�

55� ����� .�/�� $������D� ����
D ��
���� ������H�D7 ��	��D7 �	
	�� 9 E�� 5445�

56� *	������ 0�� *��1�� ��� 2	3	��	� �� $�����H�D� ����	����D� ��	������ � ����	�
����D� 
�??����>�	���D� ��	������� 9 E��  312�

5"� 4567�8 9� NOPQ�RPR�ST UVWUTVR�TX YWV XWZT [W[Q�[TPV \�]\TV WV^TV ^T]T[TVPRT UPVP_WQ�`
TaOPR�W[X 88COXRW[ b� cPR\TZ� 9  322� 9 dWQ�  "� 9 ; 6� 9 e� 6 3�6!5�



#�� $�%&' ��()�*(�+ (,-,.& ��/&���  0!

�� � ������� �� � ��������  �� !" ���#�$%
��� �!$ ������$�� 2B�����#��� $&������

 !"#$ % &%'(	 )"*+
, -./&0(1'%

�:;7 96;7<= >;?�=7;@ A7�:568�?B =C DE:�:�

������ DE:�:� A7�:568�?5?8<; F?6�� �

f\TVT �X `W[X�^TVT^ <PO`\g UVW_QTZ YWV R\T TaOPR�W[
ut +

∑
|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) − ∑
|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.

<W[^�R�W[X WY R\T Th�XRT[`T P[^ O[�aOT[TXX WY P ]T[TVPQ�iT^ XWQOR�W[ P[^ `WZUP`R[TXX
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