
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 92�101 Is. 71. P. 92�101ÓÄÊ 519.21ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß �ÅÆÈÌIÂ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍßÄËß ÑÈÑÒÅÌ M/M/1/m ÒÀ M/M/1Ç ÁËÎÊÓÂÀÍÍßÌ ÂÕIÄÍÎ�Î ÏÎÒÎÊÓÊîñòÿíòèí ÆÅ�ÍÎÂÈÉËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà 1,e-mail: k_zhernovyi�yahoo.omÂèâ÷åíî ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M/M/1/m i M/M/1, â ÿêèõ âiäáó-âà¹òüñÿ ïåðåõiä íà �øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ i îäíî÷àñíå áëîêóâàííÿ âõiä-íîãî ïîòîêó çà óìîâè ïåðåâèùåííÿ êiëüêîñòi çàìîâëåíü ó ñèñòåìi äåÿêîãîïîðîãîâîãî ðiâíÿ l. Âèçíà÷åíî ñòàöiîíàðíi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì i ðîçâ'ÿ-çàíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî âèáîðó: 1) iíòåíñèâíîñòi �øâèäêîãî� îáñëóãîâó-âàííÿ; 2) ïîðîãà ïåðåìèêàííÿ íà �øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ; 3) ïîðîãà ïå-ðåìèêàííÿ íà ðåæèì áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó; 4) iíòåíñèâíîñòi îáñëó-ãîâóâàííÿ áåç ïåðåõîäó íà �øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèñòåìè M/M/1/m i M/M/1, áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïî-òîêó, îïòèìiçàöiÿ ðåæèìiâ îáñëóãîâóâàííÿ.1. Âñòóï. Àäåêâàòíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ïðîöåñiâ, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ âáàãàòüîõ �ðàãìåíòàõ i âóçëàõ ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ ìåðåæ i ìåðåæ çâ'ÿçêó, ¹ ñèñ-òåìè îáñëóãîâóâàííÿ ç êåðîâàíèì ðåæèìîì �óíêöiîíóâàííÿ [1; 2, � 2.6, 2.7℄. Äëÿòàêèõ ñèñòåì, êðiì ïèòàííÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê, ðîçãëÿäàþòü,çîêðåìà, çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âèáîðó ðåæèìiâ îáñëóãîâóâàííÿ, ïîâ'ÿçàíó ç ìiíi-ìiçàöi¹þ äåÿêîãî åêîíîìi÷íîãî �óíêöiîíàëà ÿêîñòi �óíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè (äèâ.ñòàòòþ [3℄ i îãëÿä [1℄). Çàäà÷i êåðóâàííÿ âõiäíèì ïîòîêîì çàìîâëåíü âèâ÷àëî áàãà-òî àâòîðiâ ïåðåâàæíî ó çâ'ÿçêó ç âèáîðîì ïðiîðèòåòiâ â îáñëóãîâóâàííi [1, ðîçä. 2,� 2.3℄.ßêùî ñèñòåìà îáñëóãîâóâàííÿ ìîæå ïðàöþâàòè â êiëüêîõ ðåæèìàõ ç ðiçíè-ìè iíòåíñèâíîñòÿìè îáñëóãîâóâàííÿ, òî çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ¨¨ ñòàöiîíàðíèõ õàðàê-òåðèñòèê i îïòèìàëüíîãî âèáîðó ðåæèìiâ îáñëóãîâóâàííÿ çíà÷íî óñêëàäíþþòüñÿ©Æåðíîâèé Ê., 2009



ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß �ÅÆÈÌIÂ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍß ... 93ïîðiâíÿíî ç òàêèìè çàäà÷àìè äëÿ êëàñè÷íèõ ñèñòåì M/M/1/m i M/M/1. Çàñòîñó-âàííÿ ðåæèìó áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó äåùî ñïðîùó¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé ñòàíiâ ñèñòåìè i â äåÿêèõ âèïàäêàõ äà¹ ïiäñòàâè çíàõîäèòè¨¨ ðîçâ'ÿçêè â ÿâíîìó âèãëÿäi.Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè îáñëóãîâó-âàííÿ, â ÿêèõ ïåðåõiä äî �øâèäêîãî� îáñëóãîâóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ç áëî-êóâàííÿì âõiäíîãî ïîòîêó.2. Ñòàöiîíàðíi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè ç îáìåæåíîþ ÷åðãîþ. �îçãëÿ-íåìî îäíîêàíàëüíó ñèñòåìó îáñëóãîâóâàííÿ, äëÿ ÿêî¨ äîâæèíà ÷åðãè íå ìîæå ïåðå-âèùóâàòè ÷èñëà m. Çàìîâëåííÿ â ñèñòåìó íàäõîäÿòü ïî îäíîìó, à ïðîìiæêè ÷àñó ìiæìîìåíòàìè íàäõîäæåííÿ çàìîâëåíü � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíi çàïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðîì λ.Îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåíü ìîæå âiäáóâàòèñü ó äâîõ ðåæèìàõ. ×àñ îáñëóãîâó-âàííÿ â êîæíîìó ç íèõ ðîçïîäiëåíèé çà ïîêàçíèêîâèì çàêîíîì ç ïàðàìåòðàìè µ1 i µ2âiäïîâiäíî. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî µ1 < µ2, òîáòî ïåðøèé ðåæèì �ïîâiëüíèé�, à äðóãèé�øâèäêèé�. �Øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà óìîâè, ùî â ìîìåíò ïî÷àò-êó îáñëóãîâóâàííÿ ÷åðãîâîãî çàìîâëåííÿ êiëüêiñòü çàìîâëåíü ó ñèñòåìi ïåðåâèùó¹÷èñëî l (l = 1, m − 1). Ïiä ÷àñ ðîáîòè ñèñòåìè ó �øâèäêîìó� ðåæèìi âiäáóâà¹òüñÿáëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó çàìîâëåíü, òîáòî æîäíå çàìîâëåííÿ íå äîïóñêà¹òüñÿ â÷åðãó.Ââåäåìî íóìåðàöiþ ñòàíiâ ñèñòåìè: s0 � ñèñòåìà âiëüíà; sk (k = 1, m + 1 )� â ñèñòåìi ¹ k çàìîâëåíü, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðåæèì �ïîâiëüíîãî� îáñëóãîâóâàííÿ;
xk (k = l + 1, m ) � â ñèñòåìi ¹ k çàìîâëåíü, îáñëóãîâóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ â �øâèä-êîìó� ðåæèìi, âõiäíèé ïîòiê çàáëîêîâàíèé.Íåõàé p k(t) (q k(t)) � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà â ìîìåíò ÷àñó t ïåðåáóâà¹ óñòàíi sk (xk). Êiëüêiñòü ñòàíiâ ñèñòåìè ñêií÷åííà, ïðîöåñ çìiíè ñòàíiâ òðàíçèòèâíèéìàðêîâñüêèé, òîìó iñíóþòü ãðàíèöi

p k = lim
t→∞

p k(t), q k = lim
t→∞

q k(t).Êîðèñòóþ÷èñü ãðà�îì ñòàíiâ ñèñòåìè, çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòà-öiîíàðíèõ iìîâiðíîñòåé p k i q k

µ1p 1 − λp 0 = 0; λp k−1 + µ1p k+1 − (λ + µ1)p k = 0
(

k = 1, l − 1
)

;

λp l−1 + µ1p l+1 + µ2q l+1 − (λ + µ1)p l = 0;

λp k−1 − (λ + µ1)p k = 0
(

k = l + 1, m
)

; λpm − µ1pm+1 = 0;

µ2q k+1 + µ1p k+1 − µ2q k = 0
(

k = l + 1, m − 1
)

; µ1pm+1 − µ2qm = 0;

m+1
∑

k=0

p k +

m
∑

k=l+1

q k = 1.

(1)Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: β = 1/ρ, γ = µ1/µ2, äå ρ = λ/µ1 � êîå�iöi¹íò çàâàíòà-æåííÿ ñèñòåìè ó ðåæèìi �ïîâiëüíîãî� îáñëóãîâóâàííÿ. ßêùî β 6= 1, òî ðîçâ'ÿçîêñèñòåìè (1) íàáóâà¹ âèãëÿäó
p k = βl+1−k(1 + β)m−lpm+1

(

k = 0, l − 1
)

;

p k = β(1 + β)m−kpm+1

(

k = l, m
)

;
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q k = γ

m+1
∑

s=k+1

p s = γ(1 + β)m−kpm+1

(

k = l + 1, m
)

; (2)

pm+1 =
β(β − 1)

(

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)
)

(1 + β)m−l − γ(β − 1)
.Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçïîäië ñòàíiâ (2), ìîæåìî çíàéòè åðãîäè÷íèé ðîçïîäië äîâ-æèíè ÷åðãè ó ñèñòåìi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç πk ñòàöiîíàðíó éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äîâæè-íà ÷åðãè äîðiâíþ¹ k (k = 0, m). Òîäi

π0 = p 0 + p 1 = βl(1 + β)m−l+1pm+1; πm = pm+1;

πk = p k+1 = βl−k(1 + β)m−lpm+1

(

k = 1, l − 1
)

;

πk = p k+1 + q k+1 = (β + γ)(1 + β)m−k−1pm+1

(

k = l, m − 1
)

.

(3)Ñåðåäíþ äîâæèíó ÷åðãè âèçíà÷èìî ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàä-êîâî¨ âåëè÷èíè
r =

m
∑

k=1

kπk =
pm+1

β2(β − 1)2
{

β(βl+2 − lβ2 + lβ − 2β + 1)(1 + β)m−l−

−β(β − 1)2 + γ(β − 1)2
(

(lβ + 1)(1 + β)m−l − mβ − 1
)}

.Ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ çàìîâëåííÿ, ùî íàäiéøëî íàâõiä ñèñòåìè, (âiäíîñíó ïðîïóñêíó çäàòíiñòü ñèñòåìè) îá÷èñëèìî ÿê ñóìó éìîâiðíîñ-òåé òèõ ñòàíiâ, â ÿêèõ âõiäíèé ïîòiê íå çàáëîêîâàíèé,
Pîáñ =

m
∑

k=0

p k =
β
(

(βl+2 − 1)(1 + β)m−l − β + 1
)

(

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)
)

(1 + β)m−l − γ(β − 1)
. (4)Ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ çàìîâëåííÿ â ÷åðçi âèçíà÷èìî çà �îðìóëîþ Ëiòòëà,ÿêà äëÿ ñèñòåìè ç âòðàòàìè çàìîâëåíü íàáóâà¹ âèãëÿäó

tr =
r

λPîáñ . (5)Îêðåìî âèïèøåìî �îðìóëè äëÿ ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè ó âèïàä-êó, êîëè β = 1,
p k = 2m−lpm+1

(

k = 0, l − 1
)

; p k = 2m−kpm+1

(

k = l, m
)

;

q k = γ2m−kpm+1

(

k = l + 1, m
)

;

pm+1 =
1

(l + γ + 2)2m−l − γ
; Pîáñ =

(l + 2)2m−l − 1

(l + γ + 2)2m−l − γ
;

tr =

(

l2 + l + 2 + 2γ(l + 1)
)

2m−l−1 − γ(m + 1) − 1

λ
(

(l + 2)2m−l − 1
) .

(6)3. Ñòàöiîíàðíi õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè ç íåîáìåæåíîþ ÷åðãîþ. Ïå-ðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè m → ∞ ó ñïiââiäíîøåííÿõ (2)-(5), îäåðæèìî åðãîäè÷íi



ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß �ÅÆÈÌIÂ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍß ... 95ðîçïîäiëè {p k, q k} i {π k} òà �îðìóëè äëÿ ñòàöiîíàðíèõ õàðàêòåðèñòèê âiäïîâiäíî¨ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãè ó âèïàäêó, êîëè β 6= 1,
p k =

βl+2−k(β − 1)

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)

(

k = 0, l − 1
)

;

p k =
β2(β − 1)

(

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)
)

(1 + β)k−l
(k = l, l + 1, . . .) ;

q k = γp k/β (k = l + 1, l + 2, . . .) ;

π0 = p 0 + p 1; πk = p k+1

(

k = 1, l − 1
)

;

πk = p k+1 + q k+1 (k = l, l + 1, . . .) ;

Pîáñ =
β(βl+2 − 1)

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)
;

tr =
β
(

βl+2 − lβ2 + (l − 2)β + 1
)

+ γ(β − 1)2(lβ + 1)

λβ2(β − 1)(βl+2 − 1)
.Àíàëîãi÷íî çi ñïiââiäíîøåíü (6) ìàòèìåìî âiäïîâiäíi �îðìóëè äëÿ âèïàäêó,êîëè β = 1,

p k =
1

l + γ + 2

(

k = 0, l − 1
)

; p k =
1

(l + γ + 2)2k−l
(k = l, l + 1, . . .) ;

q k = γp k (k = l + 1, l + 2, . . .) ; Pîáñ =
l + 2

l + γ + 2
;

tr =
l2 + l + 2 + 2γ(l + 1)

2λ(l + 2)
.Çàóâàæèìî, ùî åðãîäè÷íèé ïðîöåñ äëÿ ñèñòåìè áåç îáìåæåíü íà äîâæèíó ÷åðãèiñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü β íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè M/M/1, äëÿ ÿêî¨âií iñíó¹ ëèøå ïðè β > 1.4. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âèáîðó iíòåíñèâíîñòi �øâèäêîãî� îáñëóãîâó-âàííÿ. �îçãëÿíåìî åêîíîìi÷íèé �óíêöiîíàë ÿêîñòi �óíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè îáñëó-ãîâóâàííÿ ó âèãëÿäi

Iγ = crtr + c1P1 + c2P2, (7)äå cr � øòðà� çà îäèíèöþ ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ó ÷åðçi; Pi � ñåðåäíié âiäíîñíèé ÷àñ âèêî-ðèñòàííÿ i-ãî ðåæèìó; ci � âàðòiñòü îäèíèöi ÷àñó âèêîðèñòàííÿ i-ãî ðåæèìó, i = 1, 2.Çà�iêñó¹ìî iíòåíñèâíiñòü �ïîâiëüíîãî� îáñëóãîâóâàííÿ µ1, òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî
c1 = const. Ïðèïóñòèìî, ùî c2 = c2(γ) = c1/γ, äå γ = µ1/µ2, 0 < γ < 1. Ââàæàþ÷èçàäàíèìè ïàðàìåòðè β i l, âèáèðàòèìåìî ïàðàìåòð γ òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè ñåðåäíiéðèçèê Iγ .Çðîçóìiëî, ùî

P1 =

m+1
∑

k=1

p k; P2 =

m
∑

k=l+1

q k,òîìó ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ äëÿ tr, P1 i P2 ó ñïiââiäíîøåííÿ (7) îäåðæèìî ÿâíóçàëåæíiñòü �óíêöiîíàëà Iγ âiä ïàðàìåòðà γ. Çàäà÷ó çâåäåíî äî ìiíiìiçàöi¨ �óíêöi¨
Iγ = Iγ(γ) íà ïðîìiæêó 0 < γ < 1.



96 Êîñòÿíòèí ÆÅ�ÍÎÂÈÉÄîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ìiíiìóìó �óíêöiîíàëà (7) âèçíà÷à¹ òåîðåìà 1.Òåîðåìà 1. ßêùî c2 = c1/γ, i1) äëÿ m < ∞, β 6= 1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(

(lβ + 1)(1 + β)m−l − mβ − 1
)

(βl+2 − 1)2(1 + β)2(m−l)

λ
(

(1 + β)m−l − 1
)(

(βl+2 − 1)(1 + β)m−l − β + 1
)2 <

c1

cr

<

<

(

(lβ + 1)(1 + β)m−l − mβ − 1
)(

(βl+3 − 1)(1 + β)m−l − β + 1)2

λ
(

(1 + β)m−l − 1
)(

(βl+2 − 1)(1 + β)m−l − β + 1
)2

β2
;

(8)

γ∗ =
β

|β − 1|
(

(1 + β)m−l − 1
)

(

√

c1λ
(

(1 + β)m−l − 1
)

cr

(

(lβ + 1)(1 + β)m−l − mβ − 1
)×

×|(βl+2 − 1)(1 + β)m−l − β + 1| − |βl+2 − 1|(1 + β)m−l

)

;2) äëÿ m < ∞, β = 1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(l + 2)222(m−l)

(

(l + 1)2m−l − m − 1
)

λ(2m−l − 1)
(

(l + 2)2m−l − 1
)2 <

c1

cr

<

<

(

(l + 3)2m−l − 1
)2(

(l + 1)2m−l − m − 1
)

λ(2m−l − 1)
(

(l + 2)2m−l − 1
)2 ;

(9)

γ∗ =
(

(l + 2)2m−l − 1
)

√

c1λ

cr(2m−l − 1)
(

(l + 1)2m−l − m − 1
) −

(l + 2)2m−l

2m−l − 1
;3) äëÿ m = ∞, β 6= 1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

βl + 1

λ
<

c1

cr

<
(βl + 1)(βl+3 − 1)2

λβ2(βl+2 − 1)2
; (10)

γ∗ =
β(βl+2 − 1)

β − 1

(
√

c1λ

cr(βl + 1)
− 1

)

;4) äëÿ m = ∞, β = 1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè
l + 1

λ
<

c1

cr

<
(l + 1)(l + 3)2

λ(l + 2)2
; (11)

γ∗ = (l + 2)

(
√

c1λ

cr(l + 1)
− 1

)

;òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Iγ íà ìíîæèíi γ ∈ (0; 1) iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ γ = γ∗.Äîâåäåííÿ. Ïîõiäíà �óíêöi¨ Iγ(γ) ìà¹ âèãëÿä
I ′γ(γ) = a1

(

a2(a3 + a4γ)2 − a5

)

,äå ñòàëi ai (i = 1, 5) äîäàòíi. Âèêîíàííÿ óìîâ (8)-(11) (ñâî¨õ äëÿ êîæíîãî âè-ïàäêó âiäïîâiäíî) çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü êîðåíÿ γ∗ ðiâíÿííÿ I ′γ(γ) = 0 ïðîìiæêó
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(0; 1). �ðà�iêîì �óíêöi¨ y = y(γ) = I ′γ(γ) ¹ ïàðàáîëà, ãiëêè ÿêî¨ ñïðÿìîâàíi âãî-ðó, à âåðøèíà ïåðåáóâà¹ â òî÷öi ç êîîðäèíàòàìè (γ0, y0), äå γ0 = −a3/a4 < 0,
y0 = y(γ0) = −a1a5 < 0. Îñêiëüêè y(γ∗) = 0 i γ∗ ∈ (0; 1), òî y(γ∗−ε) < 0, y(γ∗+ε) > 0äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ε > 0, à öå îçíà÷à¹, ùî â òî÷öi γ = γ∗ �óíêöiÿ Iγ(γ) äîñÿãà¹ìiíiìóìó. Òåîðåìó äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ðîçãëÿäàòè ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Iγ äëÿ âñiõ γ > 0, òî òåî-ðåìà 1 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ çà óìîâè âèêîíàííÿ ëèøå ïåðøèõ ÷àñòèí ïîäâiéíèõíåðiâíîñòåé (8)-(11).5. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âèáîðó ïîðîãà ïåðåìèêàííÿ íà �øâèäêå� îá-ñëóãîâóâàííÿ. Çi çáiëüøåííÿì ïîðîãà ïåðåìèêàííÿ íà �øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ
l çíà÷åííÿ �óíêöiîíàëà âèãëÿäó (7) çðîñòà¹, òîìó çàäà÷à éîãî ìiíiìiçàöi¨ çà ïàðà-ìåòðîì l íå ìà¹ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. ßêiñòü �óíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè îáñëó-ãîâóâàííÿ ç âòðàòàìè çàìîâëåíü çàëåæèòü âiä iìîâiðíîñòi âòðàòè çàìîâëåííÿ, òîìóâðàõîâóâàòèìåìî ¨¨ ó âèðàçi äëÿ åêîíîìi÷íîãî �óíêöiîíàëà.Ââàæàþ÷è çàäàíèìè ïàðàìåòðè β > 0, γ ∈ (0; 1), äëÿ ñèñòåìè áåç îáìåæåíü íàäîâæèíó ÷åðãè (m = ∞) âèáèðàòèìåìî ïàðàìåòð l òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè ñåðåäíiéðèçèê

Il = crtr + câPâ,äå cr � øòðà� çà îäèíèöþ ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ó ÷åðçi; Pâ = 1 − Pîáñ � iìîâiðíiñòüâòðàòè çàìîâëåííÿ; câ � øòðà� çà âòðàòó îäíîãî çàìîâëåííÿ.Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ äëÿ tr i Pâ ó ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ Il ìàòèìåìî çàäà÷óìiíiìiçàöi¨ �óíêöi¨ Il = Il(l) öiëî÷èñåëüíî¨ çìiííî¨ l ≥ 1. Öþ çàäà÷ó ìè çìîæåìîðîçâ'ÿçàòè, ÿêùî ìiíiìiçó¹ìî �óíêöiþ Il(l) äëÿ âñiõ äiéñíèõ l ≥ 1.Òåîðåìà 2. 1) ßêùî β 6= 1 i
câ
cr

≥

(

β(β2 + β + 1) + γ
)2(

γ(β − 1) − β
)

(β3 − 1 − β2 lnβ)

λγβ5(β − 1)(β2 + β + 1)2 lnβ
, (12)òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Il íà ìíîæèíi äiéñíèõ l ≥ 1 iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ l = l∗,äå l∗ � ¹äèíèé íà ïðîìiæêó [1; ∞) äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ

(

β(βl+2 − 1) + γ(β − 1)
)2((

γ(β − 1) − β
)(

βl+2 − 1 − (lβ + 1)βl+1 lnβ
)

+ βl+2 lnβ
)

λγβl+4(β − 1)(βl+2 − 1)2 lnβ
=

=
câ
cr

;

(13)2) ÿêùî β = 1 i
câ
cr

≥
(γ + 3)2(2γ + 5)

18λγ
, (14)òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Il íà ìíîæèíi äiéñíèõ l ≥ 1 iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ l = l∗,äå l∗ � ¹äèíèé íà ïðîìiæêó [1; ∞) äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ

(γ + l + 2)2(l2 + 4l + 2γ)

2λγ(l + 2)2
=

câ
cr

. (15)
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I ′l(l) = a(l)

(

crfr(l) − câfâ(l)),äå a(l) > 0, fr(l) > 0 i fâ(l) > 0 äëÿ âñiõ l ≥ 1. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî �óíêöiÿ F (l) =
= fr(l)/fâ(l) ìîíîòîííî çðîñòà¹ äëÿ âñiõ l ≥ 1, òîìó íà ïðîìiæêó [1; ∞) ðiâíÿííÿ
I ′l(l) = 0 ìà¹ ¹äèíèé äiéñíèé êîðiíü l = l∗, ÿêùî câ/cr ≥ F (1) (òîáòî âèêîíóþòüñÿóìîâè (12) àáî (14) âiäïîâiäíî äëÿ β 6= 1 i β = 1).Îñêiëüêè F (l∗) = câ/cr, òî íåðiâíiñòü I ′l (l

∗ − ε) < 0 åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi
F (l∗) > F (l∗− ε), à íåðiâíiñòü I ′l (l

∗ + ε) > 0 åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi F (l∗) < F (l∗ + ε)äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ε > 0. Àëå �óíêöiÿ F (l) çðîñòàþ÷à, òîìó I ′l(l
∗ − ε) < 0 i

I ′l(l
∗ + ε) > 0, òîáòî â òî÷öi l = l∗ �óíêöiÿ Il(l) äîñÿãà¹ ìiíiìóìó. Òåîðåìó äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 2. Ùîá çíàéòè âiäíîøåííÿ câ/cr, äëÿ ÿêîãî äîñÿãà¹òüñÿ ìiíiìóì �óíê-öiîíàëà Il ïðè �iêñîâàíîìó öiëîìó l∗ ≥ 1, äîñòàòíüî öå çíà÷åííÿ l∗ ïiäñòàâèòè ó ëiâó÷àñòèíó ðiâíîñòi (13) àáî (15) âiäïîâiäíî äëÿ β 6= 1 i β = 1.Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü l ïîâåäiíêà ñåðåäíüîãî ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ó÷åðçi tr i ñàìîãî �óíêöiîíàëà Il ñèëüíî çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi çíà÷åííÿ β ÷åðåçîäèíèöþ. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ãðàíèöü ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ:1) ÿêùî β ∈ (0; 1], òî

lim
l→∞

tr(l) = +∞; lim
l→∞

Pâ(l) =
γ(β − 1)

γ(β − 1) − β
; lim

l→∞

Il(l) = +∞;2) ÿêùî β > 1, òî
lim

l→∞

tr(l) =
1

λβ(β − 1)
; lim

l→∞

Pâ(l) = 0; lim
l→∞

Il(l) =
cr

λβ(β − 1)
.Çàóâàæåííÿ 4. Îñêiëüêè äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ P2 = Pâ, òî òâåðäæåííÿòåîðåìè 2 âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ �óíêöiîíàëà

Ĩl = crtr + c2P2,äå P2 � ñåðåäíié âiäíîñíèé ÷àñ âèêîðèñòàííÿ ðåæèìó �øâèäêîãî� îáñëóãîâóâàííÿ;
c2 � âàðòiñòü îäèíèöi ÷àñó âèêîðèñòàííÿ öüîãî ðåæèìó. Ó òåîðåìi äëÿ �óíêöiîíàëà
Ĩl òðåáà ëèøå çàìiíèòè câ íà c2 ó �îðìóëàõ (12)-(15).6. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âèáîðó ïîðîãà ïåðåìèêàííÿ íà ðåæèì áëî-êóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó. Íåõàé γ = 1, òîáòî âíàñëiäîê ïåðåâèùåííÿ ïîðîãîâîãîçíà÷åííÿ l âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå áëîêóâàííÿ âõiäíîãî ïîòîêó, à ðåæèì îáñëóãîâóâàííÿíå çìiíþ¹òüñÿ. Ââàæàþ÷è çàäàíèì ïàðàìåòð β > 0, äëÿ ñèñòåìè áåç îáìåæåíü íàäîâæèíó ÷åðãè (m = ∞) âèáèðàòèìåìî ïàðàìåòð l òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè ñåðåäíiéðèçèê, ÿêèé âðàõîâó¹ øòðà�è çà ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ó ÷åðçi òà çà âòðàòó çàìîâëåíü

Il1 = crtr + câPâ.Òåîðåìà 3. 1) ßêùî β 6= 1 i
câ
cr

≥
(β4 − 1)2

(

β2(2β + 1) lnβ − β3 + 1
)

λβ5(β − 1)(β3 − 1)2 lnβ
,



ÎÏÒÈÌIÇÀÖIß �ÅÆÈÌIÂ ÎÁÑËÓ�ÎÂÓÂÀÍÍß ... 99òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Il1 íà ìíîæèíi äiéñíèõ l ≥ 1 iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ
l = l∗, äå l∗ � ¹äèíèé íà ïðîìiæêó [1; ∞) äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ

(βl+3 − 1)2
(

βl+1(βl + β + 1) lnβ − βl+2 + 1
)

λβl+4(β − 1)(βl+2 − 1)2 lnβ
=

câ
cr

;2) ÿêùî β = 1 i
câ
cr

≥
56

9λ
,òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Il1 íà ìíîæèíi äiéñíèõ l ≥ 1 iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

l = l∗, äå l∗ � ¹äèíèé íà ïðîìiæêó [1; ∞) äiéñíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ
(l + 3)2(l2 + 4l + 2)

2λ(l + 2)2
=

câ
cr

.Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiîíàë Il1 � öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê �óíêöiîíàëà Il ïðè γ = 1. Òåî-ðåìà 2 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ i äëÿ γ = 1. Òîìó ïiäñòàâëÿþ÷è γ = 1 ó ñïiââiä-íîøåííÿ (12)-(15), îäåðæèìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 3.7. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî âèáîðó iíòåíñèâíîñòi îáñëóãîâóâàííÿ áåç ïå-ðåõîäó íà �øâèäêå� îáñëóãîâóâàííÿ. Íåõàé, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, γ = 1.Ââàæàþ÷è çàäàíèì ïîðîãîâèé ðiâåíü l, äëÿ ñèñòåìè ç íåîáìåæåíîþ ÷åðãîþ (m = ∞)âèáèðàòèìåìî ïàðàìåòð β òàê, ùîá ìiíiìiçóâàòè ñåðåäíié ðèçèê
Iβ = crtr + c1(β)P1,äå P1 = 1 − p0 � ñåðåäíié âiäíîñíèé ÷àñ ðîáî÷îãî ðåæèìó ñèñòåìè (êîå�iöi¹íò âè-êîðèñòàííÿ ñèñòåìè), c1(β) � âàðòiñòü îäèíèöi ÷àñó ðîáîòè ñèñòåìè â ðåæèìi îáñëó-ãîâóâàííÿ ç �iêñîâàíîþ iíòåíñèâíiñòþ µ1 = λβ. Çàãàëîì çãiäíî ç ¨¨ åêîíîìi÷íèìçìiñòîì çàëåæíiñòü c1(β) çðîñòàþ÷à. Ìè îáìåæèìîñü âèïàäêîì, êîëè c1(β) = c∗1β

k,äå k > 0, c∗1 = c1(1).Òåîðåìà 4. ßêùî c1(β) = c∗1β
k, òî äëÿ �óíêöi¨ Iβ = Iβ(β) âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íiñïiââiäíîøåííÿ

lim
β→∞

Iβ(β) =











0, k ∈ (0; 1);

c∗1, k = 1;

+∞, k > 1.

(18)ßêùî k > 1, òî ìiíiìóì �óíêöiîíàëà Iβ iñíó¹ i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ β = β∗, äå (çà-ëåæíî âiä çíà÷åííÿ l) β∗ � ¹äèíèé àáî îäèí ç äîäàòíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ
F1(β) =

cr

c∗1
, (19)

F1(β) = f1(β)/fr(β),

f1(β) = λβk+2(β − 1)2(βl+2 − 1)2
(

(k − 1)β2l+5 + (l + 3 − k)βl+3−

−(l + 2 + k)βl+2 + k
)

;

fr(β) = (βl+3 − 1)2
(

(βl+3 − β2 − β − lβ2 + lβ + 1)
(

(l + 5)βl+3 − (l + 4)βl+2−

−3β + 2
)

− β(β − 1)(βl+2 − 1)
(

(l + 3)βl+2 − 2β − 2lβ + l − 1
))

,ÿêèé íàëåæèòü ïðîìiæêó çðîñòàííÿ �óíêöi¨ F1(β).
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tr =

βl+3 − lβ3 + lβ2 − 2β2 + β + (β − 1)2(lβ + 1)

λβ2(β − 1)(βl+2 − 1)
, P1 =

βl+2 − 1

βl+3 − 1
;

lim
β→∞

tr(β) = 0; lim
β→∞

βkP1(β) =











0, k ∈ (0; 1);

1, k = 1;

+∞, k > 1.�îçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè k > 1. Ïîõiäíà �óíêöi¨ Iβ(β) ìà¹ âèãëÿä
I ′β(β) = a1(β)

(

c∗1f1(β) − crfr(β)
)

,äå a1(β) > 0, f1(β) > 0, fr(β) > 0 äëÿ âñiõ β > 0, òîìó ðiâíÿííÿ I ′β(β) = 0 çâîäèòüñÿäî âèãëÿäó (19). Ôóíêöiÿ F1(β) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ äëÿ β > 0 íå äëÿ âñiõ
l ≥ 1. Àëå F1(0) = 0, F1(β) > 0 ïðè β > 0 i lim

β→∞

F1(β) = +∞, òîìó äëÿ �óíêöi¨
F1(β) äëÿ âñiõ l ≥ 1 îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäèí ïðîìiæîê, íà ÿêîìó âîíàìîíîòîííî çðîñòà¹. Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ õî÷à á îäèí äîäàòíèé êîðiíü,ÿêèé íàëåæèòü ïðîìiæêó çðîñòàííÿ �óíêöi¨ F1(β).ßêùî äëÿ äåÿêîãî l ≥ 1 ðiâíÿííÿ (19) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü β = β∗, òî âiíîáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü ïðîìiæêó çðîñòàííÿ �óíêöi¨ F1(β). Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî
lim

β→+0
Iβ(β) = +∞, lim

β→∞

Iβ(β) = +∞, i ìiðêóþ÷è òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 2,ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî â òî÷öi β = β∗ �óíêöiÿ Iβ(β) äîñÿãà¹ ìiíiìóìó. ßêùî æäëÿ äåÿêîãî l ≥ 1 �óíêöiÿ F1(β) ìà¹ õî÷à á îäèí iíòåðâàë, íà ÿêîìó âîíà ñïàäà¹, òîðiâíÿííÿ (19) ìîæå ìàòè êiëüêà äîäàòíèõ êîðåíiâ, ÿêi íàëåæàòü iíòåðâàëàì çðîñ-òàííÿ F1(β). Êîæåí ç íèõ ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó �óíêöi¨ Iβ(β). Àáñîëþòíèéìiíiìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ îäíîãî ç öèõ êîðåíiâ. Òåîðåìó äîâåäåíî.1. �ûêîâ Â.Â. Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ / �ûêîâ Â.Â. //Èòîãèíàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Òåîðèÿ âåðîÿòí. Ìàò. ñòàò. Òåîð. êèáåðíåò. � 1975. � Ò. 12.� Ñ.43-153.2. Äóäèí À.Í. Ïðàêòèêóì íà ÝÂÌ ïî òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ: Ó÷åáíîå ïîñîáèå./ Äóäèí À.Í., Ìåäâåäåâ �.À., Ìåëåíåö Þ.Â. � Ìèíñê, 2003.3. Ñîëîâüåâ À.Ä. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì îáñëóæèâàíèè / Ñîëîâüåâ À.Ä. //Èçâ. ÀÍÑÑÑ�. Òåõí. êèáåðíåòèêà. � 1970. � �5. � Ñ. 40-50.OPTIMIZATION OF MODES OF SERVICEFOR THE M/M/1/M AND M/M/1 QUEUEING SYSTEMSWITH BLOCKING OF AN INPUT FLOWKostyantyn ZHERNOVYI
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