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o.ukÇàïðîïîíîâàíî íîâå óçàãàëüíåííÿ êiëåöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à ñàìåââåäåíî ïîíÿòòÿ åëåìåíòà ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 òà åëåìåíòà ìàéæå ñòàáiëü-íîãî ðàíãó 1. Ïîêàçàíî ìóëüòèïëiêàòèâíó çàìêíåíiñòü ìíîæèí åëåìåíòiâñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ùî äàëî çìîãó ââåñòè iäåàëè ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëü-íîãî ðàíãó 1. Òàêîæ ââåäåíî ïîíÿòòÿ åëåìåíòà ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1i êiëüöÿ ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Ïîêàçàíî, ùî íàä êiëüöåì ìàéæå ñòà-áiëüíîãî ðàíãó 1 äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê ¹ äîïîâíÿëüíèì. Òàêîæäîâåäåíî, ùî äîâiëüíå àäåêâàòíå êiëüöå ¹ êiëüöåì êâàçiñòàáiëüíîãî ðàí-ãó 1. À äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò � åëåìåíò ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó1. Êðiì òîãî, ïîêàçàíî îäíîñòîðîííþ åëåìåíòàðíó ðåäóêöiþ êâàäðàòíèõìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó, â ÿêîìó äîâiëüíèé åëåìåíò ìà¹ìàéæå ñòàáiëüíèé ðàíã 1.Êëþ÷îâi ñëîâà: iäåàë ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, iäåàë ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëü-íîãî ðàíãó 1, åëåìåíò ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, iäåàë ìàéæå ñòàáiëüíîãîðàíãó 1, àäåêâàòíå êiëüöå, êiëüöå êâàçiñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [1℄. Öåé �àêòñïîíóêàâ áàãàòüîõ àâòîðiâ äî âèâ÷åííÿ êiëåöü Áåçó, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì êiëüöÿ ñòà-áiëüíîãî ðàíãó 1 [2℄. Ìè ïðîïîíó¹ìî íîâå óçàãàëüíåííÿ êiëüöÿ ñòàáiëüíîãî ðàíãó1, à ñàìå: ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ åëåìåíòà ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à òàêîæ åëåìåíòà ìàé-æå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Ïîêàçàíî ìóëüòèïëiêàòèâíó çàìêíåíiñòü ìíîæèí åëåìåíòiâñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ùî äà¹ çìîãó ââåñòè iäåàëè ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó1. Äàëi ââîäèìî ïîíÿòòÿ åëåìåíòà ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 i êiëüöÿ ìàéæå ñòà-áiëüíîãî ðàíãó 1. Ïîêàçàíî, ùî íàä êiëüöåì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, äîâiëüíèéóíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî äî-âiëüíå àäåêâàòíå êiëüöå ¹ êiëüöåì êâàçiñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à äîâiëüíèé íåíóëüîâèé
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6 Ñî�iÿ ÁIËßÂÑÜÊÀåëåìåíò ¹ åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Êðiì òîãî, ïîêàçàíà îäíîñòîðîí-íÿ åëåìåíòàðíà ðåäóêöiÿ íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó, âÿêîìó äîâiëüíèé åëåìåíò ìà¹ ìàéæå ñòàáiëüíèé ðàíã 1.Ïiä êiëüöåì R ðîçóìi¹ìî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 6= 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U(R)ãðóïó îäèíèöü êiëüöÿ R, à ÷åðåç J(R) � ðàäèêàë Äæåêîáñîíà.Íàãàäà¹ìî, ùî ðÿäîê (a1, a2, . . . , an) íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäóëÿðíèì, ÿêùî âèêî-íó¹òüñÿ óìîâà a1R + a2R + . . . + anR = R.Ñòàáiëüíèì ðàíãîì êiëüöÿ R íàçâåìî íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî n òàêå, ùîâèêîíó¹òüñÿ òàêà âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíîãî óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a1, a2, . . . , an,
an+1) ç åëåìåíòiâ êiëüöÿ R iñíóþòü åëåìåíòè b1, b2, . . . , bn ∈ R òàêi, ùî ðÿäîê
(a1 + an+1b1, a2 + an+1b2, . . . , an + an+1bn) ¹ óíiìîäóëÿðíèì [3℄. Ïîçíà÷àòèìåìîñò.ð.(R) = n.Ñêàæåìî, ùî åëåìåíò a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùîäëÿ êîæíîãî åëåìåíòà b ∈ R òàêîãî, ùî aR + bR = R, iñíó¹ t ∈ R òàêå, ùî a + bt �îáîðîòíèé åëåìåíò R.Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå. Òîäi äîâiëüíèé iäåìïîòåíò e ¹åëåìåíòîì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé e = e2, eR + bR = R, äëÿ äåÿêîãî b ∈ R, òîäi iñíóþòü u, v ∈ R, ùî
eu + bv = 1. Äîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà (1 − e) îäåðæó¹ìî

eu(1 − e) + bv(1 − e) = 1 − e,

eu − e2u + bv − bve + e = e + b(v − ve) = 1,òîáòî e � åëåìåíò ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. �Íàãàäà¹ìî, ùî êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1, â ÿêîìó êîæíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèéiäåàë ¹ ãîëîâíèì, íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì Áåçó.Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó. Òîäi ìíîæèíà åëåìåíòiâñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíîþ.Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, c � åëåìåíòè ñòàáiëüíîão ðàíãó 1. Äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ R òàêîãî,ùî acR+bR = R iñíó¹ t, ùî ac+bt ∈ U(R). Îñêiëüêè acR+bR = R, òî aR+bR = R i
cR + bR = R. Ïîçàÿê a, c � åëåìåíòè ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òî a + bx = u1, c + by = u2,äå x, y ∈ R, u1, u2 ∈ U(R). Òîäi

u1u2 = (a + bx)(c + by) = ac + aby + bcx + b2xy = u1u2 = ac + b(ay + cx + bxy).Îñêiëüêè u1u2 ∈ U(R), òî ac òàêîæ ¹ åëåìåíòîì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. �Îçíà÷åííÿ 1. Íàçâåìî iäåàë I êiëüöÿ R iäåàëîì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùî I ìiñ-òèòü õî÷à á îäèí åëåìåíò ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iäåàë Iíàçâåìî iäåàëîì íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H ìíîæèíó âñiõ iäåàëiâ íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 i íåõàé H 6= ∅.Íåõàé {Iα}α∈Ω � äîâiëüíèé ëàíöþã iäåàëiâ ìíîæèíè H . �îçãëÿíåìî iäåàë I =
⋃

α∈Ω

Iα.ßêùî I /∈ H , òî â I iñíó¹ åëåìåíò a ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿìiñíó¹ β ∈ Ω òàêå, ùî a ∈ Iβ . Òîáòî Iβ � iäåàë ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à öå íåìîæëèâî,áî Iβ ∈ H .



ÅËÅÌÅÍÒÈ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î ÒÀ ÌÀÉÆÅ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î �ÀÍ�Ó 1 7Îòæå, ìíîæèíà H � iíäóêîâàíà. Çà ëåìîþ Öîðíà â H iñíó¹ õî÷à á îäèí ìàêñè-ìàëüíèé iäåàë. Òàêi iäåàëè íàçèâàþòü iäåàëàìè ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,òîáòî ìà¹ìî îçíà÷åííÿ.Îçíà÷åííÿ 2. Iäåàë N íàçèâà¹òüñÿ iäåàëîì ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I òàêîãî, ùî N ⊂ I i I 6= N , iñíó¹ åëåìåíò a ñòàáiëüíîãîðàíãó 1 òàêèé, ùî a ∈ I.Òâåðäæåííÿ 3. Äîâiëüíèé iäåàë íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ìiñòèòüñÿ õî÷à á â îäíîìóìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîìó iäåàëi.Äîâåäåííÿ. Çà âèùå äîâåäåíèì áà÷èìî, ùî ìíîæèíà iäåàëiâ íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,ÿêà ìiñòèòü öåé iäåàë iíäóêîâàíà. Ëåìà Öîðíà çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
�Òåîðåìà 1. Äîâiëüíèé iäåàë ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 êiëüöÿ R ¹ ïðîñ-òèì iäåàëîì.Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � äîâiëüíèé iäåàë ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Ïðèïóñ-òèìî, ùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè c, b ∈ R, ùî b, c /∈ P , àëå cb ∈ P . �îçãëÿíåìî iäåàë

P +cR. Îñêiëüêè c /∈ P i iäåàë P � ìàêñèìàëüíî íåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òî ç âêëþ÷åí-íÿ P ⊂ P + cR âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ åëåìåíòà ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, a ∈ R òàêîãî, ùî
a ∈ P + cR. �îçãëÿíåìî iäåàë I = {x | ax ∈ P}. Î÷åâèäíî, ùî P ⊂ I, ïðè÷îìó I 6= P ,îñêiëüêè b ∈ I, àëå b /∈ P . Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò d ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 êiëüöÿ R,ùî d ∈ I. Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ iäåàëó I, áà÷èìî, ùî ad ∈ P . Òîáòî iäåàë P ìiñòèòüäîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2 äîáóòîê äâîõåëåìåíòiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ åëåìåíòîì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Îòæå, ìè äîâåëè, ùîiäåàë P ìiñòèòü åëåìåíò ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî iäåàëìàêñèìàëüíî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. �Îçíà÷åííÿ 3. Êîìóòàòèâíå êiëüöå R ç 1 6= 0 ¹ êiëüöåì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó1, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî iäåàëó I òàêîãî, ùî I 6⊆ J(R), ñò.ð.(R/I) = 1.Òåîðåìà 2. Íåõàé R ¹ êiëüöåì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òîäi äîâiëüíèé óíiìî-äóëÿðíèé ðÿäîê íàä R äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi.Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � êiëüöå ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 i a1R + . . . + anR = R.Òåîðåìà î÷åâèäíà ó âèïàäêó, êîëè n = 1.ßêùî n = 2, òîäi iñíóþòü òàêi u, v, ùî a1u + a2v = 1, i ìàòðèöÿ (

a1 a2

−v u

) �îáîðîòíà.Íåõàé n > 3 i ïðèïóñòèìî, ùî íàø ðåçóëüòàò ïðàâèëüíèé äëÿ âñiõ k < n.Âèïàäîê 1. ßêùî a1 ∈ J(R), òî ç ðiâíîñòi a1R + a2R + . . . + anR = R âèïëèâà¹
a2R + . . . + anR = R. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ Vâèãëÿäó

V =

(

a2 . . . an

V ′

)

.Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ
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

a1 . . . . . . . . .

0
... ...... ... V

...
0

... ...
1 0 . . . 0

















¹ øóêàíîþ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ.Òîáòî ðÿäîê (a1, a2, . . . an) äîïîâíþ¹òüñÿ äî îáîðîò-íî¨ ìàòðèöi. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè ai ∈ J(R), i = 1, 2, . . . , n − 2.Âèïàäîê 2. Íåõàé a1, . . . an−2 /∈ J(R). �îçãëÿíåìî iäåàë a1R + . . . + an−2R = I.Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êiëüöÿ R êiëüöå R = R/I ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. ßêùî
I + an−1R + anR = R, òî an−1R + anR = R. Îñêiëüêè ñò.ð.(R) = 1, òî iñíó¹ òàêå
y ∈ R, ùî an−1 + anyR = R. Ïîêàæåìî, ùî òîäi I + an−1R + anR = R. ßêùî öåíå òàê, òî iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé iäåàë M êiëüöÿ R, òàêèé ùî I + an−1R + anR ⊂ M .Îñêiëüêè ñò.ð.(R/I) = ñò.ð.R/J(R), äå

J(I) =
⋂

M∈mspecI

M,òî an−1 + any ∈ M/J(I) � ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå,
a1R + . . . + an−2R + an−1R + anR = a1R + . . . + an−2R + (an−1 + any)R =

= In−2 + (an−1 + any)R = R.Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ðÿäîê (a1, . . . , an−2, an−1 + any) äîïîâíþ¹òüñÿäî (n − 1) × (n − 1) îáîðîòíî¨ ìàòðèöi V ′.Íåõàé
U = In−2

⊕

(

1 0
b 1

)

, V =











an

V ′ 0...
0 . . . 0 1









Òîäi V U ¹ n × n îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ ç ïåðøèì ðÿäêîì (a1, . . . ,
. . . an−2, an−1, an). �Îçíà÷åííÿ 4. Iäåàë I êiëüöÿ R ìà¹ ìàéæå ñòàáiëüíèé ðàíã 1, ÿêùî ñò.ð.(R/I)=1.Îçíà÷åííÿ 5. Åëåìåíò a íàçâåìî åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùîñò.ð.(R/aR) = 1.Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé a � åëåìåíò ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 êîìóòàòèâíîãîêiëüöÿ R. ßêùî aR + bR + cR = R, òî iñíó¹ åëåìåíò y ∈ R òàêèé, ùî

aR + (b + cy)R = R.Äîâåäåííÿ. Íåõàé R = R/aR. Äëÿ åëåìåíòà x ∈ R, íåõàé x = x + aR. Îñêiëüêè
bR + cR = R, òî iñíó¹ y ∈ R òàêèé, ùî b + cyR = R. Ïîêàæåìî, ùî

aR + (b + cy)R = R.



ÅËÅÌÅÍÒÈ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î ÒÀ ÌÀÉÆÅ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î �ÀÍ�Ó 1 9Ñïðàâäi, ÿêùî öå íå òàê, òî iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé iäåàë M êiëüöÿ R, äëÿ ÿêîãî
aR + (b + cy)R ∈ M . Öå íå ìîæëèâî, îñêiëüêè M/J(aR) � ìàêñèìàëüíèé iäåàë
R, äå J(aR)-ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êiëüöÿ R/aR, ÿêèé ìiñòèòü b + cy. Çàóâàæèìî, ùîñò.ð.(R/aR) = ñò.ð.(R/J(aR)). Îòæå, aR+(b+cy)R = R. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî. �Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé a-åëåìåíò êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R òàêèé, ùî äëÿ äî-âiëüíèõ b, c ∈ R, äëÿ ÿêèõ aR + bR + cR = R, iñíó¹ åëåìåíò y ∈ R òàêèé, ùî
aR + (b + cy)R = R. Òîäi a ¹ åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé R = R/aR i bR + cR = R. Î÷åâèäíî, ùî aR + bR + cR = R.Âðàõîâóþ÷è îáìåæåííÿ íàêëàäåíi íà åëåìåíò a, iñíó¹ åëåìåíò y òàêèé, ùî

aR + (b + cy)R = R.Çâiäñè (b + cy)R = R, òîáòî ñò.ð.(R/aR) = 1, ùî é òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Òâåðäæåííÿäîâåäåíî. �Òåîðåìà 3. Íåõàé R-êiëüöå, â ÿêîìó äîâiëüíèé íåíóëüîâèé i íåçâîðîòíèé åëåìåíò¹ åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. ßêùî J(R) 6= 0, òî R ¹ êiëüöåì ñòàáiëü-íîãî ðàíãó 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé b, c ∈ R òàêi, ùî bR + cR = R i íåõàé a ∈ J(R), a 6= 0. Òîäi
aR + bR + cR = R. Çãiäíî ç ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì iñíó¹ òàêå t ∈ R, ùî

aR + (b + ct)R = R.Îñêiëüêè a ∈ J(R), òîäi (b+ct)R = R. Òîáòî R � êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òåîðåìóäîâåäåíî. �Òîé �àêò, ùî åëåìåíò a ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà b ïîçíà÷àòèìåìî a|b.Îçíà÷åííÿ 6. [4] Êîìóòàòèâíå êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ àäåêâàòíèì êiëüöåì, ÿêùî
R-êiëüöå Áåçó i äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ R, a 6= 0 iñíóþòü r, s, òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿòàêi óìîâè:1) a = rs;2) rR + bR = R, (r, b) = 1;3) äëÿ áóäü-ÿêîãî íåîáîðîòíîãî äiëüíèêà s′ åëåìåíòà s, òîáòî s′|s âèêîíó¹òüñÿ

s′R + bR 6= R.Òåîðåìà 4. Â àäåêâàòíîìó êiëüöi äîâiëüíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò ¹ åëåìåíòîììàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé R-àäåêâàòíå êiëüöå i a ∈ R\{0} . Òîäi åëåìåíò a ìîæíà çàïèñàòèó âèãëÿäi a = rs, äå rR+ bR = R i äëÿ äîâiëüíîãî íåçâîðîòíîãî äiëüíèêà s′ åëåìåíòà
s, ìà¹ìî s′R + bR 6= R. Íåõàé aR + (b + cr)R = δR, äå δ-íåçâîðîòíèé åëåìåíò R, òîäi
δ|rs. ßêùî (δ, r) = h, äå h � íåçâîðîòíèé åëåìåíò R, òîäi h|b + cr i h|r. Çâiäñè h|b,ùî íå ìîæëèâî, îñêiëüêè rR + bR = R i h|b, h|r, ïðè÷îìó h-íåçâîðîòíèé åëåìåíò R.Òîäi δ|s, à çãiäíî ç îçíà÷åííÿì åëåìåíòà s, sR + cR = αR, äå α-íåçâîðîòíèé åëåìåíò
R. Îñêiëüêè δ|b + cr i α|δ, òî α|b. Òîáòî α|a, α|b, α|c, ùî íå ìîæëèâî, îñêiëüêè
aR + bR + cR = R.Îòæå, aR+(b+cr)R = R. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5 åëåìåíò a ¹ åëåìåíòîì ìàéæåñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. �



10 Ñî�iÿ ÁIËßÂÑÜÊÀÎçíà÷åííÿ 7. Íàçâåìî êîìóòàòèâíå êiëüöå R êiëüöåì êâàçiñòàáiëüíîãî ðàíãó 1,ÿêùî äîâiëüíèé íåçâîðîòíèé åëåìåíò, ÿêèé íå íàëåæèòü ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà ¹åëåìåíòîì ìàéæå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Òåîðåìà 5. Äîâiëüíå àäåêâàòíå êiëüöå R ¹ êiëüöåì êâàçiñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé a /∈ U(R), a /∈ J(R). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R = R/aR. Íåõàé
bR + cR = R,äå b = b + aR, c = c + aR. Çâiäñè aR + bR + cR = R. Îñêiëüêè R-àäåêâàòíå êiëüöå i

a 6= 0, òî iñíó¹ åëåìåíò r ∈ R òàêèé, ùî aR+(b+ cr)R = R, à öå îçíà÷à¹ íå ùî iíøå,ÿê (b + cr)R = R, òîäi ñò.ð.(R/aR) = 1, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè. �Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêùî äî-âiëüíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàä R ïîðÿäêó n âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþðåäóêöi¹þ, òîáòî iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi P ∈ GEn(R) i Q ∈ GLn(R) âiäïî-âiäíèõ ðîçìiðiâ íàä R, ùî ìàòðèöÿ PAQ = diag(ε1, . . . εn) i εi|εi+1, äëÿ äîâiëüíîãî i[4℄. ßêùî íàä êiëüöåì R äîâiëüíà 1 × 2 i 2 × 1 ìàòðèöÿ âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãî-íàëüíîþ ðåäóêöi¹þ, òî òàêå êiëüöå íàçèâàþòü êiëüöåì Åðìiòà [4℄.Òåîðåìà 6. Êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì Åðìiòà, òîäi i ëèøå òîäi, êîëèñò.ð.(R) = 2 [5℄.Ïiä GLn(R) ðîçóìiòèìåìî ãðóïó îáîðîòíèõ ìàòðèöü êiëüöÿ R, à ÷åðåç GEn(R)ïîçíà÷èìî ïiäãðóïó ãðóïè GLn(R) ïîðîäæåíó åëåìåíòàðíèìè ìàòðèöÿìè.Òåîðåìà 7. Íåõàé R-êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó, â ÿêîìó êîæíèé åëåìåíò ìà¹ìàéæå ñòàáiëüíèé ðàíã 1. Òîäi äëÿ êîæíî¨ íåîñîáëèâî¨ n × n ìàòðèöi A íàä R,iñíóþòü òàêi íåîáîðîòíi ìàòðèöi P ∈ GEn(R), Q ∈ GLn(R), ùî
PAQ =















ε1 0 0 . . . 0
0 ε2 0 . . . 0
0 0 ε3 . . . 0... ... ... ... ...
0 0 0 . . . εn















,äå εi|εi+1, i = 1, . . . , n − 1.Äîâåäåííÿ. Íåõàé R-êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó, â ÿêîìó äîâiëüíèé åëåìåíò ìà¹ ìàé-æå ñòàáiëüíèé ðàíã 1. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4 ñòàáiëüíèé ðàíã R äîðiâíþ¹ 2, òîáòî R¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó 2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6 R ¹ êiëüöåìÅðìiòà. Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 4 i [4℄ R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ. Îò-æå, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê ìàòðèöi 2-ãî ïîðÿäêó [6℄.Ìîæíà ââàæàòè, ùî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 1[6℄. Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã R äîðiâíþ¹ 2, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ 6 R ¹ êiëüöåì Åðìi-òà. Òîìó iñíó¹ ìàòðèöÿ Q1 ∈ GLn(R) òàêà, ùî AQ1 =

(ñ 0
b a

), äå aR + bR + cR = R.



ÅËÅÌÅÍÒÈ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î ÒÀ ÌÀÉÆÅ ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î �ÀÍ�Ó 1 11Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A-íåîñîáëèâà, òî a 6= 0, c 6= 0. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 5 iñíó¹åëåìåíò x ∈ R òàêèé, ùî aR + (b + cx)R = R.
P1AQ1 =

(

1 0
x 1

)

AQ1 =

( ñ 0
b + cx a

)

,äå P1 ∈ GE2(R), Q1 ∈ GL2(R). Îñêiëüêè aR + (b + cx)R = R, òî iñíó¹ òàêà îáîðîòíàìàòðèöÿ Q2 ∈ GLn(R), ùî
P1AQ1Q2 =

(

α −ac
1 0

)

.Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ P1AQ1Q2 çâîäèòüñÿ åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî âè-ãëÿäó
(

1 0
0 añ) ,òîáòî äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Òåîðåìó äîâåäåíî. �1. Rush D.E. Bezout domains with stable range 1 / Rush D.E. // J. Pure and Appl. Algebra.� 2001. � Vol. 158. � P. 309-324.2. M
 Govern, W. Bezout rings with almost stable range 1 are elementary divisor rings / M
Govern, W. // J. Pure and Appl. Algebra. � 2007. � Vol. 212. � P. 340-348.3. Vaserstein L.N. The stable rank of rings and dimensionality of topologi
al spa
es / Va-serstein L.N. //Fun
tional Anal. Appl. � 1971. � Vol. 5. � P. 102-110.4. Kaplansky I. Elementary divisors and modules / Kaplansky I. // Trans. Amer. Math. So
.� 1949. � Vol. 66. � P. 464-491.5. Zabavsky B.V. Redu
tion of matri
es over Bezout rings of stable rank not higher than 2/ Zabavsky B.V. //Ukrain. Math. J. � 2003. � Vol. 55, �4. � P. 665-670.6. Zabavsky B.V. Diagonalizability theorem for matri
es over rings with �nite stable range/ Zabavsky B.V. //Alg. Dis
r. Math. � 2005. � �1. � P. 134-148.ELEMENTS OF STABLE AND ALMOST STABLE RANK 1So�a BILAVSKAIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: zosia_meliss�yahoo.
o.ukIn this paper, an attempt to generalize stable rank rings is proposed,and the notions of element stable rank 1 and element almost stable rank 1 isintrodu
ed. Besides multipli
ativity 
losed set of stable rank 1 elements shown,whi
h enables introdu
tion of maximal unstable rank 1 ideals to be involved.The notion of the element of almost stable rank 1 and almost stable rank 1ring is des
ribed. Moreover, any unimodular row over the almost stable rank1 ring is 
omplemented. Also, any adequate ring is a quazistable rank 1 ring



12 Ñî�iÿ ÁIËßÂÑÜÊÀis proved. The fa
t, that any nonzero element is an element of almost stablerank 1. Furthermore, oneside elemental redu
tion of square matri
es over the
ommutative Bezout's ring in whi
h every element has almost stable rank 1 isshown.Key words: unimodular row, stable rank n, Bezout ring, adequate ring,Hermite ring, elementary divisors ring.ÝËÅÌÅÍÒÛ ÑÒÀÁÈËÜÍÎ�Î È ÏÎ×ÒÈÑÒÀÁÈËÜÍÎ�Î �ÀÍ�À 1Ñî�èÿ ÁÅËßÂÑÊÀßËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: zosia_meliss�yahoo.
o.ukÏðåäëàãàåòñÿ íîâîå îáîáùåíèå êîëåö ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, à èìåííî,äàíî ïîíÿòèå ýëåìåíòà ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 è ýëåìåíòà ïî÷òè ñòàáèëüíî-ãî ðàíãà 1. Ïîêàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâ ýëå-ìåíòîâ ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ââåñòè èäåàëû ìàêñè-ìàëüíî íåñòàáèëüíîãî ðàíãà 1. Êðîìå òîãî, äàíî ïîíÿòèå ýëåìåíòà ïî÷òèñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 è êîëüöà ïî÷òè ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1. Òàêæå ïîêàçàíî,÷òî íàä êîëüöîì ïî÷òè ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 ïðîèçâîëüíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿñòðîêà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå àäåêâàòíîåêîëüöî åñòü êîëüöîì êâàçèñòàáèëüíîãî ðàíãà 1. À ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîéýëåìåíò åñòü ýëåìåíòîì ïî÷òè ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1. Êðîìå òîãî, ïîêàçà-íà îäíîñòîðîííÿÿ ýëåìåíòàðíàÿ ðåäóêöèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä êîì-ìóòàòèâíûì êîëüöîì Áåçó, â êîòîðîì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èìååò ïî÷òèñòàáèëüíûé ðàíã 1.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäåàë ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, èäåàë ìàêñèìàëüíî íå-ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, ýëåìåíò ïî÷òè ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, èäåàë ïî÷òè ñòà-áèëüíîãî ðàíãà 1, àäåêâàòíîå êîëüöî, êîëüöî êâàçèñòàáèëüíîãî ðàíãà 1.Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 20.02.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 16.12.2009


