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Âèâåäåíî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ãiëëÿñòîãî ïðî-
öåñó ç ìiãðàöi¹þ òà íåïåðåðâíèì ÷àñîì i ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
äëÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé öüîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòèé ïðîöåñ, íåïåðåðâíèé ÷àñ, ìiãðàöiÿ, òâið-
íà ôóíêöiÿ, äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé.

1. Âñòóï. Ïåðøà ñòàòòÿ äëÿ ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ ç iììiãðàöi¹þ [1] áóëà îïóáëiêî-
âàíà â 1957 ð. Öåé íàïðÿìîê âèâ÷àëè áàãàòî â÷åíèõ. Â 1980 ð. Ñ.Â. Íàãà¹â i Ë.Â. Õàí
[2] òà Í. ßíåâ i Ê. Ìiòîâ [3] ïàðàëåëüíî îïóáëiêóâàëè ñòàòòi, äå âïåðøå äîñëiäæóâàëè
çàäà÷ó ïî¹äíàííÿ åìiãðàöi¨ òà iììiãðàöi¨, òîáòî äîñëiäæåííÿ ìiãðàöiéíèõ ïðîöåñiâ.
Ìàéæå ó âñiõ âiäîìèõ ïóáëiêàöiÿõ, äå äîñëiäæóâàëèñü ãiëëÿñòi ïðîöåñè ç ìiãðàöi¹þ,
ðîçãëÿäàâñÿ âèïàäîê äèñêðåòíîãî ÷àñó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿäà¹ìî ãiëëÿñòèé ïðîöåñ µ(t) ç îäíèì òèïîì ÷à-
ñòèíîê, ç ìiãðàöi¹þ òà íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Òóò µ(t) − êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò
÷àñó t. Ââàæà¹ìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â ñèñòåìi îäíà ÷àñòèíêà, òîáòî

µ(0) = 1.

Ïðîöåñ µ(t) ìîæíà ïîäàòè ÿê ïî¹äíàííÿ äâîõ ïðîöåñiâ − îäíîðiäíèé ãiëëÿñ-
òèé ïðîöåñ Áåëìàíà-Õàððiñà ξ(t) òà îäíîðiäíèé ïðîöåñ ìiãðàöi¨ ζ(t). ßêùî â ìîìåíò
÷àñó t â ñèñòåìi iñíó¹ âèïàäêîâà êiëüêiñòü µ(t) ÷àñòèíîê, òî âîíè ðîçìíîæóþòüñÿ
íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨ òà íåçàëåæíî âiä ñâîãî ïîõîäæåííÿ çà òèì ñàìèì çàêîíîì.
Çàêîí ðîçìíîæåííÿ ÷àñòèíîê ó ñåðåäèíi äåÿêî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîöåñîì ξ(t).
Êðiì òîãî, â ñèñòåìó ùå ìîæóòü iììiãðóâàòè ÷àñòèíêè òà âiäáóâàòèñÿ åìiãðàöiÿ.
Iììiãðàöiÿ òà åìiãðàöiÿ âèçíà÷àþòüñÿ ïðîöåñîì ζ(t), äå ζ(t) − ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü
÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, ÿêi åìiãðóþòü iç ñèñòåìè àáî iììiãðóþòü â íå¨. Î÷åâèäíî,
ùî

µ(t) = max{0, ξ(t) + ζ(t)}. (1)
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Îïèøåìî äåòàëüíiøå ïðîöåñè ξ(t) òà ζ(t).
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿäà¹ìî ξ(t). Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó t â ñèñòåìi iñíó¹ µ(t) ÷àñòèíîê.

Öi ÷àñòèíêè íåçàëåæíî âiä ïîõîäæåííÿ òà íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨, ðîçìíîæóþòü-
ñÿ çà òèì ñàìèì çàêîíîì ξ(t). Òîìó äîñòàòíüî âèçíà÷èòè çàêîí ðîçïîäiëó îäíi¹¨
÷àñòèíêè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξi(∆t) (i = 1, . . . , µ(t)) êiëüêiñòü íàùàäêiâ i-¨ ÷àñòèíêè çà ÷àñ
∆t, òîáòî â ìîìåíò ÷àñó t+ ∆t i, âðàõîâóþ÷è îäíîðiäíiñòü ξ(t) ïðèïóñêà¹ìî, ùî

P{ξi(t+ ∆t) = n | ξi(t) = 1} = P{ξi(∆t) = n | ξi(0) = 1} =

= Hn(∆t) =

{
hn∆t+ o(∆t), ÿêùî n = 0, 2, 3, . . . ;

1 + hn∆t+ o(∆t), ÿêùî n = 1,

äå

∞∑
n=0

hn = 0, h1 6 0, hj > 0 (j = 0, 2, . . .),

∞∑
n=0

Hn(t) = 1.

Ïðîöåñ ξ(t + ∆t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóêóïíiñòü íàùàäêiâ êîæíî¨ ÷àñòèíêè µi(t),
à ñàìå

ξ(t+ ∆t) =

µ(t)∑
i=1

ξi(∆t).

Ïåðåõîäèìî äî ïðîöåñó ζ(t). Íàñàìïåðåä ââàæà¹ìî, ùî ζ(0) = 0. Ó äîâiëüíèé
ìîìåíò ÷àñó t ∈ [0;∞) ç éìîâiðíiñòþ Pk(t) â ïîïóëÿöiþ iììiãðó¹ k ÷àñòèíîê (k =
0, 1, 2, . . .) àáî ç éìîâiðíiñòþ Pr(t) ç ïîïóëÿöi¨ åìiãðó¹ r ÷àñòèíîê (r = −m, . . . , −1) i

∞∑
k=−m

Pk(t) = 1, (2)

P{ζ(t) = k} = Pk(t), k > −m. (3)

Ïðîöåñ ìiãðàöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ òàê. ßê óæå çàçíà÷àëîñü, ó âèïàäêîâèé ìîìåíò
÷àñó (ïîçíà÷èìî éîãî τ1) âïåðøå âiäáóâà¹òüñÿ ìiãðàöiÿ ó ïðîöåñi µ(t), éìîâiðíiñíèé
ðîçïîäië ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè (2), (3). Ïiñëÿ öüîãî ââàæà¹ìî, ùî
ïðîöåñ ζ(t) çíîâó íàáóâà¹ íóëüîâîãî çíà÷åííÿ òà ïåðåáóâà¹ ó öüîìó ñòàíi âèïàäêî-
âèé ÷àñ τ2. Ó ìîìåíò ÷àñó τ1 +τ2 ó ñèñòåìó çíîâó iììiãðóþòü àáî íàâïàêè åìiãðóþòü
ç íå¨ ÷àñòèíêè òà ïiñëÿ öüîãî ïðîöåñ ζ(t) çíîâó íàáóâà¹ çíà÷åííÿ íóëü, ó ÿêîìó ïåðå-
áóâà¹ âèïàäêîâèé ÷àñ τ3, i òàê äàëi. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè τ1, τ2, τ3, . . . , τn ââàæà¹ìî
íåçàëåæíèìè òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè.

Ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ Sn = τ1 + τ2 + . . .+ τn. Ïðîöåñ Sn ¹ ïðîöåñîì âiäíîâ-
ëåííÿ, à S1, S2, . . . , Sn � ìîìåíòàìè âiäíîâëåííÿ.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðîçïîäiëè ïðîöåñó ζ(t) ó ìîìåíòè ÷àñó S1, S2, . . . , Sn
çáiãàþòüñÿ, à òàêîæ, ùî ζ(t) � îäíîðiäíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ.

Çàäàìî àñèìïòîòèêó ïðè ∆t→ 0:

P0(∆t) = 1 + p0∆t+ o(∆t), Pk(∆t) = pk∆t+ o(∆t), k = −m, . . . ,−1, 1, . . .

ïðè÷îìó
∞∑

k=−m

pk = 0, p0 6 0, pj > 0 (j = −m. . . ,−1, 1, 2, . . .).

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî P−m(t) > 0 äëÿ äîâiëüíîãî t > 0.
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Îòæå, ïðîöåñ µ(t) ìîæíà îïèñàòè òàê. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ó ñèñòåìi
ìiñòèòüñÿ îäíà ÷àñòèíêà, òîáòî µ(0) = 1. Öÿ ÷àñòèíêè ðîçìíîæóþòüñÿ çà óæå âêà-
çàíèì çàêîíîì ðîçïîäiëó ïðîöåñó ξ(t). Äàëi ïîðÿä ç åâîëþöi¹þ ïðîöåñó ξ(t) ç ïåâíîþ
éìîâiðíiñòþ ìîæóòü ùå ïîòðàïëÿòè ÷àñòèíêè ÷è íàâïàêè åìiãðóâàòè âíàñëiäîê äi¨
ïðîöåñó ζ(t). Ðîçïîäië ïðîöåñó ζ(t) íå çàëåæèòü âiä ξ(t).

Âðàõîâóþ÷è (1), êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t+ ∆t äîðiâíþ¹

µ(t+ ∆t) = max
{ µ(t)∑
i=1

ξi(∆t) + ζt(∆t); 0
}
,

äå ζt(∆t) − êiëüêiñòü ÷àñòèíîê, ÿêi åìiãðóâàëè ç ñèñòåìè àáî iììiãðóâàëè â ñèñòåìó
ïðîòÿãîì ÷àñó (t, t+ ∆t].

Ââàæà¹ìî, ùî âèïàäêîâi ìîìåíòè τ1, τ2, . . . , τn, . . . íå çàëåæàòü âiä ïðîöåñó ξ(t)
òà íå çàëåæàòü çíà÷åííÿ ïðîöåñó ζ(t) ó öi ìîìåíòè. Òàêîæ êiëüêiñòü ÷àñòèíîê, ÿêi
iììiãðóþòü ó ñèñòåìó àáî åìiãðóþòü ç íå¨, íå çàëåæèòü âiä τ1, τ2, . . . , τn, . . ., à òàêîæ
âiä ïðîöåñó ξ(t).

Òâiðíó ôóíêöiþ ïðîöåñó µ(t) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Fµ(t, s), à ïðîöåñó ξ(t) �
÷åðåç Fξ(t, s) i

Fµ(t, s) =

∞∑
n=0

P{µ(t) = n}sn, Fξ(t, s) =

∞∑
n=0

P{ξ(t) = n}sn, |s| 6 1, s ∈ C.

Òâiðíi ôóíêöi¨ ùiëüíîñòåé ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé äëÿ ïðîöåñiâ µ(t), ξ(t) ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç fµ(s) òà h(s), âiäïîâiäíî. h(s) âèçíà÷à¹ìî òàê:

h(s) =

∞∑
n=0

hns
n, |s| 6 1, s ∈ C.

Çàìiñòü êëàñè÷íî¨ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ïðîöåñó ζ(t) ðîçãëÿäàòèìåìî ôóíêöiþ

F̂ζ(t, s) =

∞∑
n=−m

P{ζ(t) = n}sn, 0 < |s| 6 1,

ÿêó íàçâåìî óçàãàëüíåíîþ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ. Òàêîæ ââåäåìî óçàãàëüíåíó òâiðíó

ôóíêöiþ ùiëüíîñòåé ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé äëÿ ïðîöåñó ζ(t)

fζ(s) =

∞∑
l=−m

pls
l, 0 < |s| 6 1.

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå ïîçíà÷åííÿ.
Íåõàé {an}∞−∞ − äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî

A(s) =

∞∑
n=−k

ans
n,
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äå s ∈ C, 0 < |s| < s0, k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî i

∞∑
n=−k

an(s0)n <∞.Òîäi

〈A(s)〉0 =

0∑
n=−k

an +

∞∑
n=1

ans
n.

Î÷åâèäíî, ùî 〈A(s) âèçíà÷åíî äëÿ âñiõ s ∈ [−1, 1].

Ëåìà 1. Íåõàé A(s) =
∞∑

n=−k
ans

n i B(s) =
∞∑

n=−k
bns

n. Òîäi

〈A(s) +B(s)〉0 = 〈A(s)〉0 + 〈B(s)〉0 .
ßêùî C � äîâiëüíà êîíñòàíòà, òî 〈CA(s)〉0 = C〈A(s)〉0.

Ëåìà 2. Òâiðíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó µ(t) â ìîìåíò ÷àñó t+ ∆t äîðiâíþ¹

Fµ(t+ ∆t, s) = 〈Fξ(t+ ∆t, s)F̂ζt(∆t, s)〉0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ1 � ìîìåíò ïåðøîãî ïîòðàïëÿííÿ â íóëü ïðîöåñó µ(t), à
òàêîæ ââåäåìî ñèñòåìó òàêèõ ïîçíà÷åíü

Q(t) = P{µ(t) > 0 | θ1 > t},

Qi(t) = P{µ(t) = i | θ1 > t} =
∂iFµ(t, s)

i!∂si

∣∣∣∣
s=0

, i = 0, 1, 2, . . . .

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 1. Òâiðíà ôóíêöiÿ ïðîöåñó µ(t) çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

∂Fµ(t, s)

∂t
= h(Fµ(t, s)) + 〈Fµ(t, s)f̂ζ(s)〉0,

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

µ(0) = 1.

Äîâåäåííÿ. Ïîçàÿê ïðîöåñè ξ(t), ζ(t) − îäíîðiäíi, òî ïðîöåñ, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿì

µ(t+ ∆t) =

µ(t)∑
j=1

ξj(∆t) + ζt(∆t),

òàêîæ îäíîðiäíèé.
Âiäîìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â ñèñòåìi ¹ îäíà ÷àñòèíêà.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ1(∆t) êiëüêiñòü íàùàäêiâ öi¹¨ ÷àñòèíêè çà ÷àñ ∆t. Âðàõîâóþ-

÷è, ùî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi âèçíà÷à¹òüñÿ åâîëþöi¹þ öi¹¨ ÷àñòèíêè òà äi¹þ
ìiãðàöi¨, òî â ìîìåíò ÷àñó ∆t â ñèñòåìi áóäå

max{ξ1(∆t) + ζ0(∆t), 0}
÷àñòèíîê. Êîæíà ç iñíóþ÷èõ ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó ∆t ÷åðåç ÷àñ t, ç âðàõóâàííÿì
ìiãðàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ìàòèìåìå âèïàäêîâó êiëüêiñòü íàùàäêiâ

µ(t+ ∆t) =

max{ξ1(∆t)+ζ0(∆t),0}∑
j=0

µj(t).
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Îòæå, òâiðíó ôóíêöiþ ïðîöåñó µ(t) ó ìîìåíò ÷àñó t+∆t ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Fµ(t+ ∆t, s) = Fmax{ξ1(∆t)+ζ0(∆t),0}(Fµ(t, s)).

Öå îçíà÷à¹, ùî

Fµ(t+ ∆t, s) = 〈Fξ1(∆t, Fµ(t, s))F̂ζ(∆t, s)〉0 =

= 〈(Fµ(t, s) + ∆th(Fµ(t, s)) + o(∆t))(1 + ∆tf̂ζ(s) + o(∆t))〉0 =

= 〈Fµ(t, s) + ∆t(h(Fµ(t, s)) + Fµ(t, s)f̂ζ(s)) + o(∆t)〉0 =

= Fµ(t, s) + ∆t(h(Fµ(t, s)) + 〈Fµ(t, s)f̂ζ(s)〉0) + o(∆t).

Çâiäñè âèïëèâà¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ïðîöåñó µ(t)

∂Fµ(t, s)

∂t
= h(Fµ(t, s)) + 〈Fµ(t, s)f̂ζ(s)〉0.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ 1. Ðîçïèøåìî äåòàëüíiøå Fµ(t, s)f̂ζ(s).

Fµ(t, s)f̂ζ(s) =

∞∑
n=0

P{µ(t) = n}sn
∞∑

l=−m

pls
l =

=

∞∑
n=0

∞∑
l=−m

P{µ(t) = n}plsn+l =

∞∑
k=−m

k∑
l=−m

P{µ(t) = k − l}plsk.

Îòæå,

〈Fµ(t, s)f̂ζ(s)〉0 =

0∑
k=−m

k∑
l=−m

P{µ(t) = k − l}pl +

∞∑
k=1

sk
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl.

Îòæå, äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

∂Fµ(t, s)

∂t
=h(Fµ(t, s))+

0∑
k=−m

k∑
l=−m

P{µ(t) = k−l}pl+
∞∑
k=1

sk
k∑

l=−m

P{µ(t) = k−l}pl. (4)

Òåîðåìà 2. 1. ßêùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî äëÿ êîæíîãî t > 0

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
∞∑

u=n+1
Qu(t) = o

( n∑
u=−m

Qu(t)
)
, òî äëÿ ïðîöåñó µ(t) âèêî-

íó¹òüñÿ ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂Q0(t)

∂t
= h(Q0(t)) +

0∑
l=−m

Q0−l(t)pl,

∂Q1(t)

∂t
= h′(Q0(t))Q1(t) +

1∑
l=−m

Q1−l(t)pl,

∂Q2(t)

∂t
= h′′(Q0(t))Q2

1(t) + h′(Q0(t))Q2(t) +

2∑
l=−m

Q2−l(t)pl,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂Qn(t)

∂t
=
∑

n!h(n)(Q0(t))

n∏
i=1

1

ni!

(
Qi(t)

i!

)i
+

n∑
l=−m

Qn−l(t)pl,

n∑
i=1

ini = n,

(5)
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ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Q1(0) = 1, Qk(0) = 0, k = 0, 2, ..., n.

2. ßêùî ïðàâà ÷àñòèíà êîæíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiï-
øèöÿ, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê i âií ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (4) ïî s

∂2Fµ(t, s)

∂t∂s
= h′(Fµ(t, s))

∂Fµ(t, s)

∂s
+

∂

∂s

( ∞∑
k=1

sk
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl

)
=

= h′(Fµ(t, s))
∂Fµ(t, s)

∂s
+

∞∑
k=1

ksk−1
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl.

Ïiäñòàâèìî s = 0. Òîäi

∂2Fµ(t, s)

∂t∂s

∣∣∣∣
s=0

=

(
h′(Fµ(t, s))

∂Fµ(t, s)

∂s
+

∞∑
k=1

ksk−1
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl

)∣∣∣∣∣
s=0

,

∂

∂t

(
∂Fµ(t, s)

∂s

)∣∣∣∣
s=0

=

(
h′(Fµ(t, s)

∂Fµ(t, s)

∂s

)∣∣∣∣
s=0

+

1∑
l=−m

P{µ(t) = 1− l}pl

∣∣∣∣∣
s=0

,

∂Q1(t)

∂t
= h′(Q0(t))Q1(t) +

1∑
l=−m

Q1−l(t)pl.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ (4) ùå ðàç ïî çìiííié s

∂3Fµ(t, s)

∂t∂s2
= h′′(Fµ(t, s))(

∂Fµ(t, s)

∂s
)2+

+h′(Fµ(t, s))
∂2Fµ(t, s)

∂s2
+

∞∑
k=1

k(k − 1)sk−2
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl,

∂

∂t

(
∂2Fµ(t, s)

∂s2

)
= (h′′(Fµ(t, s))

(
∂Fµ(t, s)

∂s

)2

+ h′(Fµ(t, s))
∂2Fµ(t, s)

∂s2
+

+

∞∑
k=1

k(k − 1)sk−2
k∑

l=−m

P{µ(t) = k − l}pl,

i çíîâó ïiäñòàâèìî s = 0. Ó ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî

∂Q2(t)

∂t
= h′′(Q0(t))Q2

1(t) + h′(1−Q(t))Q2(t) +

2∑
l=−m

Q2−l(t)pl.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, îäåðæó¹ìî

∂Qk(t)

∂t
=
∑

k!h(k)(Q0(t))

k∏
i=1

1

ni!

(
Qi(t)

i!

)i
+

n∑
l=−m

Qn−l(t)pl +

k∑
l=n+1

Qk−l(t)pl,



26
Iðèíà ÁÀÇÈËÅÂÈ×, Õðèñòèíà ßÊÈÌÈØÈÍ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2016. Âèïóñê 82

äå

k∑
i=1

ini = k.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, ùî äëÿ êîæíîãî t > 0 âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà
∞∑

u=n+1
Pu(t) = o

( n∑
u=−m

Pu(t)
)
, òî îòðèìó¹ìî ñèñòåìó (5). Öå ¹ ñèñòåìà

íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöi¨∑
k!h(k)(Q0(t))

k∏
i=1

1

ni!

(
Qi(t)

i!

)i
+

k∑
l=−m

Qk−l(t)pl,

(äå
k∑
i=1

ini = k, k = 1, . . . , n) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ, òî çãiäíî ç [5] äëÿ öi¹¨

ñèñòåìè iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó âií ¹äèíèé. Òåîðåìó äîâåäåíî. �
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DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR BRANCHING PROCESSES

WITH CONTINUOUS TIME AND MIGRATION

Iryna BAZYLEVYCH, Khrystyna YAKYMYSHYN

Ivan Franko National University of Lviv,

Universytets'ka Str., 1, Lviv, 79000

e-mails: I_Bazylevych@yahoo.com, Yakymyshyn_Hrystyna@ukr.net

In the paper, we derive a di�erential equation for a generating function of
a branching process with migration and continuous time as well as a system of
di�erential equations for the probability distribution of this branching process.
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