
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2020. Âèïóñê 89. Ñ. 89�105

Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2020. Issue 89. P. 89�105

http://publications.lnu.edu.ua/bulletins/index.php/mmf

doi: http://dx.doi.org/10.30970/vmm.2020.89.089-105

ÓÄÊ 517.9

ÎÏÒÈÌÀËÜÍI IÍÂÅÑÒÈÖI� ÒÀ ÑÏÎÆÈÂÀÍÍß Â
ÁIÍÎÌIÀËÜÍIÉ ÁÅÇÀÐÁIÒÐÀÆÍIÉ ÖIÍÎÂIÉ ÌÎÄÅËI

Ñåðãié ÏIÄÊÓÉÊÎ1, Ìèêîëà ÁÀÁ'ßÊ2

1Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,

âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, 79000, ì. Ëüâiâ, Óêðà¨íà
2Department of Accounting and Finance

Lancaster University Management School

Bailrigg, LA1 4YX, UK

e-mails: pidkuyko@gmail.com, mykola.babyak@gmail.com

Äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ñïîæèâàííÿ òà
îïòèìàëüíèõ iíâåñòèöié ó áiíîìiàëüíié áåçàðáiòðàæíié öiíîâié ìîäåëi. Äî-
âåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i, â ÿêié iíâå-
ñòîð ìàêñèìiçó¹ î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü ñòàòêiâ ó êiíöi îñòàííüîãî ïåðiîäó.
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i, â ÿêié
iíâåñòîð ìàêñèìiçó¹ î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü ñòàòêiâ ïðîòÿãîì óñiõ ïåðiîäiâ,
ïðè öüîìó çäiéñíþþ÷è âèáið ùîäî ðiâíÿ ñïîæèâàííÿ â êîæíîìó ïåðiîäi.
Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i, êîëè êî-
ðèñíiñòü îòðèìó¹òüñÿ âiä ñïîæèâàííÿ ïðîòÿãîì âñiõ ïåðiîäiâ i âiä çàëèøêó
ãðîøåé â íüîìó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: áåçàðáiòðàæíà áiíîìiàëüíà öiíîâà ìîäåëü, iíâåñòèöi¨,
ñïîæèâàííÿ, êîðèñíiñòü.

Âñòóï

Áåçàðáiòðàæíà ìåòîäîëîãiÿ � îäèí ç äâîõ øëÿõiâ çíàõîäæåííÿ öiíè àêòèâiâ.
Iíøèé ïiäõiä, öiíîâà ìîäåëü êàïiòàëüíèõ àêòèâiâ,  ðóíòó¹òüñÿ íà âçà¹ìîçâ'ÿçêó êî-
ëèâàíü ïîïèòó òà ïðîïîçèöi¨ ñåðåä iíâåñòîðiâ íà ðèíêó. Öÿ ìîäåëü äà¹ ãëèáîêå ðî-
çóìiííÿ ðèíêó â öiëîìó, àëå íå äà¹ ÷iòêèõ êiëüêiñíèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi çàáåçïå÷ó¹
áåçàðáiòðàæíà ìåòîäîëîãiÿ. Â iäåàëiçîâàíîìó ïîâíîìó ðèíêó áåçàðáiòðàæíi ìiðêó-
âàííÿ ñòàþòü îñîáëèâî êîðèñíèìè. Ç iíøîãî áîêó, áiëüøiñòü ðèíêiâ íåïîâíi, i òîìó
öiíè íå ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi ëèøå ç óìîâ áåçàðáiòðàæíîñòi. Â ïðàöi ðîçãëÿíóòî
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ïðîáëåìó, ÿêà ëåæèòü â îñíîâi öiíîâî¨ ìîäåëi êàïiòàëüíèõ àêòèâiâ, à ñàìå ìàêñèìi-
çàöiÿ î÷iêóâàíî¨ êîðèñíîñòi âiä iíâåñòèöié.

1. Áiíîìiàëüíà áåçàðáiòðàæíà öiíîâà ìîäåëü

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ N -ïåðiîäíî¨ áiíîìiàëüíî¨ öiíîâî¨ ìîäåëi (äèâ. [1]).

Îçíà÷åííÿ 1. N-ïåðiîäíà áiíîìiàëüíà öiíîâà ìîäåëü

(1) ïî÷èíà¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó t = 0, çàâåðøó¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó t = N, i ìà¹
N ïåðiîäiâ � âiä t = n äî t = n+ 1, n = 0, . . . , N − 1;

(2) ìà¹ ðèíîê àêöié, íà ÿêîìó ôiêñîâàíî âåëè÷èíè S0, p, q, u, d;
(3) êîæíà àêöiÿ â ìîìåíò ÷àñó t = 0 êîøòó¹ S0 > 0;
(4) â ìîìåíò ÷àñó t = n+ 1, n = 0, . . . , N − 1, ïiäêèäà¹òüñÿ ìîíåòà (ðåçóëüòàò

ïiäêèäàííÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ωn+1 ∈ {H,T}) :
(à) ç éìîâiðíiñòþ p ∈ (0, 1) âèïàäà¹ ωn+1 = H i òîäi öiíà àêöi¨ â ìîìåíò

÷àñó t = n+ 1 äîðiâíþ¹

Sn+1(ω1 . . . ωnH) = u · Sn(ω1 . . . ωn);

(á) ç éìîâiðíiñòþ q = 1−p ∈ (0, 1) âèïàäà¹ T i òîäi öiíà àêöi¨ â ìîìåíò ÷àñó
t = n+ 1 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ

Sn+1(ω1 . . . ωnT ) = d · Sn(ω1 . . . ωn);

ïàðàìåòðè u, d (0 < d < u) íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, êîåôiöi¹íòàìè (ìíî-
æíèêàìè) çðîñòàííÿ òà ñïàäàííÿ öiíè àêöi¨;

(5) ìà¹ ðèíîê ãðîøåé, íà ÿêîìó ôiêñîâàíî âiäñîòêîâó ñòàâêó r;
(6) íà ðèíêó ãðîøåé ìîæíà âêëàñòè (iíâåñòóâàòè) i ìîæíà ïîçè÷èòè (âçÿòè êðå-

äèò) äîâiëüíó ñóìó ãðîøåé:
(à) âêëàâøè â ìîìåíò ÷àñó t = n, n = 0, . . . , N − 1, ñóìó ðîçìiðîì 1

iíâåñòîð ó ìîìåíò ÷àñó t = n+ 1 îòðèìó¹ ñóìó 1 + r;
(á) ïîçè÷èâøè â ìîìåíò ÷àñó t = n, n = 0, . . . , N − 1, ñóìó ðîçìiðîì 1,

ïîçè÷àëüíèê â ìîìåíò ÷àñó t = n+ 1 ìà¹ ïîâåðíóòè ñóìó 1 + r.

Ìiðà â öié ìîäåëi ñòîñîâíî éìîâiðíîñòåé p, q ïîçíà÷à¹òüñÿ P. Âiäïîâiäíî, ìà-
òåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ïîçíà÷àþòüñÿ E òà En.
Ïîçíà÷èìî

Ω = {ω = (ω1 . . . ωN ) | ωi ∈ {H,T}}.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨ ω, ïîäi¨ A òà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X ìàòèìå-
ìî:

P(ω) = P(ω1 . . . ωN ) = p#H(ω1...ωN )q#T (ω1...ωN ), ω ∈ Ω;

P(A) =
∑
ω∈A

P(ω) =
∑

(ω1...ωN )∈A

p#H(ω1...ωN )q#T (ω1...ωN ), A ⊂ Ω;

E
[
X
]

=
∑
ω∈Ω

P(ω)X(ω) =
∑
ω∈Ω

p#H(ω1...ωN )q#T (ω1...ωN )X(ω1 . . . ωN );

En
[
X
]
(ω1 . . . ωn) =

∑
(ωn+1...ωN )

p#H(ωn+1...ωN )q#T (ωn+1...ωN )X(ω1 . . . ωN ), n = 0, . . . , N ;
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E0

[
X
]

= E
[
X
]
, EN

[
X
]

= X.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áiíîìiàëüíà öiíîâà ìîäåëü.
Öþ ìîäåëü áóäåìî íàçèâàòè N-ïåðiîäíîþ áiíîìiàëüíîþ áåçàðáiòðàæíîþ öi-
íîâîþ ìîäåëëþ, ÿêùî ïàðàìåòðè u, d, r çàäîâîëüíÿþòü óìîâè áåçàðáiòðàæíîñ-
òi

0 < d < 1 + r < u.

Âåëè÷èíè

p̃ =
1 + r − d
u− d

, q̃ =
u− 1− r
u− d

(1)

íàçèâàþòüñÿ áåçðèçèêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè â öié ìîäåëi.

Ìiðà â öié ìîäåëi ñòîñîâíî éìîâiðíîñòåé p̃, q̃ ïîçíà÷à¹òüñÿ P̃ i íàçèâà¹òüñÿ áåç-
ðèçèêîâîþ (àáî íåéòðàëüíîþ äî ðèçèêó). Âiäïîâiäíî, ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

é óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñòîñîâíî öi¹¨ ìiðè ïîçíà÷àþòüñÿ Ẽ òà Ẽn.

Îçíà÷åííÿ 3. Ïðîöåñ {Yn} ó áiíîìiàëüíié öiíîâié ìîäåëi íàçèâà¹òüñÿ àäàïòîâà-
íèì, ÿêùî ∀n âèïàäêîâà âåëè÷èíà Yn = Yn(ω1 . . . ωn) çàëåæèòü ëèøå âiä ïåðøèõ n
ïiäêèäàíü (ìîíåòè) ω1 . . . ωn.

Äëÿ äîâåäåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íàì çíàäîáèòüñÿ òåîðåìà ïðî ðåïëiêàöiþ
â áàãàòîïåðiîäíié áiíîìiàëüíié öiíîâié ìîäåëi (äèâ. [1], ñòîð. 12).

Òåîðåìà 1. Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áiíîìiàëüíà áåçàðáiòðàæíà öi-
íîâà ìîäåëü ç áåçðèçèêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè (1). Íåõàé ó öié ìîäåëi çàäàíî ïîõiä-
íèé öiííèé ïàïið iç ôóíêöi¹þ âèïëàò

VN = VN (ω1 . . . ωN ).

Âèçíà÷èìî àäàïòîâàíèé ïðîöåñ V0, . . . , VN çà ôîðìóëîþ

Vn(ω1 . . . ωn)=
1

1 + r

[
p̃ Vn+1(ω1 . . . ωnH)+q̃ Vn+1(ω1 . . . ωnT )

]
, n = 0, . . . , N − 1. (2)

Ïîáóäó¹ìî (àäàïòîâàíèé) ïîðòôåëüíèé ïðîöåñ ∆0, . . . ,∆N−1 çà ôîðìóëîþ:

∆n(ω1 . . . ωn) =
Vn+1(ω1 . . . ωnH)− Vn+1(ω1 . . . ωnT )

Sn+1(ω1 . . . ωnH)− Sn+1(ω1 . . . ωnT )
, n = 0, . . . , N − 1.

Ïðèéìåìî X0 = V0 i âèçíà÷èìî àäàïòîâàíèé ïðîöåñ X0, . . . , XN çà ôîðìóëîþ

Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn), n = 0, . . . , N − 1. (3)

Òîäi

Xn(ω1 . . . ωn) = Vn(ω1 . . . ωn) ∀ω1 . . . ωn, n = 1, . . . , N.

Îçíà÷åííÿ 4. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà Vn(ω1 . . . ωn), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2),
íàçèâà¹òüñÿ öiíîþ (âàðòiñòþ) ïîõiäíîãî öiííîãî ïàïåðó â ìîìåíò ÷àñó n,
ÿêùî ïåðøèõ n ïiäêèäàíü çàâåðøèëèñÿ ðåçóëüòàòîì ω1, . . . , ωn. Âåëè÷èíà V0 íàçè-
âà¹òüñÿ öiíîþ (âàðòiñòþ) ïîõiäíîãî öiííîãî ïàïåðó (â ìîìåíò ÷àñó 0).

Îçíà÷åííÿ 5. Ôîðìóëà (3) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïîòî÷íîãî êàïiòàëó (ñòàò-
êiâ, äîñòàòêó).
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Ó÷àñíèê ðèíêó ìà¹ ïî÷àòêîâèé ñòàòîê X0 i áàæà¹ iíâåñòóâàòè ó ðèíîê àêöié òà
ãðîøîâèé ðèíîê äëÿ òîãî, ùîá ìàêñèìiçóâàòè î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü ñòàòêiâ ó ìîìåíò
÷àñó N. Âií ìà¹ ôóíêöiþ êîðèñíîñòi U : (a, b)→ R, äèôåðåíöiéîâíó, ñòðîãî îïóêëó
âãîðó i ñòðîãî çðîñòàþ÷ó, i õî÷å ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó.

Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áiíîìiàëüíà áåçàðáiòðàæíà öiíîâà ìî-
äåëü. Âèçíà÷èìî äâi îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i.

Çàäà÷à 1. ∀X0 ∈ (a, b) çíàéòè àäàïòîâàíèé ïðîöåñ ∆0, . . . ,∆N−1 â öié ìîäåëi, ùî
ìàêñèìiçó¹ î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü

E
[
U(XN )

]
çà óìîâ ðiâíÿííÿ ñòàòêó

Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn), n = 0, . . . , N − 1.

Çàäà÷à 2. ∀X0 ∈ (a, b) çíàéòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó XN ó öié ìîäåëi, ùî ìàêñèìiçó¹
î÷iêóâàíó êîðèñíiñòü

E
[
U(XN )

]
çà óìîâè

Ẽ
[

XN

(1 + r)N

]
= X0.

Ñôîðìóëüîâàíi îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i åêâiâàëåíòíi (äîâåäåííÿ äèâ. [1], ñòîð. 76).

Òåîðåìà 2. Íåõàé X0 ∈ (a, b), ∆∗ = {∆∗0, . . . ,∆∗N−1} � àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷-
íèé ïðîöåñ, X∗N âàðòiñòü ïîòî÷íîãî êàïiòàëó (ñòàòêó) â ìîìåíò ÷àñó t = N, ùî
ìà¹ ïî÷àòêîâó öiíó X0 i ãåíåðó¹òüñÿ ïîðòôåëüíèì ïðîöåñîì ∆∗. Òîäi ∆∗ � îïòè-
ìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè X∗N � îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i 2.

Òåîðåìà 2 ðîçáèâà¹ çàäà÷ó îïòèìàëüíèõ iíâåñòèöié íà äâà êðîêè: ïåðøèé ïî-
ëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi îïòèìàëüíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè XN , ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
2, äðóãèé � ó çíàõîäæåííi îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ, ùî ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç âàðòîñòi
X0 i ãåíåðó¹ XN çãiäíî ç àëãîðèòìîì òåîðåìè ïðî ðåïëiêàöiþ â ìóëüòèïåðiîäíié
áiíîìiàëüíié ìîäåëi.

Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ U : (a, b)→ R (a < b) ìà¹ âëàñòèâîñòi:

(1) U ñòðîãî îïóêëà âãîðó;
(2) U íå ìà¹ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ;
(3) U ∈ D(a, b);
(4) U ′(x)→ 0, x→ b−, U ′(x)→ +∞, x→ a+.

Òîäi ôóíêöiÿ U ′ : (a, b)→ (0,+∞) ñòðîãî ñïàäíà, íåïåðåðâíà é ái¹êòèâíà. Çîêðåìà,
iñíó¹ ñòðîãî ñïàäíà îáåðíåíà äî U ′ ôóíêöiÿ

I : (0,+∞)→ (a, b), I = U−1, (4)

ç òàêèì âëàñòèâîñòÿìè:

I(y)→ a, y → +∞, I(y)→ b, y → 0+. (5)
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Äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 1. U ′ ñòðîãî ñïàäíà íà (a, b).
Âèïëèâà¹ çi ñòðîãî¨ îïóêëîñòi âãîðó ôóíêöi¨ U (äèâ. [2]).

Çàóâàæåííÿ 2. U ′ ∈ C(a, b).

Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 1, âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi, U ′ ìîæå ìàòè òî÷êè ðîçðè-
âó ëèøå ïåðøîãî ðîäó (äèâ. [2]). Íàòîìiñòü çà òåîðåìîþ Äàðáó âñi òî÷êè ðîçðèâó
ïîõiäíî¨ U ′ ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó ëèøå äðóãîãî ðîäó (äèâ. [2]).

Çàóâàæåííÿ 3. U ′(x) > 0 ∀x ∈ (a, b).

Çãiäíî ç óìîâîþ (iv) ëåìè

∃x1 ∈ (a, b) ∀x ∈ (a, x1] U ′(x) > 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî

∃x2 ∈ (a, b) : U ′(x2) < 0.

Òîäi ç çàóâàæåííÿ 2 òà òåîðåìè Áîëüöàíî-Êîøi ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ îòðèìó¹ìî,
ùî

∃x0 ∈ (x1, x2) : U ′(x0) = 0.

Âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 1 ìàòèìåìî

∀x ∈ (a, x0) U ′(x) > 0 ∧ ∀x ∈ (x0, b) U ′(x) < 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òî÷êà x0 ¹ (ñòðîãèì âíóòðiøíiì ãëîáàëüíèì) ìiíiìóìîì ôóíêöi¨
U , ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi (ii) ëåìè.

Çàóâàæåííÿ 4. U ′
(
(a, b)

)
= (0,+∞).

Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 3 ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ U ′
(
(a, b)

)
⊂ (0,+∞). Íåõàé y ∈

(0,+∞). Çà óìîâîþ (iv) ëåìè

∃y1, y2 ∈ U ′
(
(a, b)

)
: y1 < y < y2.

Òîäi ç çàóâàæåííÿ 2 òà òåîðåìè Áîëüöàíî-Êîøi ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ îòðèìó¹ìî,
ùî

U ′
(
(a, b)

)
⊃ [y1, y2] 3 y.

Îòæå, äîâåäåíî ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ U ′
(
(a, b)

)
⊃ (0,+∞).

Iç çàóâàæåíü 1 i 4 âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè ñòîñîâíî âëàñòèâîñòåé ïîõiäíî¨
U ′, ç ÿêèõ, çîêðåìà, îòðèìó¹ìî (4) i (5). �

Ëåìà 2. Çà óìîâ i ïîçíà÷åíü ëåìè 1 ∀y > 0 ôóíêöiÿ

f : (a, b)→ R, f(x) = U(x)− yx,

ìà¹ â òî÷öi x∗ = I(y) ñòðîãèé (ãëîáàëüíèé) ìàêñèìóì, òîáòî

U(x)− yx < U(I(y))− yI(y) ∀x ∈ (a, b) : x 6= x∗.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé y > 0. Çãiäíî ç ëåìîþ 1 ïîõiäíà U ′ ñòðîãî ñïàäà¹ íà (a, b), äî òîãî
æ U ′

(
(a, b)

)
= (0,+∞). Òîäi

∃!x∗ ∈ (a, b) : U ′(x∗) = y,

îòæå, x∗ = I(y), äî òîãî æ

∀x ∈ (a, x∗) U ′(x) > y ∧ ∀x ∈ (x∗, b) U ′(x) < y. (6)

Îñêiëüêè
f ′(x) = U ′(x)− y,

òî ç (6) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Îçíà÷åííÿ 6. Ôóíêöiþ U : (a, b) → R (a < b) áóäåìî íàçèâàòè âëàñòèâîþ
ôóíêöi¹þ êîðèñíîñòi íà iíòåðâàëi (a, b), ÿêùî:

(1) U ñòðîãî îïóêëà âãîðó;
(2) U íå ìà¹ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ;
(3) U ∈ D(a, b);
(4) U ′(x)→ 0, x→ b−, U ′(x)→ +∞, x→ a+.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ é ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó
(îïòèìiçàöiéíî¨) çàäà÷i 2.

Òåîðåìà 3. Íåõàé U : (a, b) → R (0 < a < b) � âëàñòèâà ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi íà
iíòåðâàëi (a, b). Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áåçàðáiòðàæíà áiíîìiàëüíà
öiíîâà ìîäåëü,

X0 ∈
(

a

(1 + r)N
,

b

(1 + r)N

)
. (7)

Òîäi íà ìíîæèíi âñiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí XN ∈ (a, b) ó öié ìîäåëi iñíó¹ é äî òîãî
æ ¹äèíèé ñòðîãèé ãëîáàëüíèé ìàêñèìóì çàäà÷i

E
[
U(XN )

]
→ max (8)

çà óìîâè

Ẽ
[

XN

(1 + r)N

]
= X0. (9)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íèêîäèìà ìiðè P̃ ñòîñîâíî ìiðè P, ζ
� ùiëüíiñòü (ãóñòèíà) öiíè ñòàíó

Z(ω) = Z(ω1 . . . ωN ) =
P̃(ω1 . . . ωN )

P(ω1 . . . ωN )
=

(
p̃

p

)#H(ω1...ωN )(
q̃

q

)#T (ω1...ωN )

,

ζ(ω) = ζ(ω1 . . . ωN ) =
Z(ω)

(1 + r)N
,

äå #H(ω1 . . . ωN ), #T (ω1 . . . ωN ) ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, êiëüêiñòü (âèïàäàíü) H,T
ó íàáîði ω = ω1 . . . ωN . Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïîçíà÷åííÿ, îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó (8),(9)
ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

E
[
U(XN )

]
=

M∑
m=1

pmU(xm)→ max, (10)
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çà óìîâè

Ẽ
[

XN

(1 + r)N

]
= E

[
Z

XN

(1 + r)N

]
= E [ζXN ] =

M∑
m=1

pmxmζm = X0, (11)

äå M = 2N � êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ íàáîðiâ ïiäêèäàíü ìîíåòè â N -ïåðiîäíié áiíî-
ìiàëüíié öiíîâié ìîäåëi, ÿêi ïîçíà÷èìî ω1, . . . , ωM . Âiäïîâiäíî,

ζm = ζ(ωm), pm = P(ωm), xm = XN (ωm), m = 1, . . . , M.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà (x1, . . . , xM ) çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà
äëÿ çàäà÷i (10),(11)

L =

M∑
m=1

pmU(xm)− λ

(
M∑
m=1

pmζmxm −X0

)
.

Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi L ïî xm òà ïðèðiâíÿ¹ìî ¨õ äî íóëÿ

∂L

∂xm
= pmU ′(xm)− λpmζm = 0, m = 1, . . . , M.

Îòæå,
U ′(xm) = λζm, m = 1, . . . , M. (12)

Çãiäíî ç ëåìîþ 1 iñíó¹ îáåðíåíà äî U ′ ñòðîãî ñïàäíà ôóíêöiÿ I
I : (0,+∞)→ (a, b), I = U ′−1,

ç âëàñòèâîñòÿìè
I(y)→ a, y → +∞, I(y)→ b, y → 0+. (13)

Ç (12) îòðèìó¹ìî, ùî

XN (ωm) = xm = I
(
λζ(ωm)

)
, m = 1, . . . , M.

Îòæå,
XN = I

(
λζ
)
. (14)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λ ïiäñòàâëÿ¹ìî (14) â (11)

E [ζ I(λζ)] = X0. (15)

Çàóâàæåííÿ 5. ∃!λ∗ > 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (15).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(λ) = E [ζ I(λζ)] , g : (0,+∞)→ R.

Òîäi

lim
λ→+∞

g(λ) = E
[
ζ lim
λ→+∞

I(λζ)

]
=

a

(1 + r)N
E
[
Z
]

=
a

(1 + r)N
. (16)

Ó ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåííÿõ ìè ñêîðèñòàëèñÿ (13) òà âëàñòèâiñòþ ïîõiäíî¨ Ðàäîíà-
Íèêîäèìà E

[
Z
]

= 1. Àíàëîãi÷íî

lim
λ→0+

g(λ) = E
[
ζ lim
λ→0+

I(λζ)

]
=

b

(1 + r)N
E
[
Z
]

=
b

(1 + r)N
. (17)

Ç (7), (16), (17), ñòðîãîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ I òà òåîðåìè Áîëüöàíî-Êîøi ïðî ïðî-
ìiæíå çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ çàóâàæåííÿ 5.
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Îòæå, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êðèòè÷íî¨ òî÷êè äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàí-
æà â íàøié çàäà÷i. Öÿ òî÷êà áóäå òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, îñêiëüêè
ìàòðèöÿ ç ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L äîäàòíî âèçíà-
÷åíà (âîíà äiàãîíàëüíà i âñi åëåìåíòè äiàãîíàëi � âiä'¹ìíi). Çàóâàæèìî, ùî çâiäñè,
âçàãàëi êàæó÷è, íå âèïëèâà¹, ùî öÿ òî÷êà íåîäìiííî ¹ ãëîáàëüíèì åêñòðåìóìîì.
Ïðâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ôóíêöiÿ f : Rn → R ìà¹ ¹äèíèé ñòðîãèé ëî-
êàëüíèé åêñòðåìóì ó òî÷öi x0, òî ó âèïàäêó n = 1 â öié òî÷öi f äîñÿãà¹ ñâîãî
ãëîáàëüíîãî åêñòðåìóìó, òîäi ÿê ïðè n > 1 ôóíêöiÿ f ìîæå i íå ìàòè ãëîáàëüíîãî
åêñòðåìóìó â òî÷öi x0. Ñòðîãå äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ (ó âèãëÿäi òåîðåìè)
çàïðîïîíîâàíî ïiñëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè, îñêiëüêè, íà äóìêó àâòîðiâ, âîíî ¹ öi-
êàâèì ñàìî ïî ñîái. Ïðîòå â íàøîìó âèïàäêó çíàéäåíèé (¹äèíèé ñòðîãèé) ëîêàëüíèé
åêñòðåìóì áóäå òàêîæ i ãëîáàëüíèì åêñòðåìóìîì. Ïîçíà÷èìî

X∗N = I(λ∗ζ).

Çàóâàæåííÿ 6. Íåõàé XN 6= X∗N . Òîäi E [U(XN )] < E [U(X∗N )] .

Çà ëåìîþ 2

∀m ∈ {1, ...,M} ∀x ∈ (a, b) : x 6= I
(
λ∗ζ(ωm)

)
U(x)− λ∗ζ(ωm) x < U

(
I
(
λ∗ζ(ωm)

))
− λ∗ζ(ωm) I

(
λ∗ζ(ωm)

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

U(XN )− λ∗ζ XN ≤ U (X∗N )− λ∗ζ X∗N , (18)

äî òîãî æ ∃m ∈ {1, ...,M} òàêå, ùî äëÿ ωm íåðiâíiñòü (18) � ñòðîãà.
Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü â íåðiâíîñòi (18), îòðèìó¹ìî ñòðîãó

íåðiâíiñòü

E [U(XN )]− E [λ∗ζ XN ] < E [U(X∗N )]− E [λ∗ζ X∗N ] .

Âðàõîâóþ÷è (11), ìà¹ìî

E [U(XN )]− λ∗X0 < E [U(X∗N )]− λ∗X0 =⇒ E [U(XN )] < E [U(X∗N )] .

Çàóâàæåííÿ 6 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

Òåîðåìà 4. Íåõàé f ∈ C(1)(Rn), n > 1. ßêùî f ìà¹ â Rn ¹äèíèé ñòðîãèé ëîêàëü-
íèé åêñòðåìóì, òî öåé åêñòðåìóì íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ãëîáàëüíèì åêñòåìóìîì f ó
Rn.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f ∈ C∞(Rn), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f(x) = x2
n + (xn + 1)3

n−1∑
k=1

x2
k, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. (19)

Çàóâàæåííÿ 7. f(x1, . . . , xn−1, t)→ −∞, t→ −∞, ÿêùî (x1, . . . , xn−1) 6= (0, . . . , 0).

Âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ (19) ôóíêöi¨ f.

Çàóâàæåííÿ 8. x = 0 ¹äèíà êðèòè÷íà òî÷êà ôóíêöi¨ (19).
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Ìíîæèíà êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöi¨ f çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü(xn + 1)3xi = 0, i = 1, . . . , n− 1,

2xn + 3(xn + 1)2
n−1∑
k=1

x2
k = 0.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè îòðèìó¹ìî, ùî xn + 1 6= 0. Òîäi ç ïåðøèõ n − 1
ðiâíÿííÿ ìà¹ìî xi = 0, i = 1, . . . , n− 1. Òîäi ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ xn = 0.

Çàóâàæåííÿ 9. x = 0 ¹ ñòðîãèì ëîêàëüíèì ìiíiìóìîì ôóíêöi¨ (19).

Ñïðàâäi,

f(0) = 0, f(x) > 0 ∀x ∈ (−1, 1)n \ {0}.
Îòæå, ç çàóâàæåíü 8 i 9 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ (19) ìà¹ ¹äèíèé ñòðîãèé ëîêàëüíèé
åêñòðåìóì ó òî÷öi x = 0. Öåé åêñòðåìóì íå ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìóìîì ôóíêöi¨ f. Ïðîòå
âií íå ¹ ãëîáàëüíèì ìiíiìóìîì öi¹¨ ôóíêöi¨, ùî âèïëèâà¹ ç çàóâàæåííÿ 7. �

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïðî ðåïëiêàöiþ ó ìóëüòèïåðiîäíié áiíîìiàëüíié ìîäåëi,
â ÿêié äåðèâàòèâ ïîâ'ÿçàíèé ç ñåði¹þ (ïîòîêîì) âèïëàò (äîâåäåííÿ äèâ. [1], ñòîð.
43).

Òåîðåìà 5. Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áåçàðáiòðàæíà áiíîìiàëüíà öi-
íîâà ìîäåëü, (C0, . . . , CN ) � äîâiëüíèé àäàïòîâàíèé ïðîöåñ ó öié ìîäåëi. Öiíà Vn
äåðèâàòèâó, çà ÿêèì çäiéñíþþòüñÿ âèïëàòè Cn, . . . , CN â ìîìåíòè ÷àñó n, . . . , N
âiäïîâiäíî, â ìîìåíò ÷àñó n ñòàíîâèòü

Vn = Ẽn

[
N∑
k=n

Ck
(1 + r)k−n

]
, n = 0, . . . , N,

çîêðåìà, VN = CN . Àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ öií Vn, n = 0, . . . , N
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

Cn(ω1 . . . ωn) = Vn(ω1 . . . ωn)− 1

1 + r
Ẽn [Vn+1] (ω1 . . . ωn).

Âèçíà÷èìî (àäàïòîâàíèé) ïîðòôåëüíèé ïðîöåñ

∆n(ω1 . . . ωn) =
Vn+1(ω1 . . . ωnH)− Vn+1(ω1 . . . ωnT )

Sn+1(ω1 . . . ωnH)− Sn+1(ω1 . . . ωnT )
, n = 0, . . . , N − 1.

Ïðèéìåìî X0 = V0 i ðîçãëÿíåìî àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ X0, . . . , XN ,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ñòàòêó

Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn), n = 0, . . . , N − 1.

Òîäi

Xn(ω1 . . . ωn) = Vn(ω1 . . . ωn) ∀(ω1 . . . ωn), n = 1, . . . , N.

Íàñòóïíà òåîðåìà äîñëiäæó¹ çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨ ñïîæèâàííÿ äëÿ äåðèâà-
òèâà, âèçíà÷åíîãî â ïîïåðåäíié òåîðåìi ïðî ðåïëiêàöiþ. Ïðîöåñ ñïîæèâàííÿ
C = {C0, . . . , CN} � àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, äå Cn âêàçó¹ íà êiëü-
êiñòü êîøòiâ, ÿêi ñïîæèâàþòüñÿ àãåíòîì ó ìîìåíò ÷àñó n. Ïëàí ñïîæèâàííÿ òà
iíâåñòèöié ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðè (C,∆), äå ∆ = {∆0, . . . ,∆N−1} � ïðîöåñ ïîðòôåëiâ
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(âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê â òåîðåìi ïðî ðåïëiêàöiþ). Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ðåïëiêàöiþ
âàðòiñòü äåðèâàòèâó â ìîìåíò ÷àñó n = 0 ñòàíîâèòü

V0 = Ẽ

[
N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

]
.

Âðàõîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü, ïåðåéäåìî äî òî÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè ïðî îïòè-
ìàëüíå ñïîæèâàííÿ.

Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áåçàðáiòðàæíà áiíîìiàëüíà öiíîâà ìî-
äåëü. Ïîçíà÷èìî

C = {(C0, . . . , CN ) | Cn ∈ (an, bn), n = 0, . . . , N},

äå (C0, . . . , CN ) � äîâiëüíèé àäàïòîâàíèé ïðîöåñ ó öié ìîäåëi.

Òåîðåìà 6. Íåõàé ôóíêöi¨

Un : (an, bn)→ R (0 ≤ an < bn), n = 0, . . . , N,

¹ âëàñòèâèìè ôóíêöiÿìè êîðèñíîñòi íà iíòåðâàëàõ (an, bn), n = 0, . . . , N, âiäïî-
âiäíî,

X0 ∈

(
N∑
n=0

an
(1 + r)n

,

N∑
n=0

bn
(1 + r)n

)
. (20)

Òîäi íà ìíîæèíi C iñíó¹ é äî òîãî æ ¹äèíèé ñòðîãèé ãëîáàëüíèé ìàêñèìóì çàäà÷i

E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
→ max (21)

çà óìîâè

Ẽ

[
N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

]
= X0. (22)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó Ðàäîíà-Íèêîäèìà ìiðè P̃ ñòîñîâíî ìiðè P, ζ
� ùiëüíiñòü (ãóñòèíà) öiíè ñòàíó. Òîäi

Z(ω) = Z(ω1 . . . ωN ) =
P̃(ω1 . . . ωN )

P(ω1 . . . ωN )
=

(
p̃

p

)#H(ω1...ωN )(
q̃

q

)#T (ω1...ωN )

,

äå #H(ω1 . . . ωN ), #T (ω1 . . . ωN ) ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, êiëüêiñòü (âèïàäàíü) H,T
ó íàáîði ω = ω1 . . . ωN . Ðîçãëÿíåìî àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ Ðàäîíà-
Íèêîäèìà

Zn = En
[
Z
]
, n = 0, . . . , N. (23)

Îñêiëüêè ïðîöåñ {C0, . . . , CN} àäàïòîâàíèé, òî çà âëàñòèâîñòÿìè óìîâíèõ ìàòåìà-
òè÷íèõ ñïîäiâàíü

E
[
ZCn

]
= E

[
En
[
ZCn

]]
= E

[
CnEn

[
Z
]]

= E
[
ZnCn

]
, n = 0, . . . , N. (24)

Ïîçíà÷èìî

ζn =
Zn

(1 + r)n
, n = 0, . . . , N. (25)
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Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (23), (24), (25) i çâ'ÿçîê ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè

ñòîñîâíî ìið P òà P̃, îòðèìó¹ìî

Ẽ

[
N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

]
= E

[
Z

N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

]
= E

[
N∑
n=0

ZnCn
(1 + r)n

]
= E

[
N∑
n=0

ζnCn

]
.

Îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó (21),(22) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
=

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknUn(ckn)→ max (26)

çà óìîâè

E

[
N∑
n=0

ζnCn

]
=

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknζ
k
Nc

k
n = X0, (27)

äå Mn = 2n � êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ íàáîðiâ ç n ïîñëiäîâíèõ ïiäêèäàíü ìîíåòè,
ÿêi ïîçíà÷èìî ω1

n, · · · , ωMn
n ,

ckn = Cn(ωkn), pkn = P(ωkn), ζkn = ζn(ωkn), k = 1, . . . , Mn, n = 0, . . . , N.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷i (26),(27)

L =

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknUn(ckn)− λ

(
N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknζ
k
nc
k
n −X0

)
.

Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi L ïî ckn òà ïðèðiâíÿ¹ìî ¨õ äî íóëÿ

∂L

∂ckn
= pknU ′n(ckn)− λpknζkn = 0, k = 1, . . . , Mn, n = 0, . . . , N.

Îòæå,

U ′(ckn) = λζkn, k = 1, . . . , Mn, n = 0, . . . , N. (28)

Çãiäíî ç ëåìîþ 1 iñíó¹ îáåðíåíà äî U ′ (ñòðîãî ñïàäíà) ôóíêöiÿ I

I : (0,+∞)→ (a, b), I = U ′−1
,

ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi

I(y)→ a, y → +∞, I(y)→ b, y → 0+. (29)

Îòæå, ç (28) îòðèìó¹ìî

Cn(ωkn) = ckn = I
(
λζkn

)
, k = 1, . . . , Mn, n = 0, . . . , N. (30)

Òîáòî,

Cn = I (λζn) , n = 0, . . . , N. (31)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λ ïiäñòàâëÿ¹ìî (31) â (27)

E

[
N∑
n=0

ζn I (λζn)

]
= X0. (32)

Çàóâàæåííÿ 10. ∃!λ∗ > 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (32).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζn I (λζn)

]
, g : (0,+∞)→ R.

Òîäi

lim
λ→+∞

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζn lim
λ→+∞

I (λζn)

]
= E

[
N∑
n=0

anZn
(1 + r)n

]
=

N∑
n=0

an
(1 + r)n

. (33)

Ó ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåííÿõ ìè ñêîðèñòàëèñÿ óìîâîþ (29), âëàñòèâîñòÿìè óìîâíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü i âëàñòèâiñòþ ïîõiäíî¨ Ðàäîíà-Íèêîäèìà

E
[
Zn
]

= E
[
En
[
Z
]]

= E
[
Z
]

= 1.

Àíàëîãi÷íî

lim
λ→+0

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζn lim
λ→+0

I (λζn)

]
= E

[
N∑
n=0

bnZn
(1 + r)n

]
=

N∑
n=0

bn
(1 + r)n

. (34)

Ç (20), (33), (34), ñòðîãîãî ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ I òà òåîðåìè Áîëüöàíî-Êîøi ïðî ïðî-
ìiæíå çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ çàóâàæåííÿ 10. Îòæå, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êðè-
òè÷íî¨ òî÷êè äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà â íàøié çàäà÷i. Öÿ òî÷êà áóäå òî÷êîþ ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, îñêiëüêè ìàòðèöÿ ç ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó
ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L äîäàòíî âèçíà÷åíà (âîíà äiàãîíàëüíà i âñi åëåìåíòè äiàãîíàëi
� âiä'¹ìíi). Äîâåäåìî, ùî â çíàéäåíié òî÷öi äîñÿãà¹òüñÿ ñòðîãèé ãëîáàëüíèé ìàêñè-
ìóì. Ïîçíà÷èìî

C∗n = I (λ∗ζn) , n = 0, . . . , N.

Çàóâàæåííÿ 11. Íåõàé {C0, . . . , CN} 6= {C∗0 , . . . , C∗N}. Òîäi

E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n)

]
.

Çà ëåìîþ 2

∀n = 0, . . . , N ∀k = 1, . . . ,Mn ∀x ∈ (a, b) : x 6= I
(
λ∗ζkn

)
Un(x)− λ∗ζkn x < Un

(
I
(
λ∗ζkn

))
− λ∗ζkn I

(
λ∗ζkn

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

Un(Cn)− λ∗ζkn Cn ≤ U(C∗n)− λ∗ζkn C∗n, n = 0, . . . , N, (35)

äî òîãî æ ∃n ∈ {0, . . . , N}, k ∈ {1, . . . ,Mn} òàêi, ùî äëÿ ωkn íåðiâíiñòü (35) � ñòðîãà.
Ïiäñóìó¹ìî ïî n íåðiâíîñòi (35). Ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, îòðè-

ìó¹ìî ñòðîãó íåðiâíiñòü

E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
− λ∗E

[
N∑
n=0

ζnCn

]
< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n)

]
− λ∗E

[
N∑
n=0

ζnC
∗
n

]
.
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Âðàõîâóþ÷è (27), ìàòèìåìî

E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
− λ∗X0 < E

[
N∑
n=0

U(C∗n)

]
− λ∗X0 =⇒

=⇒ E

[
N∑
n=0

Un(Cn)

]
< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n)

]
.

Çàóâàæåííÿ 11 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

Íàñòóïíà òåîðåìà (ïðî îïòèìàëüíå ñïîæèâàííÿ i çàëèøêîâèé ñòàòîê) � öå äî-
ñëiäæåííÿ ïðîáëåìè, êîëè êîðèñíiñòü îòðèìó¹òüñÿ âiä ñïîæèâàííÿ êîøòiâ ïðîòÿãîì
êîæíîãî ïåðiîäó áiíîìiàëüíî¨ ìîäåëi i âiä êiëüêîñòi ãðîøåé, ÿêi çàëèøàþòüñÿ â êiíöi
îñòàííüîãî ïåðiîäó N. Öÿ ïðîáëåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i îïòèìàëü-
íîãî ñïîæèâàííÿ: òåïåð ó÷àñíèê ðèíêó ìà¹ ïðàâî íå ëèøå ñïîæèâàòè Cn â ìîìåíò
÷àñó n = 0, . . . , N, à é ìàòè â ìàéáóòíüîìó ìîæëèâèé çàëèøîê ãðîøåé VN − CN ,
ÿêùî VN 6= CN .

Íåõàé (N,S0, u, d, r, p, q) � N -ïåðiîäíà áåçàðáiòðàæíà áiíîìiàëüíà öiíîâà ìî-
äåëü. Ïîçíà÷èìî

C = {(C0, . . . , CN , VN ) | Cn ∈ (an, bn), n = 0, . . . , N ; VN − CN ∈ (c, d)},
äå, âiäïîâiäíî, (C0, . . . , CN ) � äîâiëüíèé àäàïòîâàíèé ïðîöåñ, VN � äîâiëüíà âèïàä-
êîâà âåëè÷èíà â öié ìîäåëi.

Òåîðåìà 7. Íåõàé ôóíêöi¨

U : (c, d)→ R (0 ≤ c < d), Un : (an, bn)→ R (0 ≤ an < bn), n = 0, . . . , N,

¹ âëàñòèâèìè ôóíêöiÿìè êîðèñíîñòi íà iíòåðâàëàõ (c, d) òà (an, bn) n = 0, . . . , N,
âiäïîâiäíî,

X0 ∈

(
N∑
n=0

an
(1 + r)n

+
c

(1 + r)N
,

N∑
n=0

bn
(1 + r)n

+
d

(1 + r)N

)
. (36)

Òîäi íà ìíîæèíi A iñíó¹ é äî òîãî æ ¹äèíèé ñòðîãèé ãëîáàëüíèé ìàêñèìóì çàäà÷i

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(VN − CN )

]
→ max (37)

çà óìîâè

Ẽ

[
N−1∑
n=0

Cn
(1 + r)n

+
VN

(1 + r)N

]
= X0. (38)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî W = VN − CN . Òîäi îïòèìiçàöiéíà çàäà÷à (37), (38) ïåðåïè-
øåòüñÿ òàê:

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(W )

]
→ max (39)

çà óìîâè

Ẽ

[
N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

+
W

(1 + r)N

]
= X0. (40)
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Íåõàé Z � ïîõiäíà Ðàäîíà-Íèêîäèìà ìiðè P̃ âiäíîñíî ìiðè P

Z = Z(ω) = Z(ω1 . . . ωN ) =
P̃(ω1 . . . ωN )

P(ω1 . . . ωN )
=

(
p̃

p

)H(ω1...ωN )(
q̃

q

)T (ω1...ωN )

,

äå #H(ω1 . . . ωN ), #T (ω1 . . . ωN ) ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, êiëüêiñòü (âèïàäàíü) H,T
ó íàáîði ω = ω1 . . . ωN . Ðîçãëÿíåìî àäàïòîâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ Ðàäîíà-
Íèêîäèìà

Zn = En
[
Z
]
, n = 0, . . . , N, (41)

i íåõàé

ζn =
Zn

(1 + r)n
, n = 0, . . . , N.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è àäàïòîâàíiñòü ïðîöåñó (C0, . . . , CN ), âëàñòèâîñòi óìîâíèõ ìà-
òåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü i çâ'ÿçîê ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè ñòîñîâíî ìið P òà

P̃, îòðèìó¹ìî

Ẽ

[
N∑
n=0

Cn
(1 + r)n

+
W

(1 + r)N

]
= E

[
N∑
n=0

ZCn
(1 + r)n

+
ZW

(1 + r)N

]
=

= E

[
N∑
n=0

ZnCn
(1 + r)n

+
ZW

(1 + r)N

]
= E

[
N∑
n=0

ζnCn + ζNW

]
.

Ïåðåïèøåìî îïòèìiçàöiéíó çàäà÷ó (39),(40) ó âèãëÿäi

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(W )

]
=

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknUn(ckn) +

MN∑
k=1

pkNU(wkN )→ max (42)

çà óìîâè

E

[
N∑
n=0

ζnCn + ζNW

]
=

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknζ
k
nc
k
n +

MN∑
k=1

pkNζ
k
nw

k
N = X0. (43)

äå Mn = 2n � êiëüêiñòü âñåìîæëèâèõ íàáîðiâ ç n ïîñëiäîâíèõ ïiäêèäàíü ìîíåòè,
ÿêi ïîçíà÷èìî ω1

n, · · · , ωMn
n . Âiäïîâiäíî,

ckn = Cn(ωkn), pkn = P(ωkn), ζkn = ζn(ωkn), n = 0, . . . , N, k = 1, . . . , Mn;

wkN = W (ωkN ), k = 1, . . . , MN .

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷i (42),(43)

L =

N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknUn(ckn) +

MN∑
k=1

pkNU(wkN ) − λ

(
N∑
n=0

Mn∑
k=1

pknζ
k
nc
k
n +

MN∑
k=1

pkNζ
k
Nw

k
N −X0

)
.

Îá÷èñëþþ÷è ÷àñòèííi ïîõiäíi L ïî ckn, w
k
N òà ïðèðiâíþþ÷è ¨õ äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî

òàêi ðiâíîñòi:

U ′n(ckn) = λζkn, n = 0, . . . , N, k = 1, . . . , Mn; (44)

U ′(wkN ) = λζkN , k = 1, . . . , MN . (45)
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Çãiäíî ç ëåìîþ 1 iñíóþòü îáåðíåíi äî U ′n,U ′ ñòðîãî ñïàäíi ôóíêöi¨

In : (0,+∞)→ (an, bn), In = U ′n
−1
, In(y)→ an, y → +∞, In(y)→ bn, y → 0+;

I : (0,+∞)→ (c, d), I = U ′−1
, I(y)→ c, y → +∞, I(y)→ d, y → 0+.

Îòæå, ç (44) i (45) îòðèìó¹ìî

Cn(ωkn) = ckn = Ic
(
λζkn

)
, n = 0, . . . , N, k = 1, . . . , Mn;

W (ωkN ) = wkN = I
(
λζkN

)
, k = 1, . . . , MN .

Òîáòî
Cn = In (λζn) , n = 0, . . . , N ; W = I (λζn) . (46)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λ ïiäñòàâëÿ¹ìî (46) â (43)

E

[
N∑
n=0

ζnIn (λζn) + ζnI (λζN )

]
= X0. (47)

Çàóâàæåííÿ 12. ∃!λ∗ > 0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (47).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζnIn (λζn) + ζnI (λζN )

]
, g : (0,+∞)→ R.

Òîäi

lim
λ→+∞

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζn lim
λ→+∞

In (λζn) + ζn lim
λ→+∞

I (λζN )

]
=

=E

[
N∑
n=0

anζn + c ζN

]
=E

[
N∑
n=0

anZn
(1 + r)n

+
cZ

(1 + r)N

]
=

N∑
n=0

an
(1 + r)n

+
c

(1 + r)N
. (48)

Ó ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåííÿõ ìè ñêîðèñòàëèñÿ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié In, I, âëàñòè-
âîñòÿìè óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü i âëàñòèâiñòþ ïîõiäíî¨ Ðàäîíà-Íèêîäèìà

E
[
Zn
]

= E
[
En
[
Z
]]

= E
[
Z
]

= 1.

Àíàëîãi÷íî

lim
λ→+0

g(λ) = E

[
N∑
n=0

ζn lim
λ→+0

In (λζn) +ζn lim
λ→+0

I (λζN )

]
=

=E

[
N∑
n=0

bnζn + d ζN

]
=E

[
N∑
n=0

bnZn
(1 + r)n

+
dZ

(1 + r)N

]
=

N∑
n=0

bn
(1 + r)n

+
d

(1 + r)N
. (49)

Ç (36), (48), (49), ñòðîãîãî ñïàäàííÿ ôóíêöié In, I òà òåîðåìè Áîëüöàíî-Êîøi ïðî
ïðîìiæíå çíà÷åííÿ âèïëèâà¹ çàóâàæåííÿ 12. Îòæå, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü
êðèòè÷íî¨ òî÷êè äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà â íàøié çàäà÷i. Öÿ òî÷êà áóäå òî÷êîþ ñòðî-
ãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó, îñêiëüêè ìàòðèöÿ ç ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿä-
êó ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà L äîäàòíî âèçíà÷åíà (âîíà äiàãîíàëüíà i âñi åëåìåíòè äiàãî-
íàëi � âiä'¹ìíi). Äîâåäåìî, ùî â çíàéäåíié òî÷öi äîñÿãà¹òüñÿ ñòðîãèé ãëîáàëüíèé
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ìàêñèìóì. Ïîçíà÷èìî

C∗n = In (λ∗ζn) , n = 0, . . . , N ; W ∗ = I (λ∗ζN ) .

Çàóâàæåííÿ 13. Íåõàé {C0, . . . , CN , VN} 6= {C∗0 , . . . , C∗N , V ∗N}. Òîäi

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(VN − CN )

]
< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n) + U(V ∗N − C∗N )

]
.

Çà ëåìîþ 2

∀n = 0, . . . , N ∀k = 1, . . . ,Mn ∀x ∈ (an, bn) : x 6= In
(
λ∗ζkn

)
Un(x)− λ∗ζkn x < Un

(
In
(
λ∗ζkn

))
− λ∗ζkn In

(
λ∗ζkn

)
;

∀k = 1, . . . ,MN ∀x ∈ (c, d) : x 6= I
(
λ∗ζkN

)
U(x)− λ∗ζkN x < U

(
I
(
λ∗ζkN

))
− λ∗ζkN I

(
λ∗ζkN

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

Un(Cn)− λ∗ζn Cn ≤ Un(C∗n)− λ∗ζn C∗n, n = 0, . . . , N ; (50)

U(W )− λ∗ζN W ≤ U(W ∗)− λ∗ζN W ∗. (51)

Äî òîãî æ ∃n ∈ {0, . . . , N}, k ∈ {1, . . . ,Mn} òàêi, ùî äëÿ ωkn ïðèíàéìíi îäíà ç
íåðiâíîñòåé (50) àáî (51) � ñòðîãà (âèïëèâà¹ ç óìîâè çàóâàæåííÿ 13).

Ïiäñóìó¹ìî ïî n íåðiâíîñòi (50) òà äîäàìî íåðiâíiñòü (51). Ïåðåõîäÿ÷è äî ìà-
òåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, îòðèìó¹ìî ñòðîãó íåðiâíiñòü

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(W )

]
− λ∗E

[
N∑
n=0

ζnCn + ζNW

]
<

< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n) + U(W ∗)

]
− λ∗E

[
N∑
n=0

ζnC
∗
n + ζNW

∗

]
.

Âðàõîâóþ÷è (43), ìàòèìåìî

E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(W )

]
− λ∗X0 < E

[
N∑
n=0

Un(C∗n) + U(W ∗)

]
− λ∗X0 =⇒

=⇒ E

[
N∑
n=0

Un(Cn) + U(W )

]
< E

[
N∑
n=0

Un(C∗n) + U(W ∗)

]
.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi ó òâåðäæåííi çàóâàæåííÿ 13. �
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An optimal consumption and investment problem in the binomial no-
arbitrage asset-pricing model is considered. The existence and uniqueness of
the solution of the optimization problem where the investor maximizes the
expected utility of wealth at the end of the last period is proved. The existence
and uniqueness of the solution of the optimization problem where the investor
maximizes the expected utility of wealth during all periods while making
choice of the level of consumption in each period is proved. The existence
and uniqueness of the solution of the optimization problem when the utility
derived from consumption both during all periods and the balance of money
in the latter one.
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