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Розглянуто вплив спiнової некомутативностi на обернено квадратичний по-
тенцiал. Показано, що енергiя основного стану частинки в такому потенцi-
алi обмежена як знизу так i зверху. Доведено, що для достатньо великих
констант зв’язку γ енергiя основного стану є вiд’ємною, тобто в потенцi-
алi −γ/r2 в просторi зi спiновою некомутативнiстю координат виникають
зв’язанi стани.
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1 Вступ

Iнтерес до некомутативних координат з’явився пiсля дослiджень в теорiї струн,
де було показано, що координати на D-бранi в полi Нав’є-Шварца стають неко-
мутативними [1], а також, що некомутативнiсть координатних операторiв виникає
при компактифiкацiї додаткових вимiрiв в M -теорiях [2]. Крiм того за допомогою
координатної некомутативностi можна включити в звичайнi фiзичнi теорiї поняття
мiнiмальної довжини, яке виникає при спробах квантування гравiтацiйного поля [3].

В найбiльш дослiджуванiй версiї некомутативностi [1, 2]

[Xi, Xj ] = iθij , (1)

де θij – антисиметрична матриця констант, є ряд проблем, найбiльшою з яких є по-
рушення iнварiатностi вiдносно поворотiв. Є кiлька шляхiв побудови некомутатив-
них алгебр, iнварiантних вiдносно поворотiв [3–6]. Серед них є достатньо широкий
клас алгебр з так званою спiновою некомутативнiстю координат, в яких просторовi
координати "змiшуються" зi спiновими операторами.

Так в роботi [7] введено некомутативнi координати шляхом додавання до кому-
тативних координат операторiв спiну (матриць Паулi) Xi = xi + θsi. Дану алгебру
можна узагальнити на релятивiстський (3+1)-вимiрний випадок, додаючи до ко-
ординат матрицi Дiрака Xµ = xµ + iθγµ [8]. Легко бачити, що такий клас алгебр
iнварiантний вiдносно поворотiв (Лоренц-iнварiантний).

c© В.М. Васюта, 2016



В.М. Васюта

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2016. Вип. 52 29

Дещо iншу Лоренц-iнварiантну спiнову некомутативнiсть будують, зсуваючи
комутативнi коордиинати на Паулi-Любанського Xµ = xµ + θWµ, де Wµ =
1
2ε

µνρσSνρpσ, Sνρ = i
4 [γν , γρ] [9]. В нерелятивiстських задачах спiнову некомутатив-

нiсть такого типу можна будувати у виглядi R = r + θW, де тривимiрний вектор
Паулi-Любанського рiвний

Wi =
1

4
εijkσjpk =

1

4
[σ × p]i , (2)

де σj – матрицi Паулi [10]. Повна замкнена алгебра динамiчних величин має вигляд

[Xi, Xj ] = iθεijksk + i
θ2

4~
εijkPk(s,P), [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,

[si, sj ] = i~εijksk, [Xi, sj ] = i
θ

2
(Pjsi − δij(s,P)).

(3)

Потенцiал −γ/r2 виникає в багатьох рiзних по своїй природi системах, напри-
клад: ефект Єфiмова [11], частинки з магнiтним моментом в полi соленоїда [12],
матерiя поблизу чорної дiри [13–15], електрон в полi бiполярної молекули [16–18],
нейтральний атом в полi зарядженої нитки [19–21], тощо.

Крiм того, в обернено квадратичному потенцiалi частинка може впасти на при-
тягальний центр [22]. В квантовому випадку, можна показати, що середнє 〈r2〉 ево-
люцiонує за законом

〈r2〉 = 〈r2〉0 +
〈rp + pr〉

m
t+

2〈H〉
m

t2, (4)

i при 〈H〉 < 0 за певний скiнченний час tf частинка впаде на центр 〈r2〉tf = 0 [23].

В просторi з узагальненим принципом невизначеностi i некомутативними коорди-
натами потенцiал −γ/R2 регуляризується i замiсть падiння виникають стацiонарнi
рiвнi [24]. Також зв’язанi стани виникають i у просторi з мiнiмальною довжиною [25].

В данiй роботi розглянемо вплив некомутативностi (3) на поведiнку частинки
в обернено квадратичному потенцiалi. Така некомутативнiсть ефективно виникає
в рядi квазiкласичних моделей частинок зi спiном [26, 27], при квантуваннi твiсто-
рiв [28] та в теорiї енiонiв [29]. В [30] розглянуто рiвняння Дiрака в просторi зi
спiновою некомутативнiстю (3), показано збереження модифiкованого електрично-
го струму та зняття виродження енергетичних рiвнiв в задачi Ландау. Цiкаво також,
що для дослiджуваної алгебри iснують точнi розв’язки, так в [10] точно розв’язано
гармонiчний осцилятор.

2 Мiнiмальна довжина

В [10] показано, що алгебра (3) володiє мiнiмальною довжиною. Оператор ква-
драту радiус-вектора в такому просторi записується

R2 = r2 +
θ

~
(r, [s× p]) +

θ2p2

8
= r2 − θ

~
(s,L) +

θ2p2

8
. (5)
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Власнi значення (5) рiвнi

λ2nl =
~|θ|√
2
(2n+ l + 3/2)− ~

2
θ (j(j + 1)− l(l+ 1)− 3/4) , (6)

де квантовi числа пробiгають значення n, l = 0, 1, 2, ...; j = |l±1/2|. Вiдповiднi власнi
стани мають вигляд

|ψ〉nl = Cρle−ρ2/2Ll+1/2
n (ρ2)Ωl,j,m(ϕ, θ), (7)

де стала нормування C = (−1)n
(

m|θ|
~

)3/4 √
2n!

Γ(n+l+3/2) , ρ = r
√

m|θ|
~

, L
l+1/2
n (ρ2) –

узагальненi полiноми Лагерра, а Ωl,j,m(ϕ, θ) – сферичнi спiнори [31].
Мiнiмальне власне значення реалiзовується при n = 0, l = 0 i рiвне

λ2min =
3~θ

2
√
2
. (8)

Як добре вiдомо з квантової механiки, середнє вiд оператора не менше, нiж мiнi-
мальне квантове число, тому

〈R2〉 ≥ λ2min (9)

i величина λmin справдi має змiст мiнiмальної довжини.

3 Обмеження на енергiю основного стану в потенцi-

алi −γ/R2

Гамiльтонiан частинки в обернено квадратичному потенцiалi в некомутативному
просторi будується замiною комутативних координат в гамiльтонiанi комутативної
задачi на некомутативнi координати. Враховуючи (5) запишемо гамiльтонiан у ви-
глядi

H =
p2

2m
− γ

R2
=

p2

2m
− γ

r2 − θ (s,L) /~+ θ2p2/8
. (10)

Покажемо, що гамiльтонiан (10) володiє зв’язаними станами. Для цього доста-
тньо показати, що енергiя частинки є скiнченною вiд’ємною величиною.

Обмеженiсть енергiї знизу випливає з факту iснування для дослiджуваної алге-
бри мiнiмальної довжини (8). Справдi, оскiльки кiнетична енергiя p2/2m додатно
визначена, то очевидно, що енергiя частинки з гамiльтонiаном (10) обмежена знизу

〈H〉 ≥
〈
− γ

R2

〉
≥ − γ

λ2min

= −2
√
2γ

3~θ
. (11)

Ця величина є нижньою оцiнкою енергiї основного стану.
Тепер покажемо, що енергiя основного стану є вiд’ємною. Для цього скористає-

мося варiацiйним методом. В якостi пробної хвильової функцiї оберемо власнi стани
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оператора R2 (7). Цi хвильовi функцiї є власними станами оператора потенцiальної

енергiї. Крiм того вони є власними станами оператора ĥ = r2 + θ2p2/8 з власними

значеннями h = ~θ/
√
2(2n+ l+3/2). Легко бачити, що ĥ фактично є гамiльтонiаном

гармонiчного осцилятора, тому для розрахунку середнього вiд кiнетичної енергiї на
|ψ〉nl зручно використати теорему про вiрiал, згiдно з якою

〈p2〉nl =
8

θ2
h

2
=

2
√
2~

θ

(
2n+ l +

3

2

)
. (12)

Таким чином середнє вiд гамiльтонiана на |ψ〉nl рiвне

〈H〉nl =
√
2~

mθ

(
2n+ l +

3

2

)
− γ

~θ

2√
2(2n+ l + 3/2)− (j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4)

. (13)

Мiнiмiзуючи (13) по n та l, отримуємо при n = 0, l = 0

〈H〉min = 〈H〉00 =
3~√
2mθ

− 2
√
2γ

3~θ
. (14)

Величина 〈H〉min є верхньою варiацiйною оцiнкою енергiї основного стану.
Таким чином, iстинне значення енергiї основного стану знаходиться мiж верх-

ньою i нижньою оцiнками

−2
√
2γ

3~θ
≤ E0 ≤ 3~√

2mθ
− 2

√
2γ

3~θ
. (15)

Тепер покажемо, що для достатньо великих констант зв’язку γ в потенцiалi
−γ/R2 в просторi з алгеброю (3) вииникають зв’язанi стани. Справдi, з умови

3~√
2mθ

− 2
√
2γ

3~θ
< 0

отримуємо, що енергiя основного стану вiд’ємна при

γ >
9~2

4m2
(16)

i на вiдмiну вiд падiння на центр в комутативному просторi, в просторi зi спiновою
некомутативнiстю частинка утворює зв’язанi стани.

Висновки

В роботi розглянуто потенцiал −γ/R2 в просторi зi спiновою некомутативнiстю
координат (3). Дана некомутативна алгебра є iнварiантною вiдносно поворотiв i в
нiй присутня мiнiмальна довжина λ2min = 3~θ

2
√
2
. Показано, що наявнiсть мiнiмальної

довжини регуляризує потенцiал i енергiя основного стану обмежена знизу. Викори-
стовуючи варiацiйний метод знайдено верхню оцiнку енергiї основного стану, яка
для достатньо великих значень константи зв’язку γ є вiд’ємною. Таким чином дове-
дено, що в обернено квадратичному потенцiалi в просторi зi спiновою некомутатив-
нiстю координат виникають зв’язанi стани, на вiдмiну вiд комутативного простору,
де частинка падає на центр.
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BOUNDARY STATES IN POTENTIAL −γ/r2
IN SPACE WITH SPIN NONCOMMUTATIVITY OF

COORDINATES

V.M Vasyuta3

Department for Theoretical Physics,

Ivan Franko National University of Lviv

Drahomanov St., 12, 79005 Lviv, Ukraine

We consider the influence of spin noncommutativity on an inverse square potenti-
al. We show that the ground state energy in the potential is restricted either from
below and above. Also we prove that for a sufficiently big coupling constant γ
the ground state energy is negative, namely boundary state appears in potential
−γ/r2 in space with spin noncommutativity of coordinates.

Key words: noncommutativity, inverse square potential

СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ В ПОТЕНЦИАЛЕ −γ/r2
В ПРОСТРАНСТВЕ СО СПИНОВОЙ

НЕКОМУТАТИВНОСТЬЮ КООРДИНАТ
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Рассмотрено влияние спиновой некоммутативности на обратно квадрати-
ческий потенциал. Показано, что энергия основного состояния частицы в
таком потенциале ограничена как снизу, так и сверху. Доказано, что для
достаточно больших констант связи γ энергия основного состояния являет-
ся отрицательной, то есть в потенциале −γ/r2 в пространстве со спиновой
некомутативностью координат возникают связанные состояния.
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