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Разработана статистическая модель 
вибрационного отклика от тонкой детали с 
трещиной. Исследовано динамику изменений 
взаимокорреляционных связей между стацио-
нарными компонентами вибрационного сигна-
ла. Показано, что размер трещины не влияет 
на форму и ширину центрального максимума 
корреляционных функций.  
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The statistical model of vibration response 
from thin cracked detail has been created. The 
dynamic of mutual cross-correlation connection 
changes between stationary components of vibra-
tion signal is carried out. It has been shown, that 
the size of the crack does not affect the form and 
width of the central maximum of correlation func-
tion. 
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Вібраційні сигнали є потужним діагнос-

тичним засобом, що несе інформацію про реа-
льний стан вузлів цих комплексів. Тому стати-
стичний аналіз цих процесів є надійним діаг-
ностичним інструментом для моніторингу ста-
ну системи методами неруйнівного контролю. 
Поява дефектів у механічних вузлах призво-
дить до зміни характеристик вібраційного сиг-
налу. Для виявлення дефектів на ранній стадії 
зародження слід аналізувати всі можливі імо-
вірнісні характеристики вібраційного сигналу. 

У роботі [1, с. 16] показано, що тріщина у 
механічному вузлі призводить до появи неста-
ціонарності у вібраційному сигналі, а сам віб-
раційний сигнал від дефектного вузла є пері-
одично корельованим випадковим процесом 
(ПКВП). Структура кореляційної функції віб-
раційного сигналу залежить від довжини трі-
щини. При розвитку тріщини в кореляційній 
структурі, окрім нульового кореляційного 
компонента, появляються перший та другий, 
потужність яких зростає з ростом тріщини [2, 
с. 23]. 

Метою даної роботи є дослідження змін 
взаємокореляційних функцій стаціонарних 
компонентів ( )k tx  вібраційного процесу від 
тонкої деталі з тріщиною. Оскільки вібросиг-
нал ( )tx описується в рамках теорії ПКВП, то 

його можна виразити через стаціонарні компо-
ненти: 

( ) ( ) 0

M
ik t

k
k M

t t e wx x
= -

= е . (1) 

У цьому поданні, по суті, коефіцієнти Фур’є 
замінені на стаціонарно зв’язані випадкові 
процеси ( )k tx . Усереднивши за ансамблем (1), 
отримуємо вираз для детермінованої складової 
вібраційного ситналу: 

( ) ( ) ( )0 0

M M
ik t ik t

k k
k M k M

m t E t e m t ew wx
= - = -

= =е е .  (2) 

Отже, коефіцієнти Фур’є, математичного спо-
дівання є математичними сподіваннями моду-
люючих процесів ( )k tx . Для знаходження ком-
понентів кореляційної функції процесу ( )tx  
слід помножити центроване рівняння (1), яке 
визначає випадкову складову вібраційного 
процесу ( ) ( ) ( )t t m tx x= -

o
, на аналогічне, од-

нак зміщене у часі на інтервал u , та усередни-
ти за ансамблем: 
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тут ( ) ( ) ( )*
lk l lR u E t t ux x= +

o o
 – взаємокореляцій-

на функція компонент ( )k tx . Також знаходимо 
формули для спектральних компонентів ( )kf w : 



КОМП'ЮТЕРНІ МЕРЕЖІ І КОМПОНЕНТИ 

Вісник ЧДТУ, 2010, №3 104 

( )

( )

( )

, 0

, 0

, 0,

, 0,

M

k n k
k n M

k n M

k n k
k M

f k n
f

f k n

w w
w

w w

-
= -
+

-
= -

мпп - іппп= нпп - <пппо

е

е
 

де ( ),l kf w  – взаємна спектральна густина стаці-
онарних компонент ( )k tx  і ( )l tx : 

( ) ( )
1

2
i u

lk lkf R u e duww
p

Ґ

- Ґ

= т . (4) 

Нульовий кореляційний компонент, як видно, 
визначається автокореляційними функціями 
модулюючих процесів ( )k tx , а кореляційні 
компоненти ( )kB u  взаємокореляційними фун-
кціями процесів, номери яких відрізняються на 
число k . Тобто, для випадку, коли стаціонарні 
компоненти є некорельованими, вібраційний 
процес є стаціонарним. Формули (2) – (4) є 
основою для інтерпретації експериментальних 
результатів обробки методами статистичного 
аналізу ПКВП реальних даних. 

Для прикладу дослідимо вплив розміру 
тріщини тонкої деталі з тріщиною на імовірні-
сні характеристики стаціонарних компонент 
його вібраційного процесу. Нагадаємо, що 
коливання тонкої деталі з тріщиною опису-
ються системою нелінійних диференційних 
рівнянь другого порядку [1, с. 12; 2, c. 18]: 

( )
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де / 2c ck mb = , / 2s sk mb = , де ck , sk  – жорст-
кості деталі, коли тріщина закрита та відкрита 
відповідно; cw , sw  – власні частоти коливань 
деталі в моменти часу, коли тріщина закрита та 
відкрита відповідно; m  – зведена маса деталі. 
В якості вимушуючої сили вибрано: 

( ) ( )
2cos
100

tf t u tpж цчз= +чз чзи ш , 

де ( )u t  – білий шум з дисперсією 1uD = . Для 
моделювання вібраційних відгуків цієї системи 
(5) вибрано параметри: 0.9ck = , 10m = , крок 
інтегрування рівний 0.5, кількість кроків інтег-
рування – 510 . Відносна довжина тріщини змі-
нювалася в межах від 0.05 до 0.95 з кроком 
0.05. 

Насамперед розкладемо вібросигнал на 
стаціонарні компоненти. Цю процедуру прове-
демо з допомогою методу переносу частот і 
низькочастотної фільтрації [4, c. 20]. Далі, ви-
користовуючи методи теорії стаціонарних 
процесів оцінимо взаємокореляційні функції та 
спектральні густини потужності. 

Метод переносу частот і низькочастотної 
фільтрації полягає в застосуванні перетворення: 

( ) ( ) ( ) 0ik
k t h t e dw th t x t t

Ґ
-

- Ґ

= -т , 

де ( )h t  –імпульсний відгук смугового фільтра, 
передавальна функція якого має вигляд: 
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Спектральні густини ( )( )klf h w  процесів ( )th  і 
спектральні густини ( )( )klf x w  ( )x t  пов’язані 
формулою [5, c. 344]: 
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Звідси випливає, що у випадку, коли спектра-
льні густини процесів ( )kx t  відрізняються від 

нуля тільки в смузі 0 0,
2 2

w ww й щО -к ък ъл ы
, то 

( )( ) ( )( )kl klf fh xw w= . Такі ПКВП називають вузько-
смуговими. Для широкосмугових ПКВП спек-
тральні густини ( )( )klf h w  визначатимуться су-
мою значень багатьох спектральних густин 

( )( )klf x w , зсунутих за частотою на величини, що 
кратні основній частоті 0w . Однак подання 

( ) ( ) 0ik t
k

k

t t e wx h
О

= е
ў

   (6) 

і (1) є еквівалентними в тому сенсі, що імовір-
нісні характеристики ПКВП (математичне 
сподівання, кореляційна функція, спектральна 
густина, коефіцієнти Фур’є цих величин) ви-
значені як на основі процесів ( )k th , так і про-
цесів ( )k tx , є однаковими [5 c. 344]. Ця еквіва-
лентність є підставою для проведення на осно-
ві вищеописаного методу статистичного аналі-
зу реальних даних без попереднього дослі-
дження їх спектральних властивостей. 

Оцінка математичного сподівання проце-
сів ( )k th , які одночасно є коефіцієнтами Фур’є 
математичного сподівання ПКВП, мають ви-
гляд: 

µ ( )
0

1
k km t dt

q

h
q

= т .           (7) 

Оскільки µ
k kE m m= , то ця оцінка є незміще-

ною, а її дисперсія має вигляд: 
 

2
k k kD m E m m  = − = 
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Подамо виділені компоненти ( )k th  у вигляді: 
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де ( ) ( ) ( )c c c
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o o
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( ) ( ) ( )s s s
kl k lR u E t t uh h= +

o o
,

( ) ( ) ( )cs c s
kl k lR u E t t uh h= +

o o
. Після підстановки 

виразу (10) до (8) отримуємо: 
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1 1 c s
k kk kk

uD m R u R u du
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q q

ж цй щ чз й щч= - +зк ъ чк ъз л ычзл ы и шт . 

Спектральні густини процесів ( )c
k th  і ( )s

k th  

зосереджені в смузі 0 0,
2 2

w wй щ-к ък ъл ы
, тому кореля-

ційні функції ( )c
kkR u  і ( )s

kkR u  заникають з рос-
том зсуву u . А це призводить до того що 

µ 0kD mй щ®к ъл ы
 при q ® Ґ . Отже, оцінка (7) є 

слушною. 
Для оцінки авто- та взаємокореляційних 

функцій формуємо статистику 

µ ( ) µ ( ) µ*
*

0

1
k lkl k lR u t m t u m dt

q

h h
q

й щж ц й щчзк ъ= - + -чз к ъчк ъз ч л ыи шл ы
т . (11) 

Її математичне сподівання  
µ ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10

1 1kl kl klE R u R u u R u u du
q

q
q

= - - +т
При q ® Ґ  збігається до ( )klR u . Отже, оцінка 
є асимптотично незміщеною. Вона також є 
слушною, оскільки її дисперсія, яка в першому 
наближенні визначається формулою 

 
µ

( ) ( ) ( ) ( )* *

0

1

k

k l k l

D m

E t t u s s u dtds
q

h h h h
q

й щ=к ъл ы

= + +т т
o oo o (11) 

 
при обмеженому четвертому моменті прямує 
до нуля при q ® Ґ . Для гаусових випадкових 
процесів величина (11) може бути виражена 
через кореляційні функції процесів ( )k th  і 

( )l th . Статистики (7) і (11) були використані 
для статистичної обробки даних комп’ютерної 
симуляції. 

 
Рис.1. Оцінка взаємокореляційних функцій 

стаціонарних компонент випадкової складової 
вібраційного сигналу при зсуві 0u =  для від-

носної довжині тріщини / 0.1l lD =  

 
Рис.2. Взаємокореляційні функції стаціонарних 
компонент випадкової складової вібраційного 
сигналу при зсуві 0u =  для відносної довжині 

тріщини / 0.7l lD =  
Проаналізуємо коротко результати цього 

експерименту. У випадку, коли відносна дов-
жина тріщини деталі рівна / 0.1l lD =  взаємо-
кореляційні функції стаціонарних компонент 
для 0u =  показано на рис.1. При такому роз-
мірі тріщини переважаючими є автокореляцій-
ні зв’язки, тобто, можна стверджувати, що 
сигнал є стаціонарним. При чому автокореля-
ційні зв’язки перших компонентів є значно 
сильнішими за автокореляційні зв’язки других. 

У випадку, коли довжина тріщини 
/ 0.7l lD = , маємо абсолютно іншу картину 

взаємокореляційних зв’язків (рис.2). Як видно 
з цього рисунку при великих відносних дов-
жинах тріщини, крім потужних автокореляцій-
них зв’язків першого та другого стаціонарних 
компонентів, значущими є також взаємні коре-
ляції між ними.  

Отже, з ростом тріщини зростає міра не-
стаціонарності вібраційного сигналу, яка 
пов’язана з виникненням взаємокореляційних 
зв’язків між стаціонарними компонентами 
вібраційного процесу. Кількість виявлених 
стаціонарних компонент дорівнює трьом. Та-
ким чином ми отримали підтвердження того, 
що такий вібраційний процес можна описати 
моделлю у вигляді гармонічного представлен-



КОМП'ЮТЕРНІ МЕРЕЖІ І КОМПОНЕНТИ 

Вісник ЧДТУ, 2010, №3 106 

ня з трьома стаціонарними компонентами, як і 
було припущено в [2 c. 18], а саме, 

( ) ( ) 0

2

2

ik t
k

k

t t e wx h -

= -

= е , (12) 

Врахувавши (9), приходимо до тригонометри-
чної форми подання (6): 

( ) ( ) ( )
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2 0 2 0
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x h h w h w
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, 

при цьому ( ) ( ) ( )0 , ,c s
k kt t th h h  є дійсними проце-

сами, а також ( ) ( ) ( )*c
k k kt t th h h= + , 

( ) ( ) ( )*s
k k kt i t th h hй щ= -к ъл ы. На основі (3) знаходимо: 
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0 0,0 1 1 0 1 1 0

2 2 0 2 2 0

2 cos 2 sin

2 cos 2 2 sin 2 ,

c s sc cs
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B u R u R u R u u R u R u u

R u R u u R u R u u
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1,0 0,1 0 2,1 2,1 0 1,2 1,2 0
1 1cos sin sin 2 ,
2 2

c c c cs sc cs scB u R u R u u R u R u u R u R u uw w w= + - - - -  

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }1 2,1 2,1 0 0,1 0 1,2 1,2 0
1 1cos sin cos 2 .
2 2

s cs sc c cs scB u R u R u u R u u R u R u uw w w= - - - - -  

 
Вібраційний відгук від дефектної деталі, на яку 
діє змінна сила, можна описати моделлю у 
вигляді періодично корельованого випадково-
го процесу. Як випливає з проведеного аналізу, 
тріщина призводить до нелінійності в системі, 
яка збільшується з її ростом. В результаті цьо-
го виникають взаємокореляційні зв’язки між 
стаціонарними компонентами вібраційного 
сигналу. Зі збільшенням відносної довжини 
тріщини амплітуда зв’язків зростає. Це може 
бути використано в якості критерію дефектно-
сті елементів механічного вузла. 
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