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МОДЕЛЮВАННЯ РОЗПОДІЛУ ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ  

ПРИ ТЕРМІЧНИХ УРАЖЕННЯХ БІОЛОГІЧНИХ ТКАНИН 
 
Своєчасне визначення ступеня термічного ураження прискорює процес лікування і підвищує його 

ефективність. Ступінь термічного ураження можна оцінювати шляхом визначення різниці температур 
здорового і ураженого ділянок біологічної тканини. Для забезпечення можливості такої оцінки біологічна тканина 
представлена у вигляді багатошарової структури, на основі якої отримана модель стаціонарного теплового 
режиму фрагмента біологічної тканини у вигляді узагальненої теплової моделі і математичної моделі розподілу 
температурного поля у фрагменті. У статті описані принципи побудови математичної моделі розподілу 
температурного поля в зоні термічного ураження біологічної тканини в стаціонарному режимі. Дана модель 
дозволяє отримати числову оцінку різниці поверхневої температури здорових і уражених ділянок тканини і на її 
основі оцінювати ступінь термічного ураження.  

Ключові слова: біологічна тканина, математична модель, розподіл температурного поля, ступінь 
термічного ураження. 
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MODELLING OF TEMPERATURE FIELD DISTRIBUTION IN BIOLOGICAL TISSUE THERMAL LESION 
 

Early determination of the thermal lesion degree in case of scald accelerates the treatment process and increases its effectiveness. 
The thermal lesion degree can be evaluated by determining the temperature difference between healthy and injured areas of biological 
tissue. For this purpose, a model of biological tissue in the form of a multilayer structure can be used. Heat exchange processes in such a 
structure are described by a generalized thermal model. Such structure contains conditionally flat heat sources located in each layer, which 
have the form of a developed network of blood vessels. The considered model of biological tissue quite accurately describes the heat exchange 
processes in body tissues. 

The article considers heat exchange processes that take place in biological tissue and a number of assumptions that should be 
used to mathematically describe these processes were identified. During the analysis of heat transfer process, the equations of temperature 
distribution in the tissue layers and the boundary conditions that describe the thermal interaction of the model with the environment are 
determined. As a result, the model of the stationary thermal regime of a biological tissue fragment in the form of a generalized thermal 
model and a mathematical model of the temperature field distribution in this fragment is obtained. This model is determined by many 
parameters, which are divided into 3 groups: thermophysical parameters; structural and topological parameters; parameters of the blood 
vascular system. Models of the particular fragment thermal regime are unequivocally determined by a combination of these parameters. 

For the analysis of temperature in any point of biological tissue modelled part mathematical model of temperature field 
distribution in stationary mode was developed. This model allows reasonable approach to the thermal lesion degree evaluation on the basis 
of the surface temperature difference between healthy and injured areas of tissue. 

Keywords: biological tissue, mathematical model, temperature field distribution, lesion degree evaluation. 

 

Постановка проблеми 

При впливі на біологічну тканину зовнішніх теплових полів та її нагріванні до температури вище 

45°С утворюється термічна травма. Вона проявляється у руйнуванні шарів біологічної тканини як під час 

впливу травмуючого агенту, так і після його дії [1]. Ступінь термічної травми залежить від багатьох 

факторів, серед яких фізико-механічні параметри травмуючого агенту, тривалість контакту з біологічної 

тканиною, властивості біологічної тканини та ін. Особливістю глибоких термічних уражень є можливість 

значного поширення зони ураження вже після припинення контакту з травмуючим агентом [2]. Це суттєво 

ускладнює процес лікування та збільшує його тривалість. Тому важливим є своєчасне визначення ступеню 

термічного ураження та визначення правильної методики лікування. 

 

Аналіз останніх джерел 
Аналіз сучасного стану ситуації в області апаратурного забезпечення оцінки термічних впливів на 

біологічні тканини свідчить про відсутність спеціалізованих засобів для визначення ступеню термічних 

уражень в Україні і за її межами. В той же час, роботи ряду авторів [3–5] свідчать про перспективність 

використання з цією метою тепловізійних приладів. Можливість їх використання обумовлена тим, що при 

термічних ураженнях відбувається коагуляція кровоносних судин і припиняється або значно погіршується 

перфузія крові. Це, в свою чергу, призводить до припинення теплопередачі поверхневим шарам біологічної 

тканини, обумовленої саме перфузією крові, та відповідному зменшенню поверхневої температури 
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уражених ділянок біологічної тканини. Таким чином, існує можливість оцінювання ступеню термічних 

уражень шляхом визначення різниці температур здорової та ураженої ділянок біологічної тканини, але 

необхідним при цьому є отримання моделі розподілу температурного поля в області термічного ураження. 

Метою роботи є отримання математичного опису розподілу температурного поля в зоні термічного 

ураження біологічної тканини в стаціонарному режимі, що дозволить отримати розв’язок задачі розподілу 

теплових полів у біологічній тканині, як складній біологічній структурі з можливістю подальшої чисельної 

оцінки та візуалізації при різних параметрах термічних уражень. 

 

Виклад основного матеріалу 

Фізичне представлення біологічної тканини. Відомо, що шкіряний покрив людини (а саме через 

нього у абсолютній більшості випадків відбувається вплив термічного агенту) складається з декількох 

шарів, а саме епідермісу, дерми, гіподерми, жирових та м’яких тканин. Тому при моделюванні біологічна 

тканина може бути представлена у вигляді складної багатошарової структури, як показано на рис. 1.  
 

 
 

Рис. 1. Умовна структура біологічної тканини, як об’єкта моделювання  

(прямокутниками умовно показані джерела теплового випромінювання) 

 

Всередині кожного шару розташовані джерела теплового випромінювання у вигляді розвиненої 

мережі кровоносних судин. Тепловий режим такої структури досить точно описується за допомогою 

узагальненої теплової моделі [6], в основі якої лежать процеси теплообміну в шаруватих структурах.  

Припустимо, що фрагмент досліджуваного об'єкту являє собою паралелепіпед, який складається з I 

шарів, пронумерованих зверху вниз, з розташованими у кожному шарі умовно-плоскими джерелами тепла у 

вигляді розвиненої мережі кровоносних судин. Але, слід зазначити, що збільшення кількості врахованих в 

моделі шарів визначає в загальному випадку точність опису розподілу температури.  

Беручи до уваги складність структури джерел тепла (кровоносних судин), в базову теплову модель 

[7] доцільно ввести умову розташування джерел тепла, які в кожному шарі моделі можуть бути розташовані 

як в середині кожного шару, так і на його поверхні.  

В реальних умовах досліджувані фрагменти біологічної тканини можуть мати форму, відмінну від 

прямокутної, вони в загальному випадку можуть бути представлені у вигляді багатокутників або 

трикутників, що примикають до основної моделі. Для коректного математичного опису поширення тепла у 

фрагменті шкіряного покрову за аналогією з [8] введемо ряд припущень, які базуються на результатах 

аналізу особливостей структури біологічних тканин: 

– поперечні розміри шарів моделі є однаковими; 

– шари моделі знаходяться в тісному контакті, тобто тепловий контактний опір наближається до нуля; 

– на верхньому шарі структури відбувається теплообмін з навколишнім середовищем за законом 

Ньютона; 

– кожен шар моделі однорідний і ізотропний; 

– теплофізичні характеристики матеріалу шарів моделі не залежать від температури. 

При умові, що конвективна і радіаційна теплопередача на межах шарів моделі мала, тепло 

переноситься тільки за рахунок теплопровідності. 

Нижня поверхня моделі, яка являє собою кісткову тканину, може вважатися ізотермічною і її 

температура збігається або близька до температури організму в цілому. В організмі людини це 

забезпечується наявністю постійного кровообігу неушкодженими ділянками тканини.  

Необхідно зазначити, що деякі з припущень не є принциповими обмеженнями і використовуються з 

метою спрощення вирішення задачі без значної втрати точності.  

Оскільки шари, що утворюють біологічну тканину, мають анізотропну теплопровідність, а їх 

теплофізичні характеристики в діапазоні температур 20–40 
°
С не залежить від температури, прийняті 

допущення не вносять значних похибок в побудову моделі. 
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Модель процесу теплопереносу у біологічній тканині. Поширення тепла в біологічних тканинах 

підкоряється закону Фур'є. Ґрунтуючись на цьому, стаціонарний розподіл температури у створюваній 

моделі можна описати диференціальним рівнянням другого порядку з частковими похідними і відповідними 

граничними умовами. 

З метою спрощення рішення задачі розрахунку температурного поля введемо наступну систему 

координат таким чином, що: 
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де xl , yl , zl  – відповідно ширина, довжина та товщина моделі;  


I

i iz ll
1

; il  – товщина шару з номером 

i; I – число шарів моделі; x, y, z – просторові змінні; ),,( zyxT  – значення температури в точці з 

координатами (x, y, z).  

Під координатою z маємо на увазі відстань від верхньої поверхні шару, до якого вона належить. У 

загальному випадку розподіл температури в кожному шарі моделі підпорядковується рівнянню Пуассона: 
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де ),,( ii zyxT  – відхилення температури i–го шару моделі від температури середовища; 
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  – оператор Лапласа; ),,( ii zyxF  – об'ємна щільність потужності 

тепловиділення в i-му шарі, що визначається розташуванням, геометричними розмірами і станом 

кровоносних судин: 
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де ijf  – значення потужності; ijijijij    – об’єм; ij , ij , ij  – відповідно ширина, довжина та 

товщина j-го джерела тепла, розташованого в i-му шарі; iI  – кількість джерел тепла в i-му шарі; )(xg j , 

)(yg j , )(zg j  – координати функції, що приймають значення І в області j-го джерела та 0 поза ним.  

З визначення функції ),,( ii zyxF  випливає, що при відсутності джерел тепла в і-му шарі 0iF . Це 

має місце при порушенні кровопостачання, викликаному некрозом тканин та тромбуванням судин внаслідок 

теплового впливу. 

Сформуємо граничні умови, що визначають теплову взаємодію моделі з навколишнім середовищем. 

Граничні умови верхньої і нижньої поверхні моделі мають вигляд: 
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де 1 , 2  – коефіцієнти тепловіддачі з верхньої і нижньої поверхні моделі відповідно;  yxP ,  – 

функція, що описує поверхневу щільність теплового потоку. 

Значення функції  yxP ,  визначається аналогічно функції об'ємної щільності потужності 

тепловиділення ),,( ii zyxF : 
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де iR  – кількість джерел тепла, розташованих на поверхні і-го шару моделі. 

У разі нормального кровообігу і його стаціонарному режимі можна знехтувати теплопередачею з 

бокових поверхонь моделі, тоді 
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При ідеальному тепловому контакті між шарами моделі, що має місце при непошкодженій 

структурі тканин і кровоносних судин, отримаємо: 
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При ураженні структури тканини під дією теплового агенту, або пошкодженні кровоносних судин, 

тепловий контакт між шарами порушується. 

В цьому випадку 
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Оскільки теплові потоки в складній структурі в стаціонарному стані пов'язані, цю умову можна 

записати в наступному вигляді 
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Таким чином, математична модель стаціонарного теплового режиму фрагменту біологічної тканини 

організму людини може бути представлена узагальненою теплової моделлю і математичною моделлю 

розподілу температурного поля у фрагменті. Така модель визначається безліччю параметрів, які можна 

розділити на 3 групи: теплофізичні параметри; структурно-топологічні параметри; параметри кровоносної 

системи. Розглянемо основні складові кожної з груп параметрів моделі. 

Позначимо множину теплофізичних параметрів як Ф. До основних складових цієї множини можна 

віднести наступні показники: теплопровідність   різних шарів моделі (підмножина  ); умови 

теплообміну з навколишнім середовищем або граничні умови (підмножина y ); коефіцієнти тепловіддачі з 

граничних поверхонь (підмножина x ); умови теплового контакту між різними шарами (підмножина k ). 

Основними складовими множини К структурно-топологічних параметрів будемо вважати наступні: 

об’ємно-масові характеристики поверхневих шарів організму людини (підмножина TK ); параметри шарів 

просторової структури (підмножина cK ); топологічні параметри кровоносних судин, які є елементами 

тепловиділення (підмножина eK ). 

До третьої групи безлічі параметрів кровоносної системи Е з урахуванням розмірів кровоносних 

судин і особливостей їх тепловиділення віднесемо наступні складові: параметри тепловиділення 

периферійних, найбільш дрібних кровоносних судин, які можна віднести до джерел поверхневого 

тепловиділення (підмножина fE ); параметри тепловиділення кровоносних судин середнього розміру, які 

можна віднести до джерел об'ємного тепловиділення (підмножина pE ). 

З урахуванням запропонованого розподілу параметрів можна стверджувати наступне: 

– якщо }{mM   – безліч математичних моделей стаціонарного теплового режиму всіх можливих 

фрагментів шкіряного покрову людини, то кожна з моделей Mm  теплового режиму конкретного 

фрагмента однозначно визначається комбінацією параметрів H: 
 

EKH  . (10) 
 

При цьому, якщо позначити }{T  безліч об'ємних температурних полів всіх можливих 

фрагментів покривної тканини, існує взаємно однозначна відповідність: 
 

~M . 
 

Кожен елемент множини T  – об'ємна термограма конкретного фрагменту поверхневої тканини 

буде визначатися наступним чином: 
 

}0,0,0),,,({ zyx lzlylxzyxTT  , (11) 

 

де ),,( zyxT  – значення температури в точці; xl , yl , zl  – відповідно ширина, довжина і товщина 

фрагменту поверхневої тканини. 
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Розглянемо задачу побудови об'ємної термограми T досліджуваного фрагмента біологічної тканини. 

Модель стаціонарного теплового поля біологічної тканини. Якщо модель нестаціонарного 

теплового режиму фрагменту тканини повністю визначена, об'ємна термограма T цього фрагмента може 

бути побудована шляхом вирішення граничної задачі теплопровідності з використанням отриманих вище 

рівнянь. За допомогою методу інтегральних перетворень Фур'є побудуємо розв’язання даної задачі у вигляді 

подвійного ряду Фур'є за власними функціями відповідного плоского однорідного середовища: 

0),(  yx , (12) 

0

,0,0




















yx lylx yx


. (13) 

 

Власні функції даної задачі визначаються як: 
 

yx

mnnm
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ym
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xn
yxyx


 coscos)()(),(  , (14) 

з нормою 
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)1(
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)1(
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002 ymxn
nm
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yx








 , (15) 

де 0, mn , 0n , 0m  – дельта-функції Кронекера [9]. 

З огляду на це, рішення задачі побудови об'ємної термограми можна представити в наступному 

вигляді: 

 









0 0 ,,, ),()(),,(
n m mnimnicpiI yxzTTzyxT  , (16) 

де )(,, imnI zT  – рішення звичайного диференціального рівняння другого порядку 
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яке задовольняє граничним умовам: 
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У рівняннях (17) – (21) mniF ,,  и mniP ,,  – Фур'є зображення функцій ),,( ii zyxF  та ),( yxPi : 

 
x yl l

mnmniiimni dxdyyxzyxFzF
0 0

2

,,,, ),(),,()(  , (22) 

 
x yl l

mnmniiimni dxdyyxzyxPzP
0 0

2

,,,, ),(),,()(  , (23) 

а значення 
2
,mn  визначається співвідношенням: 

22

2
, 
























yx

mn
l

n

l

n 
 . (24) 

Відповідно до формули Коші спільне рішення неоднорідного диференціального рівняння (17) при 

n = m = 0 визначається виразом: 

  
iz

ii

i

iiiii dFzzBAzT
0

00,00,00,00, )(
1

)( 


, (25) 

де 00iA , 00iB  – довільні постійні. 
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Коли m та n не дорівнюють нулю, рішення (17) має вигляд: 

   


 dzshFzchBzchAzT inminm

nmi

iinminminmiinm )(
1

)()()( , (26) 

де inmA , inmB  – довільні постійні. 

Для визначення постійних inmA , inmB  складемо систему алгебраїчних рівнянь, використовуючи 

граничні умови (18) – (21) та запишемо їх у матричній формі: 
 

),(),(),( mnmnCmnD  , (27) 
 

Матриця ),( mnD  визначається наступним чином: 
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(29) 

У виразі (27) ),( mnC та ),( mn  – це матриці-стовбці невідомих коефіцієнтів inmA , inmB , а 

також вільних членів inmФ : 

T
InmInmnmnmnmnm BABABAmnC ),,...,,,,(),( 2211 , (30) 

T
InmnmInmnm ФФФФmnФ ),,...,,(),( 2)12(21  . (31) 

 

Елементи матриць-стовпців )2,1( IiФinm  ; ....)3,2,1,0,( mn  розраховуються за формулами, 

отриманими при задоволенні граничних умов (18) – (21): 
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(32) 

 

Фур’є-зображення inmP  та inmF  функцій iP  та iF  визначаються формулами: 
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, (33) 

 

де irx , iry  – координати r-го джерела теплового випромінювання, розташованого в площині і-го шару 

моделі. 
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де ijx , ijy  – координати j-го об’ємного джерела випромінювання, розташованого в і-му шарі моделі. 

Використовуючи визначення зворотної матриці, перепишемо рівняння (25) та (26) в наступному 

вигляді: 
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де ...)2,1,0,;2,1,(,,
,  mnISKg mn
SK  – елементи зворотних матриць 

),(),( 1 mnDmnG  . (37) 
 

Отримані в результаті перетворень вирази визначають всі коефіцієнти ряду. Це свідчить про те, що 

в аналітичному вигляді отримано рішення граничної задачі теплопровідності. На його основі можна 

визначити значення температури у будь-якій точці модельованого фрагменту біологічної тканини 
 









 


 Z

I

i
iiiiyxi lllzlylxlIizyxTT

1
1  ; ;0 ;0 ;,1 ),,,( . (38) 

 

Висновки 

Отримана математична модель розподілу температурного поля дозволяє отримати чисельні 

значення температури в модельованому об’ємі біологічної тканини як за умов нормального кровообігу, так і 

при його порушенні внаслідок термічного ураження. Це, в свою чергу, дозволяє візуалізувати розподіл 

температурного поля в досліджуваному фрагменті біологічної тканини як по об’єму, так і на його поверхні 

та здійснити оцінку різниці поверхневої температури здорових та уражених ділянок тканини від ступеню 

термічного ураження.  
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