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Проведено оцінювання адекватності 
логістичних моделей динаміки популяцій 
копитних мисливських господарств України. 
Доведено, що точність розрахунків, про-
ведених за допомогою узагальненої моделі, 
перевищує точність аналогічних розрахун-
ків, проведених за допомогою моделі Лоткі-
Вольтерра

Ключові слова: узагальнена логістична 
модель, динаміка популяцій

Проведена оценка адекватности логи-
стических моделей динамики популяций 
копытных охотничьих хозяйств Украины. 
Доказано, что точность расчетов, прове-
денных с помощью обобщенной модели, пре-
вышает точность аналогичных расчетов, 
проведенных с помощью модели Лотки-
Вольтерра

Ключевые слова: обобщенная логистиче-
ская модель, динамика популяций

The evaluation of logistic models adequ-
acy of population’s dynamics of the hoofed 
of Ukrainian hunts is conducted. It is argued 
that exactness of the calculations conducted by 
means of the generalized model exceeds exact-
ness of analogical calculations conducted with 
the Lotka-Volterra model help

Keywords: generalized logistic model, popu-
lation’s dynamics
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Вступ

Тваринний світ є одним з компонентів навколиш-
нього природного середовища, національним багат-
ством України, джерелом духовного та естетичного 
збагачення і виховання людей, об’єктом наукових до-
сліджень, а також важливою базою для одержання 

промислової і лікарської сировини, харчових продук-
тів та інших матеріальних цінностей.

Динаміка чисельності (щільності) популяцій різ-
них видів має дуже важливе значення для людини, 
оскільки багато тварин і рослин служать об’єктами 
її господарської діяльності або причиною якого-не-
будь збитку. Тому знання закономірностей динаміки 
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чисельності популяції необхідне для прогнозування 
можливих небажаних явищ і внесення, у разі необхід-
ності, коректив у цю динаміку з метою оптимального 
управління.

Вивчення закономірностей динаміки кількості тва-
рин необхідне для створення наукових основ раціо-
нального використання корисних тварин. При цьому 
використовуються математичні методи (вчасності, 
моделювання). Серед моделей динаміки популяцій в 
математичній екології найбільше розповсюдження от-
римала логістична функція Ферхюльста (1838р.), яка 
застосовується для опису як поведінки популяцій, так 
і їх взаємодії (наприклад, в моделі Лоткі-Вольтерра) 
[1]. До недоліків логістичної функції можна віднести 
її евристичне походження та неповне відображення 
втрат.

Тому в 2010 році авторами статті була розроблена 
узагальнена логістична модель динаміки популяцій 
[2], яка дозволила теоретично обґрунтувати модель 
Лоткі-Вольтерра. Однак до цього часу не було прове-
дено оцінювання адекватності вище згаданих моделей. 
Метою даної роботи є розробка методики оцінювання 
адекватності логістичних моделей динаміки популя-
цій, а також розрахунок абсолютних та відносних 
похибок математичних моделей динаміки популяцій 
копитних тварин мисливських господарств України.

1. Математичний опис логістичних моделей динаміки 
популяцій

Узагальнена логістична модель динаміки популя-
цій описується нелінійним диференціальним рівнян-
ням [3]:
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де N t( )  – кількість особин в популяції; a0 , a1 , ϕ  
– параметри екологічної системи, що зв’язують зміну 
швидкості росту популяції зі змінами чисельності по-
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де N  – кількість особин в популяції; ϕ  – потенці-
ал експонентного росту; a0 , a1 , – параметри втрат, що 
стримують експонентне зростання кількості особин в 
популяції.

Рівняння (2) відрізняється від рівняння Ферхюль-

ста (моделі Лоткі-Вольтерра) 
dN
dt
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нелінійного елемента a N
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Аналітичний розв’язок рівняння (2) отриманий в 
[4]. Дискретна узагальнена логістична функція в реку-
рентній формі має вигляд:
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При великих значеннях ємності b0 → ∞  логістична 
функція (3) вироджується в дискретну експоненціаль-
ну функцію
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а при великих значеннях a N1 1>>  експоненціальна 
функція (4) вироджується в лінійну функцію виду 
N N ak k+ = +1 0 1ϕ / .

Аналіз (3) показує, що для побудови математичних 
моделей динаміки популяцій відповідного виду не-
обхідно визначити робочі параметри моделі (провести 
ідентифікацію моделі (3)) за допомогою експеримен-
тальних даних.

Для визначення робочих параметрів логістичної 
моделі динаміки популяцій скористаємося інформа-
цією, що отримана за допомогою моніторингу дина-
міки популяцій [5]. Моніторинг динаміки популяцій 
основних видів мисливських тварин проводився на 
території України державним управлінням лісового та 
мисливського господарства з метою охорони, викори-
стання та відтворення тваринного світу. Облік чисель-
ності мисливських тварин проводився два рази на рік 
з використанням спеціалістів державного управлін-
ня охорони навколишнього природного середовища в 
кожній області України.

Результати розрахунків робочих параметрів ло-
гістичної моделі динаміки популяцій оленя, кабана, 
козулі та лані представлені в таблиці.

Таблиця

Значення робочих параметрів моделей динаміки популяцій 
основних видів мисливських тварин

Вид копитної тварини
Параметр

a1 ϕ0 b0

Олень -5,88⋅10-5 1,628⋅10-2 16981,903

Кабан -2,47⋅10-5 3,95⋅10-2 40454,979

Козуля -8,15⋅10-6 3,192⋅10-3 123657,8

Лань -4,41⋅10-4 2,62⋅10-2 2260,729

А на ліз да ни х таблиці пок а зує те, що добу ток 
a N1 1<< .  Це до зв ол яє у з а г а л ьнене лог іс т и ч не 
рівн янн я дина мік и поп ул яцій (2) за писат и у 
вигл я ді :

dN
dt

N
N
a

≈ −ϕ
2

0

. (5)

Похибка, що виникає при такому спрощенні, не 
перевищує похибку округлення результату, отримано-
го під час розрахунків.

2. Порівняльний аналіз логістичних моделей

З метою проведення порівняльного аналізу логі-
стичних моделей застосуємо наочний метод графіч-
ного порівняння. На рис. 1 представлені графіки, що 
характеризують кількість особин популяцій оленів, 
козуль, ланей та кабанів, що мешкали в мисливських 
господарствах України в період з 2006 по 2010 роки, а 
також експериментальні дані про відповідну кількість 
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особин, що отримані в результаті моніторингу дина-
міки популяцій основних видів мисливських тварин, 
який проводився на території України.

Графіки наочно показують перевагу узагальнених 
логістичних моделей відповідних видів копитних тва-
рин.

3. Аналітичний розрахунок адекватності логістичних 
моделей динаміки популяцій

Як правило [6], при оцінюванні адекватності мате-
матичних моделей застосовують нерівність Чебишева:

P X M D
x

x− <( ) > −ε ε1 2 , (6)

де X  – довільна випадкова величина; Mx  і Dx  – її 
математичне сподівання та дисперсія; ε  – довільне 
дійсне число.

P X Mx− <( )ε  свідчить про те, що відхилення випад-
кової величини X  від свого математичного сподівання 
Mx  не перевищує похибки ε . Використання згаданої 
похибки дозволяє не пред’являти суворих обмежень 
до вибору відповідного закону розподілу випадкової 
величини X . Як відомо [7], закони розподілу, за до-
помогою яких може описуватися одна і та ж вибірка, 
можуть відрізнятися в межах, що задаються похибкою. 
Тобто, будь-яку вибірку можна приблизно описати тим 
чи іншим законом розподілу в межах похибки.

Оцінювання адекватності математичної моделі за 
допомогою нерівності Чебишева не може бути пра-
вильно проведено без введення поняття похибки. При 
цьому оцінювання цієї похибки є вихідною інформаці-
єю до розв’язуваної задачі.

Зважаючи на завдання вихідної інформації з по-
хибкою, задача оцінювання адекватності розробленої 
логістичної моделі має не єдине рішення. Визначення 
меж безлічі рішень передбачає можливість знаход-
ження проміжного рішення, що задовольняє умові 

мінімуму метричної відстані між 
модельними параметрами і апріор-
ною інформацією про відповідний 
параметр, отриманою за допомогою 
інших методів.

Тому для оцінювання адекват-
ності логістичних моделей в роботі 
пропонується використовувати від-
носні та абсолютні похибки [8]:

l y Y ni i= −Σ / ; δ = ( )⋅l
Y 100 %, (7)

де yi  – кількість особин в попу-
ляціях, що розрахована за допомо-
гою логістичних моделей; Yi  – ста-
тистичні дані про кількість особин 
в популяціях відповідних видів ко-
питних тварин.

Ск орис т а вш ис ь моде л ьн и м и 
та стастичними даними проведе-
но оцінювання якості логістичних 
моделей (Лоткі-Вольтерра та уза-
гальненої). Розрахунки показують, 
що абсолютна та відносна похибки 
кількості всіх популяцій тварин, 
які розглянуті вище, у відповідно-
сті до моделі Лоткі-Вольтерра скла-
дає: lcp = 1786 29, особин (округляю-
чи до цілого числа – 1786 особин); 
δcp = 4 2, %.

Абсолютна та відносна похибки 
кількості всіх приведених вище по-
пуляцій тварин у відповідності до 
узагальненої логістичної моделі до-
рівнюють: lcp = 17 33,  особини (окру-
гляючи до цілого числа – 71 особи-
на); δcp = ⋅ −7 38 10 2, %.

Таким чином, оцінка адекватно-
сті логістичних моделей показала, що 
точність розрахунків, зроблених за 
допомогою узагальненої моделі дина-
міки популяцій, перевищує точність 
розрахунків, зроблених за допомогою 
моделі Лоткі-Вольтерра, приблизно в 
57 разів (4,2% / 7,38⋅10-2%).
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Рис. 1. Динаміка популяцій копитних
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Висновки

Оцінка адекватності логістичних моделей по-
казує, що точність розрахунків, проведених по уза-
гальненій моделі динаміки популяцій перевищує 
точність розрахунків, проведених по моделі Лот-

кі-Вольтерра. Це дає підставу стверджувати те, що 
при оптимізації використання та відновлення тва-
ринного світу з метою економного управління мис-
ливськими господарствами України доцільно засто-
совувати узагальнену логістичну модель динаміки 
популяцій.
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Отримані залежності для середнього 
значення за часом швидкостей мікропо-
токів поблизу границі біологічних об’єк-
тів (ембріон, спермий)
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Получены выражения для среднего 
значения по времени скоростей микропо-
токов вблизи границы биологических объ-
ектов (эмбрион, спермий)
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The expression for the average value to 
time-velocity of microflows near the biolo-
gical specimens (embryos, semen) are rec-
eived
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1. Введение

Одним из определяющих факторов при опреде-
лении скорости микропотоков, возникающих при 
наличии звуковой волны, является колебательная 
скорость частиц среды в окрестности граничной по-
верхности биологического объекта. Однако, на прак-

тике геометрические размеры биологического объек-
та могут быть значительно (на несколько порядков) 
меньше длины звуковой волны. Биологические объ-
екты моделируются геометрическим телом в виде эл-
липсоида вращения (вытянутый сфероид). Известно 
[1], что одним из основных механизмов диффузии 
частиц крио-консервирующей среды к поверхности 


