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Для спрощення прийняття керую-
чих рішень на промислових підприємствах 
пропонується використовувати морфо-
логічний критерій, який дозволяє виокреми-
ти необхідну модель за точністю її опису 
вхідних даних, а також наглядно предста-
вити результати розрахунків. З метою 
підвищення ефективності вибору оптимальної 
математичної моделі опису обсягів енерго-
споживання пропонується використовувати 
багатокритеріальні моделі з оцінюванням їх 
результатів за мінімізацією

Ключові слова: багатокритеріальна 
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Для упрощения принятия управляющих 
решений на промышленных предприяти-
ях предлагается использовать морфологиче-
ский критерий, который позволяет выделить 
необходимую модель по точности ее описания 
входных данных, а также наглядно предста-
вить результаты расчетов. С целью повы-
шения эффективности выбора оптимальной 
математической модели описания объемов 
энергопотребления предлагается использо-
вать многокритериальные модели с оценива-
нием их результатов по минимизации
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1. Вступ 

На сьогодні для більшості промислових підпри-
ємств проблемним залишаються питання організації 

збору даних для побудови та розробки відповідної ма-
тематичної моделі для відновлення відсутніх облікових 
даних енергоспоживання [1 - 6] та встановлення так 
званих «стандартів» споживання енергії. Затверджен-
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ня таких «стандартів» споживання енергії є одним з 
найважливіших етапів створення та функціонування 
систем оперативного контролю ефективності енерго-
використання, що широко застосовуються в зарубіж-
ній практиці і відомі в Україні як системи контролю 
і планування енергоспоживання. Такий «стандарт» 
в загальному випадку являє собою більш або менш 
складну математичну модель споживання палива чи 
енергії деяким технологічним об’єктом (установкою, 
агрегатом, технологічною лінією) в залежності від осно-
вних чинників, що суттєво впливають на витрату енер-
гії на цьому об’єкті. 

Вказана модель може бути побудована методами 
регресійного аналізу. Проте основна проблема звичай-
них методів регресійного аналізу полягає у визначенні 
істинного виду шуканої моделі, тобто у розрахунку ко-
ефіцієнтів моделі заданого для найбільш точного пред-
ставлення табличних даних, які також можуть містити 
деяку похибку. Тому модель, яка найбільш точно задо-
вольняє експериментальні дані, не завжди точно відо-
бражає функціонування об’єкта експерименту.

2. Постановка проблеми

Розробити критерій, який би дозволив обрати 
оптимальну математичну модель опису обсягів енер-
госпоживання промисловими підприємствами.

3. Літературний огляд

На відміну від звичайних методів регресії методи 
самоорганізації моделей дозволяють враховувати мно-
жину факторів-претендентів замість фіксованого пере-
ліку факторів, що дозволяє адаптувати використан-
ня моделі для різних промислових підприємств. Для 
більш точного опису прийнято використовувати метод 
групового урахування аргументів (МГУА). 

Основна вимога до математичної моделі – це зруч-
ність її наступного використання, що забезпечується 
зручністю математичного представлення, яка дося-
гається вдалим вибором елементарних функцій з ви-
сокою точністю наближення до дійсних значень при 
невеликій їх кількості [7].

Для відображення характеристики енергоспожи-
вання прийнято будувати однофакторну математичну 
модель, користуючись бібліотекою графічних моделей 
Curve Fitting Toolbox програмного комплексу «Matlab 
7.0» [8], а багатофакторні математичні моделі - засо�-
бами МГУА [9]. Самоорганізація моделей дозволяє при 
мінімальній участі дослідника одержувати оптимальну 
модель за заданими множиною моделей-претендентів 
та критеріями її якості [10]. 

При створенні моделі необхідно враховувати не 
лише специфіку промислового виробництва (його 
структуру), але й динаміку процесів, які відбуваються 
на виробництві. Після визначення факторів, що впли-
вають на енергоспоживання, пропонується одержати 
автокореляційну матрицю даних середньогодинних 
значень виробітку продукції та інших величин, які 
впливають на енергоспоживання [9]. Якщо наявні дані 
з коефіцієнтом автокореляції, більшим за 0,75, то це 
вказує на суттєвий вплив на результуючу ознаку як 

поточних, так і попередніх значень незалежних змін-
них. 

4. Створення критерію оцінювання якості опису 
багатокритеріальної моделі 

Найкраща модель обирається шляхом використан-
ня декількох критеріїв якості після розрахунку ряду ма-
тематичних моделей. При порівнянні критеріїв якості 
не завжди одразу визначається оптимальна модель за 
точністю представлення даних. Одним з підходів до по-
шуку розв’язку багатокритеріальної задачі оптимізації 
(БКО) є зведення її до задачі параметричної оптимізації, 
тобто до однокритеріальної (скалярної) оптимізації 
із цільовою функцією f(X). Інакше кажучи, часткові 
критерії Fi(X), тим або іншим способом поєднуються в 
узагальнений критерій f(X)=Ф[F1(X), F2(X),..., Fm(X)],  
який потім оптимізується. Під побудовою узагаль-
неного критерію у БКО розуміється процедура, 
яка «синтезує» набір оцінок по заданих часткових 
критеріях, у єдину чисельну оцінку, що виражає 
підсумкову корисність цього набору оцінок для особи, 
що приймає рішення [11]. 

Операція приведення масштабів локальних кри-
теріїв до єдиного, звичайно безрозмірного, назива-
ється нормалізацією критеріїв [11]. При обчисленні 
узагальненого критерію потрібно враховувати не на-
туральні критерії, а їх нормовані значення. Нормова-
ний критерій являє собою відношення “натурального” 
часткового критерію до деякої нормованої величини. 
При цьому, вибір нормованого дільника повинен бути 
обґрунтований тому, що кожний критерій має різний 
фізичний зміст, тобто виміряються у різних одиницях. 
Як наслідок, масштаби критеріїв та якість отриманих 
результатів за кожним критерієм неможливо порівня-
ти. В роботі часткові критерії якості математичних мо-
делей взяті в процентному відношенні до максималь-
ного значення цих критеріїв усіх розглянутих моделей.

Якщо декілька критеріїв указують на оптимальну 
модель при мінімальному значенні критерію, а один 
критерій – при максимальному його значенні, то 
необхідно застосувати замість останнього критерію 
обернену по відношенню до нього величину.

Найчастіше для БКО рівноважних критеріїв засто-
совують адитивний та мультиплікативний узагальнені 
критерії.

Для адитивного критерію цільова функція 
створюється шляхом додавання нормованих значень 
часткових критеріїв. У випадку, коли усі часткові 
критерії мають рівну вагу, то узагальнений адитивний 
критерій А записується у наступному вигляді:

m

i
i 1

А f(X) F (X).
=

= = ∑

Недоліком адитивного критерію є взаємна 
компенсація часткових критериїв. Це означає, що 
значне зменшення одного з часткових критеріїв 
перекривається за рахунок зростання другого 
критерію. 

Мультиплікативний критерій П утворюється шля-
хом простого перемножування часткових критеріїв у 
тому випадку, коли вони мають однакову вагу [11]:
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m

i
i 1

П f(X) F (X).
=

= = ∏

Недоліки мультиплікативного критерію: цей уза-
гальнений критерій компенсує недостатню величину 
одного часткового критерію надлишковою величиною 
іншого й має тенденцію згладжувати рівні часткових 
критеріїв за рахунок нерівнозначних первинних зна-
чень часткових критеріїв.

При виборі оптимальної математичної моделі за 
критеріями рівної ваги інколи виникають ситуації, 
коли одна математична модель більш точна за уза-
гальненим адитивним, інша – за мультиплікативним 
критерієм. Тоді доцільно для вибору оптимальної 
моделі ввести ще один вирішальний узагальнений 
критерій. З цією метою у роботі запропоновано застосо-
вувати морфологічний критерій. Ідея його складається 
у тому, що розраховуються площі фігур, створених 
вершинами, координати яких у масштабі відповідають 
нормованим значенням часткових критеріїв. Якщо 
у однієї з фігур менша площа, то це означає, що ма-
тематична модель, якій відповідає така фігура, має 
оптимальне (мінімальне) співвідношення частко-
вих критеріїв. Геометрична інтерпретація критерію 
показує, що цей критерій має риси як адитивного, так 
і мультиплікативного критерію. Наприклад, площа 
фігури з числом сторін більше або рівним 4 є додан-
ком площ 4 або більше трикутників, а площа кож-
ного трикутника обчислюється шляхом множення. 
На грунті вищевикладеного послідовність розрахунку 
морфологічного критерію пропонується викласти у 
вигляді наступного алгоритму.

5. Алгоритм розрахунку морфологічного критерію 

1. Система координат Декарта поділяється на n 
рівних частин, де n – кількість застосованих критеріїв 
якості моделі. Вздовж вісі абсцис та ординат наносять-
ся одиниці відліку - %. 

2. Від центру координат будуються вектори по 
лініях розділу площини. Довжина векторів відповідає 
процентній величині критерію для кожного методу 
стосовно найбільшого значення критерію із усіх пред-
ставлених моделей. 

3. Будується багатокутник, що з’єднує кінці векто-
рів однієї і тієї ж математичної моделі.

4. Розраховується площа багатокутника. Для ви�-
значення площі багатокутника використовується те, 
що багатокутник є полігоном. Площа полігона визна-
чається за формулою [12]:

 

k

i i 1 i 1 i
i 1

1
S (x y x y )

2 + +
=

= -∑ ,                          (1)

де (xi; yi) – координати вершин полігона (iє[1,n]); 

k 1 1x x+ =  і k 1 1y y .+ =
Напрямок обходу полігона повинен бути проти 

годинникової стрілки. Для визначення координат по-
лігона необхідно розмістити його у першому квадранті 
шляхом паралельного переносу центру координат на 
100 одиниць (%) вздовж вісі ординат +X та 100 одиниць 
(%) вздовж вісі абсцис +Y. 

5. За пунктами 1 - 4 визначаються площі 
багатокутників для всіх моделей.

6. Вибирається оптимальна модель, якій відповідає 
багатокутник з мінімальною площею. Багатокутник з 
мінімальною площею відповідає математичній моделі, 
у якої оптимальне співвідношення нормованих частко-
вих критеріїв.

6. Апробація результатів. Практичне використання 
морфологічного критерію 

Застосування морфологічного критерію пояснимо 
у ході розрахунку оптимальної моделі енергоспожи-
вання в цеху з виробництва аміаку. У роботі [9] було 
обрано дві моделі, що мали найкраще співвідношення 
критеріїв якості моделей залежності погодинного спо-
живання енергії від виробітку аміаку (змінна x) та ви-
трат природничого газу (змінна z) за той же час. 

Це Y= 1 011,676 0,319x 0,171z-+ +  та 
Y= 1 014,8 0,304x 0,139x .-+ +

Для вибору кращої математичної моделі застосо-
вувалися критерій регулярності Δ2 (В), критерій міні-
муму зсуву 2

зсувуn , критерій точності короткочасного 
прогнозу Δ2 (С) та критерій простоти моделі Кпр [9]. 
Кпр приймається рівним 1, якщо модель містить тільки 
одне значення незалежної змінної, Кпр = 2 - два значен�-
ня, Кпр = 3 - три значення і Кпр = 4 - чотири значення 
незалежної змінної. Вищенаведені критерії незалежні 
один від одного та мають рівну вагу. Цільові функції 
для кожної моделі будуть мати вигляд: 

( )
( )

пр

2

2

2
зсуву

K min

C min

B min

n min

→


D →


D →
 →

.

Для двох вищевказаних моделей наведемо значен-
ня критеріїв якості у вигляді табл. 1 [9].

Максимальні значення виділені напівжирним 
шрифтом. Як видно з табл. 1 модель № 1 є більш точ-
ною за мультиплікативним критерієм, а модель № 2 –  
за адитивним. Тому для вибору кращої математичної 
моделі пропонується розрахувати додатково значення 
морфологічного критерію.

 Згідно вищенаведеного алгоритму у даному ви-
падку система координат поділяється на 4 частини, 
які утворені променями X, -X, Y, -Y (рис. 1). Вісь 
X відповідає критерію Кпр, вісь Y - 2(С)D (С) , вісь X 
- 2(B)D , вісь Y - 2

зсувуn . На вісях відкладаються вер-
шини чотирикутників ABCD (який відповідає моделі  
Y= 1 011,676 0,319x 0,171z-+ + ) та EFGH (який відповідає 
моделі Y= 1 014,8 0,304x 0,139x-+ + ). 

Для розрахунку площі чотирикутників необхідно 
виконати паралельний перенос фігур у перший ква-
дрант, який показаний на рис 1. 

Визначаються координати вершин багато-
кутника у Декартових координатах для моделей  
Y= 1 011,676 0,319x 0,171z-+ +  та Y= 1 014,8 0,304x 0,139x-+ +
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до та після паралельного переносу (табл. 2). Абсциси та 
ординати вершин після переносу дорівнюють доданку 
відповідних координат до переносу та 100 одиниць. 

Таблиця 1

Значення критеріїв якості математичних моделей

Критерії 
якості 
моделі

Модель №1 
Y=11,676+0,319x-1+ 

+0,171z0

Модель №2 
Y=14,8+0,304x-1+0,139x0

Абсо-
лютне 

значення 
моделі 

Нормоване 
значення 

моделі  
(у % до 
макси-

мального) 

Абсо-
лютне 

значення 
моделі 

Нормоване 
значення 

моделі (у % 
до макси-
мального) 

Кпр 2 100 2 100

Δ2 (С) 0,0021 100 0,00055 26,2

Δ2 (В) 1,9·10-4 99,37 1,912·10-4 100

2
зсувуn 1,951·10-5 31,3 6,232·10-5 100

Адитивний 
критерій А

- 330,67 - 326,2

Мульти-
плікатив-

ний 
критерій П

- 31102810 - 61900000

Рис. 1. Візуалізація морфологічного критерію для визна-
чення оптимальної моделі за 4 критеріями якості моделі 

та перенос центру координат для знаходження площі 
багатокутників

Далі згідно формули (1) розраховується площа 
багатокутника для кожної моделі. Згідно розрахун-
ків площа у полігона (чотирикутника) EFGH менша, 
ніж у полігона ABCD ( SEFGH=12620 кв. од. < SABCD= 
=13088,64 кв. од.). Це дозволяє вважати математичну 
модель Y = 1 014,8 0,304x 0,139x-+ +  оптимальною.

Таблиця 2

Координати вершин багатокутника, що відповідають 
критеріям якості моделей Y = 1 011,676 0,319x 0,171z-+ +  та 

Y = 1 014,8 0,304x 0,139x-+ +

Назва 
вершин 
багато-

кутника

Критерій 
якості 

моделі, що 
відповідає 
вершині

Координати
Xi Yi+1 Xi+1 Yi

Х Y Х’ Y’

Y =
1 011,676 0,319x 0,171z-+ +

A Кпр 100 0 200 100 40000 10000

B 2(C)D 0 50 100 200 10000 126

C 2(B)D -100 0 0,63 100 43,281 10000

D
2
зсувуn 0 -90 100 68,7 10000 13740

Y = 1 014,8 0,304x 0,139x-+ +
E Кпр 100 0 200 100 25240 10000

F 2(C)D 0 26,2 100 126,2 10000 0

G 2(B)D -100 0 0 100 0 10000

H
2
зсувуn 0 -100 100 0 10000 0

7. Висновки

Для підвищення швидкодії прийняття керую-
чих рішень на промислових підприємствах, дії яких 
направлені на підвищення ефективності енергоспожи-
вання, була підтверджена доцільність використання 
критеріїв оцінювання вибору оптимальної моделі для 
представлення обсягів енергоспоживання промислових 
підприємств. Для вибору моделі за декількома рівними 
за вагою незалежними критеріями якості запропоно-
вано ввести узагальнений морфологічний критерій, 
який би урахував би оптимальне співвідношення зна-
чень усіх критеріїв якості моделей. Алгоритм розрахун-
ку морфологічного критерію можливо застосовувати 
для знаходження оптимальної моделі при будь-якій 
кількості критеріїв якості математичних моделей.
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