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Рассмотрены вопросы повышения эффективности систем управления сложными технологическими объек-

тами за счет обработки экспериментальных данных выходного сигнала для идентификации и прогнозирования 
поведения объекта управления. Выдвинуты требования к модели структуры оператора динамических систем. 
Рассмотрены основные свойства линейных операторов и введено понятие системы с пространством состояний. 
Разработан метод нахождения модели динамической системы, которая задается только выходным сигналом, и 
определения характеристик динамической системы в отличие от известных процессов, описанных задачами 
идентификации, управления и измерения. Разработан алгоритм нахождения структуры оператора динамическо-
го объекта по его выходным сигналам на основе структурных свойств линейных операторов и упорядочения 
множества выходных сигналов, представлением их в виде ганкелевых форм и ганкелевых матриц. Приведен 
метод моделирования оператора динамической системы на основе исследования обратных задач. 
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ПРОЕКЦІЙНІ МЕТОДИ ОПИСУ СТРУКТУРИ ОПЕРАТОРА ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 
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вул. Стрітенська, 23, м. Херсон, 73000, Україна. Е-mail: anndymova@gmail.com 
Розвиток технологій визначення наявності корисного сигналу дозволяє значно підвищити ефективність сис-

тем управління складними технологічними об’єктами. Обробку експериментальних даних вихідного сигналу 
проводять для ідентифікації і прогнозування поведінки об’єкта. Виходячи з цього важливим питанням являєть-
ся розробка методів рішення обернених задач для безперервних технологічних процесів, тобто визначення 
структури оператора динамічних систем. Основною метою дослідження є ідентифікація процесів для визначен-
ня структури динамічного об’єкта за вихідним сигналом, знаходження структури оператора динамічного 
об’єкта на основі структурних властивостей лінійних операторів та упорядкування експериментальних даних за 
допомогою ганкелевих квадратичних форм и ганкелевих матриць, що дозволяє розв’язувати обернені задачі 
динаміки. Розглянуто питання підвищення ефективності систем управління складними технологічними 
об’єктами за рахунок обробки експериментальних даних вихідного сигналу для ідентифікації і прогнозування 
поведінки об’єкта управління. Висунуто вимоги до моделі структури оператора динамічних систем. Розглянуто 
основні властивості лінійних операторів та введено поняття системи з простором станів. Розроблений метод 
знаходження моделі динамічної системи, яка задається тільки вихідним сигналом, і визначення характеристик 
динамічної системи на відміну від відомих процесів, що розглянуті в багатьох роботах та представляються 
трьома задачами: задача ідентифікації, коли на підставі відомих сигналів на вході і виході системи робиться 
висновок про склад системи і її характеристиках; задача управління, коли відомі характеристики системи і вхі-
дного сигналу та визначається закон зміни сигналу на виході системи або такий вхідний сигнал, який на виході 
призводить систему в заданий стан; задача вимірювання, коли відомий вихідний сигнал і характеристики сис-
теми, визначаються характеристики вхідного сигналу. Розроблений алгоритм знаходження структури оператора 
динамічного об’єкта за його вихідними сигналами на основі структурних властивостей лінійних операторів та 
упорядкування множини вихідних сигналів, представленням їх у виді ганкелевих форм та ганкелевих матриць. 
Приведений метод моделювання оператора динамічної системи на основі дослідження обернених задач. Послі-
довність побудови моделі оператора лінійної динамічної системи як рішення оберненої задачі динаміки дозво-
ляє розробляти обчислювальні алгоритми для реальних динамічних систем в лінійному приближенні. 

Ключові слова: динамічна система, оператор, обернена задача, лінійний простір, ганкелеві матриці, 
розкладеність, ранг. 

 
АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Управляемость – 

одно из важнейших свойств системы управления и 
объекта управления, характеризующий возможность 
приведения системы в заданное состояние с помо-
щью управляющих воздействий. Система считается 
управляемой, если существует управления, обеспе-
чивает ее перевод из произвольного начального со-
стояния в произвольное состояние за конечное вре-
мя [1]. Если управляемость требует, чтобы каждое 
состояние системы был чувствительным к действию 

входного сигнала, то наблюдаемость требует, чтобы 
каждое состояние системы влиял на измеряемый 
выходной сигнал. Система наблюдаемая, если все ее 
состояние можно прямо или косвенно определить по 
выходному вектору системы. 

Развитие технологий определения наличия по-
лезного сигнала позволяют значительно повысить 
эффективность систем управления сложными тех-
нологическими объектами. Процесс приема инфор-
мации заключается в отождествлении сигнала с 
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символами принятого алфавита, что довольно слож-
но в случае, если сигналы подвергаются большим 
искажением. Методы преодоления этих трудностей 
составляют суть теории сигналов, которую пред-
ставляют тремя задачами: задача идентификации, 
когда на основании известных сигналов на входе и 
выходе системы делается вывод о составе системы и 
ее характеристиках; задача управления, когда из-
вестны характеристики системы и входного сигнала 
и определяется закон изменения сигнала на выходе 
системы или такой входной сигнал, который на вы-
ходе приводит систему в заданное состояние; задача 
измерения, когда известный выходной сигнал и ха-
рактеристики системы, определяются характеристи-
ки входного сигнала.  

Основной целью исследования является иденти-
фикация процессов для определения структуры ди-
намического объекта по выходному сигналу, нахож-
дение структуры оператора динамического объекта 
на основе структурных свойств линейных операто-
ров и упорядочения экспериментальных данных с 
помощью ганкелевых квадратичных форм и ганке-
левых матриц, позволяющий решать обратные зада-
чи динамики. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДО-
ВАНИЙ. Модель описания структуры оператора 
динамических систем должна удовлетворять сле-
дующим требованиям: 

 быть простой; 
 содержать мало произвольных или уточняю-

щих элементов; 
 согласовываться со всеми существующими 

наблюдениями и объяснять их в рамках теории ли-
нейных динамических систем; 

 давать подробное предсказание результатов 
будущих наблюдений, которые могут опровергнуть 
эту модель или доказать ее ложность, если предска-
зания, сделанные по этой модели, не подтверждают-
ся. 

Рассмотрим основные свойства линейных опера-
торов [1]. Две матрицы А и В, связанные соотноше-
нием АТТВ 1 , где Т – некоторая неособенная 
матрица, называются подобными. Таким образом, 
две матрицы, соответствующие одному оператору в 
линейном пространстве R при различных базисах 
подобны между собой, причем матрица Т, связы-
вающая эти матрицы, совпадает с матрицей преоб-
разования координат при переходе от первого бази-
са ко второму. Другими словами, линейному опера-
тору в R отвечает целый класс подобных между со-
бой матриц; эти матрицы представляют данный 
оператор в различных базисах. Две подобные мат-
рицы имеют всегда равные определители, т.е. 

 
|||||||||| 1 АТАТВ   .  (1) 

 
Равенство |||| АВ   является необходимым, но 

не достаточным условием подобия. 
 

Для того чтобы две матрицы n
ika 1||||А  и 

n
ikb 1||||B  были подобны ( АТТВ 1 ), необхо-

димо и достаточно, чтобы они имели одни и те же 
инвариантные многочлены, или одни и те же эле-
ментарные делители в числовом поле К [2, 3, 4]. 

Пусть матрица )(А  ( – корень характери-
стического полинома, имеет ранг r, т.к. в этой мат-
рице не равные тождественные нулю миноры r-го 
порядка, в то время как все миноры порядка > r рав-
ны нулю тождественно относительно . Обозначим 
через )(jD  наибольший общий делитель всех 

миноров j-го порядка матрицы 
),,2,1()( rj  А . Тогда в ряду  
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Многочлены )(,),(),( 21  riii   называются 

инвариантными многочленами прямоугольной мат-
рицы )(А [2, 4]. 

Для дальнейших доказательств рассмотрим не-
которые частные типы линейных операторов в R: 
оператор J в R называется инволютивным, если  
J2 = Е (где Е – единичная матрица). Инволютивному 
оператору в любом базисе соответствует инволю-
тивная матрица J. Инволютивный оператор неосо-
бенный, т.е. J-1 = J. 

Оператор Р в R является проекционным, если 
Р2 = Р. 

Пусть дано произвольное расщепление про-
странства R на два подпространства S и T: 
R = S + T. Тогда для любого вектора Rx  имеет 
место разложение TS xxx


 , где SSx


, 

TTx


 [2, 5]. 

Вектор Sx


 является проекцией вектора x  на 
подпространство S параллельно подпространству 
T. Аналогично вектор Tx


 – проекция вектора x  

на подпространство T параллельно подпространст-
ву S. 

Рассмотрим оператор Р, осуществляющий про-
ектирование пространства R на подпространство S 
параллельно подпространству T, т.е. оператор в R 
определяется равенством Sxx


Р  для любого век-

тора Rx . Очевидно этот оператор является ли-
нейным, но он является проективным, т.к. 
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Sxx


Р , Sxx


РР 2  и, следовательно, 

0)( 2  SS xxx


РР , т.е. РР 2 . 
Можно проверить и обратное утверждение. Про-

извольный проекционный оператор Р в R осуществ-
ляет проектирование всего пространства R на под-
пространство РRS   параллельно подпростран-
ству RPET )(  . Любая натуральная степень 
проекционного оператора является проекционным 
оператором. Если Р – проекционный оператор, то Е 
– Р – проекционный оператор, т.к. 

 
PEPPEPE  22 2)( .  (4) 

 
Квадратная матрица Р будет проекционной, если 

РР 2 . Очевидно, в произвольном базисе проек-
ционному оператору соответствует проекционная 
матрица. Для нахождения оператора динамической 
системы на основе экспериментальных данных (в 
виде векторных временных рядов, полученных в 
результате обработки выходных сигналов исследуе-
мой системы) произведем их упорядочение в виде 
ганкелевых квадратичных форм и соответствующих 
им ганкелевых матриц. 

Для получения модели, имеющей вид «вход – 
состояние – выход» (модели с памятью), рассмот-
рим разложимость матричного оператора в модели 
пространства состояний (A, B, C, D). Здесь A – 
матрица коэффициентов системы, B – матрица 
управления, C – матрица выхода, D – матрица об-
хода (устанавливает непосредственную зависи-
мость выходных данных системы от входных пе-
ременных) [6]. 

Пусть в результате обработки выходных сигна-
лов получены 2n–1 чисел (или векторов в случае 
многомерного выходного сигнала динамической 
системы) 2210 ,,, nsss  . Составим симметриче-

скую ганкелеву матрицу 1
0|||| 

 n
kisS , в развер-

нутом виде она имеет вид: 
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Последовательные главные миноры матрицы S 

будем обозначать nDDD ,,, 21  : 
 

1
0|| 

 n
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Основные результаты Фробениуса [2, 7] относи-

тельно ранга ганкелевых вещественных матриц: 

если в ганкелевой матрице 1
0|||| 

 n
kisS  первые 

h строк линейно зависимы, то 0hD . 
Матрица, состоящая из первых h строк 

h ,,, 21   матрицы S 
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имеет ранг h. С другой стороны, любой столбец этой 
матрицы выражается линейно через h предыдущих 
столбцов, но тогда, поскольку ранг матрицы (6) ра-
вен h, эти первые h столбцов матрицы (6) должны 
быть линейно независимы, т.е. 0hD . 

Для рассмотрения вопроса разложимости ганке-
левых матриц с целью удобства доказательства их 
разложимости и получения на этой основе пред-
ставления модели в пространстве состояний 
(A, B, C, D) обозначим элементы прямоугольной 
матрицы (6) как aik с двумя индексами, где i – нуме-
рация по строкам, k – нумерация по столбцам, т.е. 
перейдем от матрицы S к совпадающей по размер-

ности матрице n
ikа 1||||А (i = 1, 2, …, m; 

k = 1, 2, …, n). Исходя из алгоритмов обработки вы-
ходных сигналов динамического объекта значения 
элементов матриц (5) и (6) будут неотрицательными 
aik  0 или положительными aik > 0. 

Матрица n
ikа 1||||А  будет разложимой, если 

она может быть приведена к виду 
 

DC
B

A
0~

 ,  (7) 

 
где B и D – квадратные матрицы [2, 4]. 

Это возможно тогда и только тогда, когда воз-
можно некоторое разбиение всех ее индексов  
1, 2, …, n на две дополнительные системы (без об-
щих индексов) i1, i2, …, i; k1, k2, …, k ( +  = n) 

0
 kiа ( = 1, 2, …, ;  = 1, 2, …, ). В против-

ном случае матрица А будет неразложимой. Под 
перестановкой рядов в квадратной матрице 

n
ikа 1||||А  понимается соединение перестановок 

строк с такой же перестановкой столбцов матрицы 
А. 

Пусть матрица n
ikа 1||||А  соответствует ли-

нейному оператору в n-мерном векторном про-
странстве R (n векторов выхода динамической сис-
темы) с базисом neee





,,, 21 . Перестановка рядов 

соответствует перенумерации базисных векторов, 
т.е. переходу от базиса neee





,,, 21  к новому  
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базису jnnjj eeeeee





 ,,, 2211 , где  
(j1, j2, …, jn) некоторая перестановка индексов  
1, 2, …, n. При этом матрица А переходит в подоб-
ную ей матрицу АТТА 1~   (в каждой строке и 
каждом столбце преобразующей матрицы Т один 
элемент равен единице, а все остальные элементы 
равны нулю) [2, 7]. 

Под -мерным координатным подпространством 
в R будем понимать любое подпространство в R с 
базисом 

kkk eee
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 (1  k1 < k2 < … < k  n). 

С каждым базисом neee





,,, 21  пространства R 

связано 
nС  -мерных координатных подпро-

странств. 
nС  – биномиальный коэффициент: 
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n
nС n . Тогда матрица n

ikа 1||||А  

разложима в том и только в том случае, если соот-
ветствующий этой матрице оператор А имеет -
мерное инвариантное координатное подпространст-
во с  < n. Отсюда следует, что, если А разложимая 
матрица, то перестановкой рядов она может быть 
представлена в виде (7), и, если А  0 и в характери-
стическом определителе 

 

nnnn

n

n

araa

aara
aaar

r
















21

22221

11211

)(  (8) 

 
какой-либо из главных миноров обращается в нуль 
(матрица А разложима), тогда обращается в нуль 
любой “объемлющий” главный минор и, в частно-
сти, один из главных миноров (n – 1)-го порядка 
В11(), В22(), …, Вnn() [2, 5, 7]. 

Матрица А  0 является разложимой в том и 
только в том случае, когда в одном из соотношений 
Вii (r) (i = 1, 2, …, n) имеется знак равенства. 

После введения основных свойств линейных 
операторов уточним фундаментальное понятие в 
теории динамических систем – понятие состояния, 
которое чрезвычайно важно с практической точки 
зрения в теории принятия решений и обработки 
сигналов. 

Система с пространством состояний есть четвер-
ка  

 
},,,{ ii XWT Β ,                     (9) 

 
где Т  R – множество моментов времени; W – ал-
фавит внешних сигналов; Х – пространство состоя-
ний; T

i XW )( Β  – внутреннее поведение. 
Предполагается, что iΒ  удовлетворяет аксиоме 

состояния 
 

})({)}()(
,,2,1,){(

22110201

0

0
i

t

ikk
xwxwtxtx

Ttkxw
Β,,

Β,







,  (10) 

 
где kw  – векторы выходных сигналов динамическо-
го объекта; 

0t
  – знак конкатенации. 

Из аксиомы состояния вытекает, что любая тра-
ектория, приходящая в некоторое состояние, со-
вместима с любой другой траекторией, выходящей 
из этого же самого состояния. Иначе говоря, в тео-
ретико-множественном смысле для заданного в дан-
ный момент состояния прошлое и будущее условно 
независимы, т.е. это состояние расщепляет прошлое 
и будущее поведения системы [2, 4, 8]. Рассмотрим 
систему 

 

uxw
uxx




DC
BA



  (11) 

 
Она определяет динамическую систему с про-

странством состояний, в которой  – оператор сдви-
га во времени, T = Z+ или Z – множество моментов 
времени (дискретное или непрерывное)  0.  

nq RXRW  ,  и 

,:|:),{(:),,,( mnq RTuRRTxw  
DCBAΒ

такое, что выполняется (11)}. Ее внешнее поведение 
есть ),,,( DCBA SΒ . R – числовая ось (прокванто-
ванная или непрерывная); Rq, Rn, Rm – соответст-
вующие q, n, m-мерные линейные пространства; 
знак := – равно по определению;  – декартово про-
изведение множеств (пространств) [2, 3, 4, 8]. 

Поставленная задача заключается в нахождение 
модели динамического объекта по результатам из-
мерений его выходных сигналов, которые после их 
обработки представляют векторные временные ря-
ды. В качестве элемента класса моделей, объясняю-
щего полученное множество наблюдений и являю-
щегося наименьшим среди возможных, найдем наи-
более сильную неопровергаемую модель. Исходя из 
наблюдаемого векторного временного ряда опреде-
лим в соответствии с [5, 7, 9, 10] алгоритмы вычис-
ления самой сильной неопровергаемой модели. Для 
решения этого разработана теория реализации на 
основе усеченного поведения [5, 7, 10]. Сформули-
руем поставленную задачу: для полученного в ре-
зультате обработки наблюдений за динамическим 
объектом q-мерного временного ряда 

)(,),1(),( 100 twtwtw 



  )( 10  ttt  с 

qRtw )(  найти динамическую модель объекта, 
объясняющую приведенные наблюдения. 

В общем случае, методический подход к по-
строению алгоритмов, адекватно представляющих 
модель и учитывающих ранее заявленные требова-
ния к линейности, упорядоченности, законам сохра-
нения, разложимости операторов, заключается в 
задании некоторого определенного набора уравне-
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ний, содержащих пока что минимальный набор па-
раметров с минимальным набором ограничений. 
Однако, прежде чем создавать алгоритм для полу-
чения оптимальных (приближенных) моделей с уче-
том помех, целесообразно построить алгоритм с 
учетом только рассмотренных структурных свойств 
линейных операторов для реализации точных моде-
лей [1, 7, 8, 9, 11]. 

В данном рассматриваемом случае класс моде-
лей ℳ состоит из всех линейных подпространств 
векторного пространства выходных параметров ди-
намического объекта. Конкретная модель М1 задан-
ного явления (функционирования динамического 
объекта) будем считать более сильной чем модель 
М2, если М1  М2. При этом будем рассматривать 
только прямые измерения атрибутов самого явле-
ния. Предположим, что явление S надо моделиро-
вать на основе измерений Z  S в заданном классе 
моделей ℳ  2S. Предпочтение в выборе модели из 
ℳ отдадим той, которая не противоречит Z и дает 
наилучшие предсказания. Она является наиболее 
сильной неопровергаемой моделью. С математиче-
ской точки зрения, если она немажорируемая в ℳ, 
если имеется импликация 

 
{Z  M  ℳ   и   M  M}→{M  M}. (12) 

 
Модель 

Z
M *  является наиболее сильной из клас-

са моделей ℳ, основанной на измерениях Z, если  
 

Z 
Z

M * ℳ и 

{Z  Mℳ }→{
Z

M *  M}. (13) 

 
Это возможно, если семейство моделей ℳ  2S 

обладает свойством пересечения, т.е. 
 

{ℳ   ℳ  }→{ 
Μ M

 ℳ  }, (14) 

 
и что для каждого Z  ℒ  2S существует наиболее 
сильная неопровергнутая модель 

Z
M *  в классе мо-

делей ℳ, основывающаяся на измерениях Z [7, 12]. 
Это следует из следующего обоснования.  

При T = Z+ или Z рассмотрим систему 
},,{ ΒqRT . Тогда полиномиальная матрица R, 

такая, что )(R , существует в том и только в 
том случае, когда система  линейна, стационарна и 
полна, т.е. в том и только в том случае, когда ее по-
ведение Β  линейно, инвариантно относительно 
сдвига и замкнуто в топологии поточечной сходи-
мости пространства TqR )(  (пространства q-мерных 
временных рядов). Это самая четкая из возможных 
характеристик этого класса систем: требуется, что-
бы поведение TqR )(Β  было линейным, инвари-
антным относительно сдвига 

)  ялд   и  если ,( ZZT ΒΒΒΒ    , и пол-
ным в топологии поточечной сходимости, где  – 
оператор сдвига. 

После приведенного обоснования можно при-
ступить к решению поставленной задачи нахожде-
ния модели динамического объекта по его выход-
ным сигналам [5, 7, 9, 11, 12]. 

Выходные сигналы динамического объекта )(tw  
после обработки измерительной системой будут 
многомерными временными рядами: 

)(,),1(),0( twww 


  в случае дискретного времени 

 ZT  и )(,),1(),0(),1( twwww





  в случае 
ZT  . 

На их основании для структурного упорядочения 
информации построим бесконечные векторные ган-
келевы матрицы [2, 3, 4, 7, 8]. 
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(случай  ZT ) 
или в случае ZT   
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На основании (15), (16) построим разбитую на 
блоки (бесконечную в четырех направлениях) ган-
келеву матрицу [3, 4, 8] для ряда )(tw : qRZ   
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Введем понятие относительного ранга по стро-

кам rank(M1; M2) разделенной на блоки бесконечной 
матрицы (17), представив ее в виде 
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Сначала предположим, что матрица М конечна. 

Тогда по определению  
 

rank(M1; M2) = rank M1 + rank M2 – rank M = 
= rank M  (19) 

 
и предположим далее, что матрица М имеет беско-
нечное число столбцов и с учетом формул (5) и (6) 
положим  
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Здесь согласно [4, 8] М1,t и обозначает матрицу, 

полученную из М1 в результате ограничения ее по 

столбцу с номером t, а 
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М
МM  – подматрицу 

максимального ранга в М. 
Введенное определение очевидным образом рас-

пространяется на случай матрицы с бесконечным в 
обе стороны числом столбцов. В результате получа-
ем 
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 МMМM ,     (21) 

 
т.е. (3.13) является верхним пределом относительно 
ранга по всем подматрицам M1 и M2, получаемым в 
результате вычеркивания любого числа строк в M1 и 
M2. 

Доказано в [4, 8], что 
 ))( );((rank ww


ΗΗ  и он равен размерности 

минимального представления с пространством со-
стояний ),,,( DCBA S  наиболее сильной неопро-

вергнутой (AR)-модели )( *
wR Β  временного ряда w  

(здесь (AR) – авторегрессионная модель). Для полу-

ченного в результате обработки наблюдаемого вре-
менного ряда w : qRZ   и построенной для сис-

темы (11) матрицы )()( mnqnR M , задающей 
отображение 
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M ,  (22) 

 
где )(tx  – вектор состояния; )(tu  – вектор управле-
ния, разбив которую на блоки 
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так, что nnR A , mnR B , nqR С  и 

mqR D , получим модель динамического опера-
тора ),,,( DCBA  , которая является наиболее 
сильной неопровергнутой моделью с минимальным 
пространством состояний и минимальным числом 
входов m для временного ряда )(tw  [6, 7]. Обоснуем 
эти решения, наделив линейные операторы необхо-
димыми дополнительными свойствами: сюръектив-
ным соответствием (отображением) между множе-
ствами, при котором каждый элемент одного мно-
жества соответствует некоторому элементу другого 
множества и биективным отображением – взаимно 
однозначным соответствием, являющимся одновре-
менно однозначным, инъективным (при котором 
различным элементам из первого множества соот-
ветствуют различные элементы другого), и сюръек-
тивным [7]. 

Пусть измерительной системой зафиксирован 
неизвестный сигнал, который после обработки име-
ет вид временного ряда )(,),1(),0(),1( twwww 




 . 
Такие сигналы могут иметь различную физическую 
природу: электромагнитную, гравитационную, аку-
стическую, оптическую, биологическую, социаль-
ную, зафиксировав которые, найти в линейном при-
ближении модель объекта, его генерирующего. Ус-
ловием для решения этой обратной задачи является 
наличие линейного соответствия с временем, рас-
стоянием, давлением и т.д., с одинаковой топологи-
ей и совпадением начальных (граничных) условий. 

При разработке алгоритма сначала обсудим ос-
новную идею, а затем она будет приведена в систе-
матическую процедуру, которую можно применять 
почти механически. Однако получаемый алгоритм 
включает только стандартные методы линейной ал-
гебры, его нельзя представлять как численные про-
цедуры, поскольку здесь не учитывается численная 
устойчивость, робастность, вычислительная слож-
ность. 

Итак, имеем исходные данные 






),(,),1(),0(),1( twwww   

1. Определяем структуру в матрице (17) )(wΗ . 
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Для этого введем такие матрицы Н– и Н+ (где Н– 
составлена из строк матрицы )(wΗ , а Н+ – из 
строк матрицы )(wΗ ), что 

nwwHH :))( );((rank );rank(  


ΗΗ . 
Определяем запаздывание. Из ганкелевой струк-

туры следует, что для Zt , выражения 
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определяют невозрастающую последовательность 
неотрицательных целых чисел. 

Теперь вычислим такое t  , что tt   , для 
tt  . В результате получим подходящие матрицы, 

остановившись на )1( tq  нижних строках в 
)(wΗ  и )1( tq  верхних строках в  
)(wΗ . 

Далее определим матрицу 
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состоящую из такого количества столбцов 
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Н , что столбцы ),(col 21 НН  порождают 

линейное пространство, натянутое на столбцы мат-
рицы Н [2, 3, 11, 12, 17]. Естественно, что ранг мат-
рицы Н nHH );rank( 21  [7]. 

2. Определяем пространство состояний: вычис-
лим ядро (ker) матрицы Н1 и положим 

12 ker HНΗ . 
Размерность (dim) ядра линейного оператора 

(матрицы) совпадает с размерностью ее спектра [1, 
2] набором корней характеристического полинома. 
Отметим, что размерность области значений Н2 по 
модулю Η  равна n, т.е.  

 
n)Н Η)(mod imdim( 2 .  (25) 

 
Затем примем  
 

)))(mod im(( 2 ΗНX  .  (26) 
 
Если  – отношение эквивалентности на множе-

стве S, то S(mod ) представляет собой множество 
классов эквивалентности; ) im( 2Н  – область значе-
ний оператора (матрицы Н2); Х – пространство со-
стояний. Примем ))(mod(:)( Ηthtx 


, где )(th


 – 

столбец с номером t матрицы Н+. 
3. Определим пространство входных сигналов. 
Примем 
 

))(),(( col:)( txtwtf
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.  (27) 
 

Формула (27) означает, что, если ℒ – векторное 
пространство и ℒ  ℒ – его подпространство, то 
ℒ(mod ℒ ) означает векторное пространство, инду-
цированное отношением эквивалентности, и ie


ℒ, 

i  n – такие линейно независимые векторы, что  
ℒ   },,,span{ 21 neee





ℒ ; тогда набор 

},,,{ 21 neee





 будет дополнительным базисом ℒ в ℒ 
[1, 2, 7]. 

Очевидно, что проекция х: XS  , определяе-
мая равенством )(:)( txtfх


 , сюръективная (такое 

соответствие между множествами, при котором ка-
ждый элемент одного множества соответствует не-
которому элементу другого множества) – тем самым 
S представлено как векторное расслоение на Х [1, 2]. 

Зададим векторное пространство U и сюръек-
тивное отображение USu :  так, что 

UХS  , т.е. так, что отображение ),(: ux    
биективно (соответствие, являющееся одновременно 
однозначным, инъективным и сюръективным); инъ-
екция – вложение, отображение – такое соотноше-
ние между множествами, при котором различным 
элементам из одного множества соответствуют раз-
личные элементы из другого множества. 

Очевидно, что размерность 
XSUU dimdimdim    

Примем, что )()( tfPtu u


 , где Pu – оператор 
проектирования. 

4. Определение параметров системы. 
Для )( mni   введем числа ti так, что векторы 

)( itf


 образуют базис пространства S. Тогда 

))( ,)((col)( iii tutxtf


  будут базисом для UХ  . 
Теперь определим такую )()( mnqn  -матрицу 
М, что 
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В результате пусть w


: qRZ   – наблюдаемый 

временной ряд и )()( mnqnR M  – построенная 
матрица (3.20). Разобьем М на блоки 
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M : ,  (29) 

 
так nnR A , mnR B , nqR С  и mqR D . 
Тогда система ),,,( DCBA S  является наиболее 
сильной неопровергнутой моделью с минимальным 
пространством состояний и минимальным числом 
входов для временного ряда w  [1, 4, 8]. 

ВЫВОДЫ. 1. Предлагаемый метод моделирова-
ния оператора динамической системы на основе 
свойств линейных операторов и упорядочения экс-
периментальных данных с помощью ганкелевых 
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квадратичных форм и ганкелевых матриц позволяет 
обсуждать решение обратных задач динамики на 
теоретико-множественном уровне в математически 
точной и согласованной постановке. Это приводит к 
понятию оптимальной точной модели (без учета 
помех), а именно к наиболее сильной неопровергну-
той модели в классе линейных систем. Такая модель 
объясняет наблюдения и мала насколько возможно 
[3, 4, 5, 7, 8, 10]. Ее существование вытекает из 
свойства пересечения (3.6). 

2. Линейные конечномерные системы удовле-
творяют пункту 1 из-за того, что их поведение в 
точности соответствует замкнутым линейным инва-
риантным относительно сдвига подпространствам в 

TqR )( . 
3. Проиллюстрированная последовательность по-

строения модели оператора линейной динамической 
системы как решения обратной задачи динамики: по 
выходному сигналу определить структуру оператора 
в пространстве состояний позволяет разрабатывать 
вычислительные алгоритмы для реальных динамиче-
ских систем в линейном приближении. 
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PROJECTION METHODS OF THE LINEAR DYNAMIC SYSTEMS 

OPERATOR STRUCTURE DESCRIPTION 
H. Dymova 
Kherson State Agrarian University 
vul. Strіtenska, 23, Kherson, 73000, Ukraine. Email: anndymova@gmail.com 
Purpose. The main purpose of the study is to identify processes for determining the structure of a dynamic object 

with an output signal, finding the structure of the dynamic object's operator based on the structural properties of linear 
operators and ordering experimental data using Hankel quadratic forms and Hankel matrices allows solving inverse 
problems of dynamics. The development of technologies for determining the presence of a useful signal can significant-
ly improve the efficiency of control systems for complex technological objects. Processing of the experimental data of 
the output signal is carried out to identify and predict the behavior of the object. Based on this, the development of me-
thods for solving inverse problems for continuous technological processes, i.e., determining the structure of the operator 
of dynamic systems is an important issue. Methodology. The issues of increasing the complex technological objects 
control systems efficiency by processing the experimental data of the output signal in order to identify and predict the 
behavior of the control object are considered. The requirements to the model of the dynamical systems operator struc-
ture are advanced. The basic properties of linear operators are considered and the concept of a system with a state space 
is introduced. Results. A method has been developed for finding a model of a dynamic system, specified only by the 
output signal, and determining the characteristics of a dynamic system, in contrast to known processes, which are con-
sidered in many works and are represented by three tasks: the identification problem, when based on the known signals 
at the input and output of the system conclusion about the composition of the system and its characteristics; a control 
task when the characteristics of the system and the input signal are known and the law of signal change at the system 
output or such an input signal that outputs the system to a predetermined state is determined; measurement task, when 
the output signal and system characteristics are known, the characteristics of the input signal are determined. Originali-
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ty. An algorithm has been developed to find the dynamic object operator structure by its output signals based on the 
structural properties of linear operators and ordering the set of output signals by representing them in the form of Han-
kel forms and Hankel matrices. A method for modeling the dynamic system operator based on the study of inverse 
problems is given. Practical value. The sequence of constructing the linear dynamic system operator model as a solu-
tion to the inverse problem of dynamics allows us to develop computational algorithms for real dynamic systems in the 
linear approximation. 

Keywords: dynamical system, operator, inverse problem, linear space, Hankel matrices, decomposability, rank. 
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